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 چکیده
ایراهایرشتهها،دادهترِای.درختیدرعلومکامپیوترهستندهاباساختارترینساختماندادههایکیازکاربردیترِای

یکنسخۀتعمیمیافتۀتِرای،موسومبهتِرایسطلیاستکهدرآنهربرگیاسطل،.ندکنهایدرختذخیرهمیدربرگ

تعداد.شودحاصلمیترِایتصادفیباتعریفیکقاعدهرشدتصادفیبرایترِای.ظرفیتذخیرۀبیشازیکدادهرادارد

بررسینمایۀیکدرخت،اهمیت.سانازریشۀیکدرختریشهدارهستندرانمایهنامندهایهمنوعکهدرفاصلۀیکگره

ددارزیادی پارامترهایدرختریشه. بسیاریاز میزیرا را آندرختبیاندار دکرتوانبرحسبنمایۀ به. اینمقاله در

نمایۀسطلیوداخلیبررسیمجانبیامیدریا واریانسوتوزیعحدیهریکازدو برگوتعدادگره)ضی، هایسطلییا

پردازیم،وقتیکهتعداددرترِایسطلیتصادفیمی(سانازریشههستندهایداخلییاغیربرگکهدرفاصلۀیکتعدادگره

هایهردونمایهشاملتوابعیمتناوبهستندونشانریاضیوواریانسامید.هایذخیرهشدهدرتِرایافزایشیابدداده

چنینبههم.دهیمآنتوابعمتناوبناصفرندکهایننکتهدرمقالهمربوطبهنمایهترایمعمولی،بهاثباتنرسیدهاستمی

کارنتایجبههاییکهبرایحصولروش.پردازیمهایدونمایۀسطلیوداخلیمیریاضیبررسیمقدارمجانبینسبتامید

بریم،براساساستفادهازپواسونیسازی،تبدیلملین،معادلاتبازگشتی،توابعمولد،تحلیلتکینیوروشنقطۀزینیمی

.است

.هایسطلی،نمایه،پواسونیسازی،تبدیلملین،معادلاتبازگشتی،توابعمولد،تحلیلتکینی،روشنقطۀزینیترِای:های کلیدیواژه



 مقدمه

نامترایاستکهای،ساختاریدرختیبههایرشتههابرایذخیرهوجستجویدادهترینالگوریتمیکیازاساسی

هایبرایسادگی،رشته(.راببینید[0]تربرایجزئیاتبیش)درختجستجویدودوییداردترینسبتبهکاراییبیش

دنباله)دودویی ’’0“هاییاز ’’1“و ) درنظر میگیریمرا رشته. ترای، برگدر در ها هایخارجیگره)ها ذخیره(

گاهفقطیکرشتهداریمآن   اگر:کندصورتدرخودذخیرهمیدیناییراب1-0رشتۀ یکترای،.شوندمی

شودکهدراینحالتریشۀتراییکبرگیاگرهخارجیاستوترایشاملهیچگرۀودرریشۀترایذخیرهمی

اینیستوکنندۀهیچرشتهاستکهذخیره(گرهتهی)گاهریشۀتراییکگرهداخلیآن   دیگرینیست؛اگر

باهمین.شوندذخیرهمیریشه(راستِ)باشددرزیردرختچپِ(’’1“)’’0“شانهاوابستهبهاینکهاولینرقمرشته

برایمثالترایسمتچپ.شودهایریشهساختهمیها،هریکاززیردرختدناولینرقمرشتهکرقاعدهوباحذف

.شودملاحظه9درشکل

برایافزایشسرعتپردازشاطلاعاتوعملجستجودرالگوریتمترای،وابستهبهاختیارپردازشگرحداکثرتعداد

ترایمعمولی)دونهفقطیکدادهدریکبرگکننهارادرهربرگذخیرهمیدادهمشخصیاز دراینمقالهبه(.

.پردازیمهامیبررسینمایهایننوعترای
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رشته  7 ازساخته شده ( درخت سمت راست)سطلی و ترای ( درخت سمت چپ)ترای یک نمایش  .9شکل 

، (در هر دو ترای)ها دایرهبا های داخلی گرهچنین  هم.     با ( ،         ،       ،         )
 .نشان داده شده است( هاسطل) هامستطیلبا سطلی ها و در ترای با مربعترای در های خارجی گره

ترایسطلید،آنکررشتهذخیره   هاییکترایبتوانبهتعدادهرگاهدربرگ گاهترایساختهشدهرا

.دشوملاحظه9درشکل(ترایسمتراست)   برایمثالترایسطلیبا.نامند

 1-0رشتۀ ایی پیروزیدنبالهکه احتمال با برنولی متغیرهایتصادفی از دادن)     ای رخ احتمال

.نامیمباشدرارشتۀتصادفیمی        واحتمالشکست(’’1“

ازرشته ترایتصادفیگویندترایساختهشده هایتصادفیرا ترایتصادفیبهپارامترهای. بررسیطورگسترده

 (.راببینید[90]و[6]،[1]،[9]تربرایاطلاعاتبیش)استشده

نمایۀآندرختمینوعکهدرفاصلۀیکهایهمتعدادگره نامندسانازریشۀیکدرختقراردارندرا چوناز.

ترینمسیر،عمقوطولمسیرنتایجیدربارۀپارامترهایدیگردرختمثلارتفاع،کوتاهتوانمستقیماًنمایۀدرختمی

بنابراینکلبه دنمایۀدرختاهمیتزیادیداربررسیدستآورد؛ مثالنمایۀدرختجستجویدودوییوبه. طور

.اندشدهبررسی[8]و[90]،[2]،[4]ترتیبدرتریشیاترای،بهبازگشتی،درختجستجویرقمی،ترایوپا

.پردازیممیتصادفیترایسطلیبرای[90]دستآمدهازنمایۀترایتصادفیدراینمقالهبهتعمیمنتایجبهدر

بناشدهوظرفیتهرسطلرشته وسیلۀبهپردازیمکهتصادفیمیترایسطلییعنیبهتحلیلرفتاردونوعنمایهدر

یاهایخارجیتعدادگره)    نمایۀسطلی:[(90]در   تعمیمحالت)رشتۀتصادفیاست   حداکثر

مقادیراینمثالطورهب.(ازریشه درفاصلۀخلیادهایتعدادگره)    نمایهداخلی؛(ازریشه درفاصلۀهاسطل

.دشوملاحظهمحاسبهشدهاست،9ترایسطلیدرشکلدونوعنمایهراکهبرای

    دهیمکهتوابعمولداحتمالدربخشبعدنشانمی.صورتاستدینترتیبمطالبارایهشدهدراینمقالهب

،درمعادلۀبازگشتی عنوانتابعیازبه    و

          
 

 
                            

     

                      

درمعادلۀبازگشتی    و    بنابراینامیدریاضیوواریانس.دکننصدقمی

                 
 
                                                                 (9)  

ندکنصدقمی از    و    دستآوردنامیدریاضیوواریانسمجانبیمنظوربههایسوموچهارمبهدربخش. ،

                    ابتداتابعمولدپواسن:یمکناستاندارداستفادهمییروش
از.گیریمرادرنظرمی   

 درمعادلۀبازگشتی     شودکهنتیجهگرفتهمی(9)
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 979هایسطلیرایتِۀنمای

شوندترتیب،باروشتکراروتبدیلملینحاصلمیسپسجوابدقیقوجوابمجانبیاینمعادلهبه.ندکصدقمی

سازیمرحلۀآخربرایبرآوردهشدنهدفمان،مرحلۀبرگشتازپواسنی(.راببینید[99]و[9]روشاینباآشناییبرای)

در.آوریمدستمی،رابه(   هرگاه)    ؛بسطمجانبی(   هرگاه)     یعنیازبسطمجانبی.است

به مرحله میاین داده نشان زینی روشنقطۀ و مختلط کمکتحلیل که )          شود (.   هرگاه

𝜀دهیمهرگاهاینروشنشانمیوسیلۀبه نکهدرآ     𝜀            𝜀    و  

    
 

        
     

 

                 
     

     

                     
  

دلیلظاهراینپدیدهبه.متناوباستتوابعی،شامل      𝔼و      𝔼آمدهبرایدستگاهنتایجمجانبیبهآن

انتگرالمعکوستبدیلملینبهشدنبی .مشاهدهشدهاست[1]آیدکهاولینباردروجودمینهایتنقطۀزینیدر

      𝔼       𝔼نسبتمجانبیمقادیربررسیبه،     𝜀            𝜀    وقتیچنینهم

با       𝜀            𝜀     ،𝔼            𝔼    بازۀدرزیراپردازیممی و

در ازایسپسبه.ندکنتیجهنسبتمذکوربهصفرمیلمیداردودر      𝔼ترینسبتبه،رشدسریع افزایش

 واریانس     𝜀            𝜀    بازۀ محاسبه به نمایه، دو        های ،       و

 .هایدونمایههستندبامیانگینسانهاییکپردازیمکهشاملتوابعیمتناوبودارایمرتبهمی

    و    هایحدیگاهتوزیعآن        𝔼و        𝔼 کنیمکههرگاهآخرثابتمیدربخش

 .باشد     𝜀            𝜀    دربازۀ نرمالهستندوقتی

مقاله، این  در هر  برای می     𝜀            𝜀    بازۀ نظر در گیریمرا بنابراین.

وبازۀ        گاهآن   اگرزیرا.کنیمبررسیمی(   )ترایغیرمتقارندرفقطراهانمایهبررسی

.شودهایدونمایهظاهرنمیهاوواریانسهیچتابعمتناوبیدرمیانگینوبنابرایننقاطزینیتهیاستشامل



ها معادلۀ بازگشتی برحسب تابع مولد احتمال نمایه

هایچپوراستهایخارجیدرزیردرختهمتوزیعبامجموعتعدادگره    رشته، دریکترایسطلیبا

:یعنی.قراردارندهاآنزیردرختۀازریش   درفاصلۀکهاستترایسطلیۀریش
*

, , 1 , 1, 1, 1,
n nn k B k n B kX dX X n b k       

 در *آنکه
( , ),

, ,
B dBinomial n p X dXn n k n k

     و ،    
  هستند  و مستقل بهچنینهم. ،   ازای

.      ،      ازای؛به      و(   )      ،      ازای؛به      

 برای بالا متفاوت    معادلۀ اولیه شرایط با به:    ازای به      ،        ازای؛ ،   و

.برقراراست      ،      ازای؛وبه      

    کهکنیدفرض
   

    و   
   

باشند    و    ترتیبتوابعمولداحتمالبه    بالانتیجهگرفتهۀازمعادل.

    شودکهمی
   

 درمعادلهبازگشتی   

    
          

 
             

              
                                           (2)  

    
        

اگر                                                                                             

اگر           یا             یا                    
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 باشرایطاولیهمتفاوت    براینمایهداخلی(2)معادلۀ.کندزیرصدقمی

    
        

اگر                                                      

 اگر           یا                    
                        (9)  

ازایعددمختلطبه.شودهایزیربرایچندکمیتوتابعخاصاستفادهمیدرسراسرمقالهازنمادگذاری.برقراراست

(ℝ  )معادلۀوباحل             ، 

  
  𝜌    𝜌

  𝜌    
 
    𝜌    

 
 

  

    گاه،آن   چون)𝜌نسبتبه
 

 
 

  

       
 

 
 

  

 :آیددستمیبه(4)جواب،(است

𝜌  𝜌    
 

        
   

           

           
                                          (4)  

 

 هاهای سطلی، داخلی و نسبت آنهامیدریاضی نمای
اینبخشتقریب     هاییمجانبیبرایامیدریاضیدر نشانمیدستمیبه    و دهیمکههردوآوریمو

.میپردازیم      𝔼       𝔼هاییبهبررسیمقادیرمجانبیچنینتحتفرضهم.غیرصفرهستند

    کنیممیتعریف
   

 𝔼      و    
   

 𝔼      .شودکهنتیجهگرفتهمی(2)سپساز    
درمعادلۀ   

 :دکنبازگشتیوشرایطاولیهزیرصدقمی

    
   

   
 

 
              

   
         

   
  

     

                      

    
   

  
اگر                                                                                             

اگر           یا             یا                    
  

    معادلۀبالابرای
 نیزبرقراراستولیباشرایطاولیهمتفاوت   

    
   

  
اگر                     

اگر                    
  

    هایپواسونیشودکهتبدیلدرمرحلۀپواسونیسازی،ازروابطمذکوردرملاحظهمی
   

     و 
   ، 

  
             

     

  
   

   

              
             

     

  
   

     

:دکنصدقمی(6)و(1)درمعادلاتوشرایطاولیۀ

         
            

 
   

   
              

                                                                (1)  

  
          

 
   

   
          

       
 
      

               
                    (6)  

  
        

     

  
    

 

   

  
     

  
    

 

   

  
           

  
    

 

   

 

  
          

  

  
   

 

   

     
                                  

  هایملینتبدیل.تخصیصدارد(6)و(1)مرحلۀبعدبهگرفتنتبدیلملیناز
  و      

بارا       
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می بهبهکهکنیمتعریف ترتیب       ℜازای       ℜو دارند توجه)وجود :  
ازایبه       

   ℜ     شوندصورتبازنویسیمیدینب(6)و(1)سپس(.وجوددارد:

  
                      

                    
                     

           
 باشرایطاولیۀ

  
         

      

      
                  

 

   

          
          

      

      
 

 

   

 

:بنابراینبااستفادهازمعکوستبدیلملینداریم

              
       

 

   
   

                      
𝜌   

𝜌   
         𝜌                       (0)  

      
          

 

   
    

                      
𝜌   

𝜌   
        𝜌                       (8)  

𝜌کهدرآن    ℜ   و

  
        

      

      
   

       

       
 

 

   

              
        

      

      

 

   

     
        

  دنبالرفتارمجانبیبهاساساً
  و      

یسازپواسونیبرگشتازتحلیلِطبقچونهستیم؛   ازایبه      

         𝔼انتظارداریمکه
         𝔼و      

      .

این محاسبدر به انتگرالۀجا 0)های ) 8)و میوسیلۀبه( زینی نقطه روش 99)]پردازیم ببینید[ را باید(. پس

𝜌  𝜌   عنواننقطهزینیتابعِرابه 

                          

کهکنیمانتخاب جوابمعادله
 

  
است                   معادلبه. معادلۀ𝜌طور 1)از دستبه(

.آیدمی

 
 

    
 

       

                       
                                             (1)  

𝜌یعنی  𝜌    𝜌  
 

    
        تابع(.راببینید[90)]تنهانقطهزینیحقیقیمقدارِتابعمذکوراست 

𝜌   نهایتنقطۀزینیمختلطمقدارچنیندارایبیهم                            

زیرابابرقراریواقعیتزیر.است

  𝜌        𝜌       
 

 
 

 𝜌   

    𝜌              
 

 
 

 𝜌

  
     

 
    

 :درآنداریم              وقراردادن

  𝜌                   𝜌                           
 

 
 

 𝜌

        

                               𝜌   

شودکهیکاینباعثمی.ساناستیک𝜌  ونقطۀ    دراطرافنقاط        نتیجهرفتارتابعدر

بسط در متناوب تابع مجانبی   های
         و

هم       و شود بسطظاهر در مجانبیچنین های

    
   

 𝔼      و    
   

 𝔼      .
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𝜀ازایبه. 9قضیۀ  𝜌     𝜌  𝜌  ،اگر                  𝜌    𝜌  ،𝜌    𝜌        ،

:گاهداریمباشد،آن               و   

𝜀   هرگاه .9  
 

    
    𝜀یابهطورمعادل𝜌   𝜌     دراینصورت، 

    
   

       
   

 𝜌              
   𝜌      𝜌       𝜌   

     𝜌     

              

   کهدرآن
    𝜌        

   
 𝜌       

      
 .یکتابعمتناوبوغیرصفراست   

𝜀   هرگاه .2  
 

    
    𝜀یابهطورمعادل   𝜌   𝜌     دراینصورت، 

    
   

   
   

 𝜌              
   𝜌      𝜌       𝜌   

     𝜌     

              

  کهدرآن
    𝜌       

   
 𝜌       

      
 .یکتابعمتناوبوغیرصفراست   

𝜀   هرگاه .9  
 

    
    𝜀طورمعادلیابه𝜌   𝜌      دراینصورت، 

    
   

   
   

 𝜌              
   𝜌      𝜌       𝜌   

     𝜌     

              

  کهدرآن
    𝜌       

   
 𝜌       

      
 .یکتابعمتناوبوغیرصفراست   

   ولیباتوابعجدید[90]در2بااستفادهازروشنقطهزینیوهمانندبرهانقضیۀ . برهان
      ،  

و      

  
،نتایجرایسازپواسونیازبرگشتتحلیلِسپس.نیمکطورمجانبیمحاسبهمیرابه(8)و(0)هاینتگرالا،      

دهددستمیبه بودنتوابع. اثباتغیرصفر   حالبه
    𝜌       و

    𝜌   (  
   

     
    .پردازیممی(

  ،       ازاییعنیبایدنشاندهیمکهبه
    𝜌     و   

    𝜌     .

𝜌گیریمکهابتداحالتیرادرنظرمی  :زیراداریم.دراینحالتهردوتابعمذکورغیرصفراست:∞ 

  
    𝜌       

    𝜌      

      

 

   

         
   

 

   
    𝜌       

    𝜌      

      

 

   

         
   

 

 ، 𝜌    وشرط𝜌چونباافزایش.وهردوتابعکراندارنیستند

 
 

  𝜌    
 

    𝜌      

      

 

   

        
  𝜌   

 

  𝜌    
 

    𝜌      

      

 

   

   

گیریمکهازاینبرآوردنتیجهمی

  
    𝜌         

    𝜌      

      

 

   

 
   

    𝜌     𝜌       

    و
    𝜌      𝜌     𝜌      . توابع حتی اگر استکه این از حاکی برآوردها   این

    𝜌   و

   
    𝜌   رابه  𝜌  .دکنبهبینهایتمیلمی𝜌استوباافزایش    𝜌  آنهاۀیم،مرتبکنتقسیم   

 [
 D

O
I:

 1
0.

52
54

7/
m

m
r.

6.
2.

16
9 

] 
 [

 D
O

R
: 2

0.
10

01
.1

.2
58

82
54

6.
13

99
.6

.2
.4

.5
 ]

 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

r.
kh

u.
ac

.ir
 o

n 
20

24
-0

4-
11

 ]
 

                             6 / 14

http://dx.doi.org/10.52547/mmr.6.2.169
https://dorl.net/dor/20.1001.1.25882546.1399.6.2.4.5
https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2661-fa.html


 971هایسطلیرایتِۀنمای

 
  های متناوب توابع نمایش منحنی. 1شکل 

   
       ،  

   
و  ،       در یک دورۀ تناوب، یعنی        

     و    مختلف مقدار 1شان برای  نسبت

نیستند کراندار توابع این یعنی .    پس به    𝜌و دارند وجود بهای که طوری 𝜌ازای  𝜌 و

       ،  
    𝜌       و   

    𝜌       . 

𝜌یدکنحالفرض  𝜌 .دراینحالتکافیاستکهنشاندهیممشتقهردوتابع  
    𝜌   و   

    𝜌   

ثابت و𝜀          ،داریم      ازایطوریکهبهایوجودداردبه  چون.کرانداراست نسبتبه

𝜌،               ،                       ازایبهگاهاست؛آن  𝜌 و       ، 

 
 

  
   

    𝜌         
    𝜌      

      
 

 

   

   
       

  𝜌       𝜌    
                  

   
 

           𝜌       𝜌        𝜀    𝜌       
           

      

           𝜌       𝜌                   
   شودکهمشتقتابعهمینترتیبثابتمیبه

    𝜌   کرانداراست نیزنسبتبه. 

  نماییمکههاراطوریانتخابمی        برایادامۀبرهاندنبالۀ
    𝜌        

    𝜌        

نتیجهطبققضیۀمقدارمیانگینداریمدر.               و

  
    𝜌                      

   شودوبههمینترتیبثابتمی
    𝜌     .

      نیدکفرض. 1قضیۀ 
 

    
  اگر.

 

 

 
 گاهآن

𝜌            
  

 

 

 𝜌       
    

          
   

    
   

    
   

 

 
    𝜌        

      
   𝜌                  

   

 
    𝜌        

      
 
   

 

   𝜀          𝜀   
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     𝜌 شودکهبهسادگیملاحظهمی(4)طبق. برهان
 

       
  نتیجههرگاهدر.

 

 

 
 داریم9،ازقضیۀ

    
   

    
   

 
  

   
 𝜌              

  
   

 𝜌              
    

      

  
      

 

  𝜌       

  

  دنکرگزینباجای
  و      

.شودبرهانکاملمی      

 

 های سطلی و داخلیهنمایهای واریانس

    هایمجانبیدراینبخش،تقریب
    

         ،    
    

                    و         

.آوریمدستمیرابه

  فرضنمایید
         𝔼     

  
  

  و        
          𝔼      

  
  

هایحالتبدیل.        

پواسونیواریانس   ها،
          

         
          و

          
          

    
 
تعریف    را

.آیددستمیبه(6)و(1)ومشابهبا(9)،(2)سپساز(.                چون)نیمکمی

  
            

 
   

   
              

             
          

 
   

   
          

          (90)  

باشرایطاولیۀ

  
   

      
   

          
    

    
     
      

      
  

  
            

 

   

   
    

     

  
        

  

  
   

 

   

   
  

  
   

 

   

 

 

  

𝜌ازایبنابراینبه داریم   

  
       

 

   
     

                      
𝜌   

𝜌   
                             (99)  

   
       

 

   
     

                      
𝜌   

𝜌   
                             (92)  

کهدرآن

    
        

      

      

 

   

  
      

      

       

       

 

   

  
       

       

 

   

             

   
        

            
       

         
       

       

          

       

 

   

            

       
        

            
     
      

 
                                      

       
  

    
        

      

      

 

   

  
             

       

 

   

   
               

            
       

  

𝜀ازایبه. 1قضیۀ  𝜀   ،هرگاه    
 

    
    𝜀اینصورتدر
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 𝜌              
   𝜌      𝜌       𝜌   

     𝜌     

              

    
    

     
   

 𝜌              
   𝜌      𝜌       𝜌   

     𝜌     

              

 کندوصدقمی(1)درمعادلۀ           𝜌    𝜌کهدرآن

    
    𝜌         

   
 𝜌       

      

   
  

    
    𝜌         

   
 𝜌       

      

   
  

    ولیباتوابعجدید[90]در2بااستفادهازروشنقطهزینیوهمانندبرهانقضیۀ . برهان
    و      

      ،

از.آینددستمی،نتایجبهیسازپواسونیازبرگشتطبقتحلیلِسپس.نیمکرامحاسبهمی(92)و(99)هاینتگرالا

    ،غیرصفربودنتوابعمتناوب9وبرهانقضیۀ9لم
   ،    

.شودهانیزثابتمیودرنتیجهواریانس   

     .9لم 
    

       
   

    و 
    

       
   

 .

وبرآوردزیر(90)رابطۀ،[90]در8طبقلم. برهان

  
        

 اگر                                               

      ℜ                       𝜀اگر 
    

        

  داریم
           

  و       
           

،یسازپواسونیازبرگشتتحلیلِطبقچنینهم.       

    داریم
   

   
      ،    

    
   

    و      
    

   
 .شودپسبهاینصورتبرهانکاملمی.      

 

 های سطلی و داخلی  هنمای های حدیتوزیع

    دهیمکهاگربخشنشانمیدراین
   

یدکنفرض.نرمالهستند    و    هایحدیگاهتوزیع،آن  

              
    تابعمولدنمایی              

داریم(2)براساس.باشد      

                                          
باشرطاولیه

            
  

  
                          

 

   

           

                                 
    

    
     
      

        
  

  
         

 

   

        

:آوریمدستمیباحلمعادلهبازگشتیبالابه

                      
           

    
  

                                            (99)  

چنیندربرهانهم .داریم9نیازبهکرانبالایمذکوردرقضیۀفرعی4دربرهانقضیۀیسازپواسونیازبرایبرگشت

 .نیمک،ازلمزیراستفادهمی9فرعیقضیۀ

گاه،آن     و    ،کهدرآن      اگر.  1لم 
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                         (94)  

   کهدرآن
   

               ریشۀمعادلۀ  چنیناگرهم.             
  

  

 
باشد،   

داریم     ازایگاهبهآن

     
  

  

 
          

  

  

 
        

   
                                   (91)  

 داریم(91)برایاثباتنامساوی(.راببینید[90)]،حالتخاصیازنامساویپیتلاست(94)نامساوی .برهان 

     
  

  

 

   

         
  

  

 

   

                      

                                  
  

  

 

   

     
   

   
   

                     
  

  

 

   

     
   

       

کهدرآننامساویآخرمعادلبا

      
   

   
      

  

  

 

   

     
   

            
   

        

      یا
   

          
  

  

 
است         چون.

   
                     

  

  

 
   

     برقراراست،بنابرایننامساوی    ازایبه
   

          
  

  

 
طرفیاگراز.شودحاصلمی   

               ریشۀمعادلۀ  
  

  

 
شودمیبرقرار   ازایهربهنامساویمذکورگاهآنباشد،   

.    ،هرگاه

 و  ، ایمستقلاز      ،عددثابت     ،و     ،   ،   ازایبه.  9قضیۀ فرعی 

 کهطوریوجودداردبه

                                                       
                                                  (96)  

  کهنیدکفرض. برهان 
:ریشۀمعادلۀزیراست 

   
      

  

 

   

  
        

    
     
      

                     

به) مثال   طور
          و

است      اینصورت(. 96)ارائۀاستدلالبرایدر تقسیم( بهدوحالت را

     :یمنکمی
    و  

درحالتاول،ازبسط. 
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:آیددستمیبه(90)نیمکهازآنکاستفادهمی

          
           

      

  

 
      

  

             
   

   
                            (90)  

      ازایبه
  و     ، 

   
     

  

      

   
           

 
 

  

  

 
    .

    نیدکحالفرض
 صورتتوانبهرامی       دستآمدهبرایعبارتبه. 

                      
  

  
       

 

   

  
  

  
                   

 

   

  

      
    

    
     
      

    
  

  
         

 

   

                    

           دکهدرآنشوبازنویسی
  

  

 
             و   

  

  

 
   .

    چون
:داریم(91)و(94)هایکاربردننابرابریبابهاست،دراینصورت    

      
                         

   
        

  

  
       

 

   

      
    

    
     
      

 

         
  

  
            

   
    

 

   

  
  

  
            

   
    

 

   

 

                 
  

  
       

 

   

      
    

    
     
      

     
   

    
 

        
  

  
        

             

    
     
      

      
   

                          (98)  

:شودکهنامساویآخرازنامساویزیرنتیجهگرفتهمی

  
  

  
       

 

   

      
    

    
     
      

     
   

              

   ترازعبارتنامساویبالاکمطرفچپ
      

  

 
     

        

    
     
      

                

    ازایاستواینعبارتهمبه
 .تراستکم  از، 

:داریم(98)و(90)ازنامساویهای

      
                   

                       
   

   
   

    

.حاصلمیشود(96)،نامساوی(99)بنابراینطبق.     و   ازایبه

.پردازیممی شود،استفادهمی4کهدربرهانقضیۀ9تعریفیآندرلموبرهانخوش      حالبهتعریفتابع

              
 

                  
                                    (91)  
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 کهدرآن

        
  

  
               

 

   

  
  

  
          

 

   

  

            
    

    
     
      

                           
  

  
            

 

   

  

 .تعریفاستخوش        ،تابع     و𝜀    ،   ازایبه.  1لم 

،     و   ازایبهبایدابتدانشاندهیمکه        تعریفبودنبرایخوش. برهان 

        
             

     
 
        

         . 

 بامحاسبۀقدرمطلقعددمختلطمذکوردربالاداریم

        
             

     
 
        

       
 

 

      
                      

                          
ازطرفیچون.            کهدرآن

                             

    
     

  

 

   

        
     

  
   

 

   

   
     

  

 

   

        
     

  
   

 

   

      

 داریمگاهآن

        
             

     
 
        

                         

آوریمکهدستمیایسادهبهبامحاسبه

              
   

 
      

  
              

 

   

 
  

 
   

       
                

 .شودازتحلیلیبودننتیجهمی     کاملشدهاستوادعایلمبرای   بنابرایناثباتلمبرای

گیریمکهاگرنتیجهمی[90]در4ازلم . 9ملاحظۀ 

𝜌    
𝜌        𝜌 اگر            

                                  𝜌 اگر   
  

گاهند،آنکصدقمی(1)در𝜌کهدرآن

  

   
   

   
         𝜌 

      
                 

  

   
   

   
         𝜌 

      
         

  

   
   

   
         𝜌 

      
                 

  

   
   

   
         𝜌 

      
         

     فرضنمایید.  1قضیۀ 
   

دراینصورت.  

         
   

    
   

 
                      

         
   

    
   

 
         

کهدرآن
 
.دهندترتیبهمگراییدرتوزیعومتغیرتصادفینرمالاستانداردرانشانمیبه      و 

           باتوجهبهبسط. برهان 
  

 
 گاه،آن     ،هرگاه      
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هایریاضیپژوهش9911تابستان،2،شماره6جلد911
 (نشریهعلومدانشگاهخوارزمی)

هایغیربرگیاتعدادگره)نمایۀداخلیبررسیتر،هدفاینمقالهطوردقیقبه.دیمکرنیارائۀنشدهدرآننتایج،برها

دریکساختماندادۀمهمبهنامترای( هایبرگیاسطلدرسطحتعدادگره)ونمایۀسطلی( داخلیدرسطح

در   حالت)است(دادهدرهربرگ   دادهوحداکثرظرفیت ترایتصادفیبناشدهاز)سطلیتصادفی

𝜀 ازایایمکهبههاییدرتحلیلمختلطنشاندادهباروش(.بررسیشدهاست[90]   واعدادثابتومشخص  

هایهردوگاهامیدریاضیوواریانسباشد،آن     𝜀            𝜀    دربازۀ ،اگر  و

ثابتنشدهاست[90]درغیرصفربودن)نمایهشاملتوابعیمتناوبوغیرصفرهستند ترسیمیازتوابعمتناوبدر(.

برایهایامیدریاضینمایهفرمول ایمارائهکردهMAPLEکمکوبه         ها سپسنسبتدونمایهرا.

برابر     یداخلیدریکسطح،ها،متوسطتعدادگره   طورمثالدرحالتبه.دیمکربررسی   ازایبه

گره حالتهامتوسطتعداد در همانسطحو است   یداخلیدر حالی. متوسط   کهوقتیدر تعداد،

بالاخرهبایافتنبسط.است   هادرهمانسطحودرحالتهادریکسطح،سهبرابرمتوسطتعدادبرگبرگ

احتمالنمایه توابعمولد پواسنبرایدنبالۀ بسطمجانبیتوابعمولدمجانبیتابعمولد انتگرالکوشی، فرمول و ها

.استهاازنرمالبودنتوزیعحدینمایهآیدکهحاکیدستمیهابهلبراینمایهاحتما
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