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 جبرها -  توپولوژی معکوس در 

 

،سیدفرهادسجادیان*فرشتهفروزش

دانشکدۀریاضیومحاسباتنرم،مجتمعآموزشعالیبم،
 مهتابدرود

دانشکدۀریاضیوکامپیوتردانشگاهشهیدباهنرکرمان،
52/44/10پذیرش44/40/16دریافت

 چکیده
بودنتوپولوژی  و  وفشردگی،هاسدورف،زیمپردامیجبرها-  دراینمقاله،بهمعرفیتوپولوژیمعکوسدر

 ۀهممجموعۀمعکوسروی مینیمال اول    فیلترهای می جبر شودبررسی هم. توپولوژیبودنترظریفچنین

شودکهتحتشرایطیایندودراینراستا،ملاحظهمی.دهیممینشانرا      زاریسکیازتوپولوژیمعکوسروی

شودنگاشتبینفیلترهایتوسیعنشاندادهمی-درپایان،بامعرفیمفهومکم.شوندمعادلمی      توپولوژیروی

 .توپولوژیمعکوسوزیرفضاییزاریسکی،پیوستهاستاولمینیمالآنهانسبتبهدو

 
 .توسیع-فیلترهایاولمینیمال،توپولوژیزاریسکی،توپولوژیمعکوس،کم:کلیدی های هواژ

.52G49وuxx22(: 0262)بندی ریاضی رده

 نیازهامقدمه و پیش

 مفهوم -  اولینبار، ]2[معرفیشدند9هایکوسیلۀبهجبرها یک. قضیاو منطق"تمامیتۀبرهانجبریاز

وسیلههجبرهاراب-  ،5درادامهتورونن.هایمثلثیپیوستهبیانشدهاستارائهدادکهبرپایهنرم    "ایپایه

 .]94[بررسیکردهایقیاسیسیستم

ایچندارزشیتعریفهایماندههستندوآنهابراساسمنطقپایهجبرهاحالتخاصمشبکه-  درحقیقت،

:استورتصدینجبرهاب-  انگیزهتعریف.صورتجبریمطرحشدندهایکبهوسیلۀبهشوندکهمی

آیندکهاینوجودمیهشوند،باینامیدهمیایکهمنطقپایهجبرهاساختارجبریازمنطقگزاره-  درابتدا،

کهاست،منطقگودل،منطقضربی9منطقلوکاسویچ:کهعبارتندازهایچندارزشیهستند،ایمنطقهایپایهمنطق

هاینرم- بررسیجبرهایکساختارجبریبرای-  سپس،.دهدرانشانمی]9,4[ۀارزشدرستیگزارهدرباز

.دهندارائهمی]9,4[پیوستهروی

:]7[شرحاستدینرامعرفیکردکهبجبرها-  در2توپولوژیزاریسکی،(5449)4درادامهلئوستین

                                                           
 frouzesh@bam.ac.irنویسنده مسئول*
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4. Leustean 
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 (نشریهعلومدانشگاهخوارزمی)

نمایشدادهشودو       همهفیلترهایاولرابامجموعۀباشدو جبر-  یکفیلتراز فرضکنید

هایمجموعۀترتیببه                     و                     هایمجموعۀ

بسته و باز           اینتوپولوژیهستندکهخانواده خانواده توپولوژیزاریسکیمجموعۀ، استهایباز او.

 فضایی، توپولوژی این که داد   نشان برای و است فشرده بازمجموعۀ   و های

 .دهندمی       ایبرایتوپولوژیزاریسکیرویتشکیلپایه                     

 زاریسکی توپولوژی در بستهمجموعۀها     چون معکوستوپولوژیهای توپولوژی در اما اند

.رواینتوپولوژیراتوپولوژیمعکوسنامنهادیماند،ازاینبازدرنظرگرفتهشده                  

ایشدکهما،انگیزه]4[استانجامشدهفروزشودیگرانوسیلۀبهجبرهاکه   معرفیتوپولوژیمعکوسدر

.جبرهابپردازیم   نیزبهبررسیومطالعهتوپولوژیمعکوسدر

نمایش      کهبا همهفیلترهایاولمینیمالمجموعۀدراینمقاله،مابهمعرفیتوپولوژیمعکوسروی

می میداده خواصشود، و پردازیم هاسدورف، فشردگی،   هایتوپولوژیکیمانند بررسی  و را فضا آن  بودن

بررسیکردهو      ،توپولوژیزیرفضاییزاریسکیراروی              کهداریمجاازآن.کنممی

دراینراستا،.است      ازتوپولوژیمعکوسرویترظریف      کنیمتوپولوژیزاریسکیرویثابتمی

درپایان،بامعرفی.کنیمبیانمی      شرایطیبرایمعادلبودنتوپولوژیزاریسکیوتوپولوژیمعکوسروی

درادامه،مفهوم.پردازیمجبر،بهبررسیومطالعهارتباطبینفیلترهایاولمینیمالآنهامی  –مفهومیکتوسیع

کنیمنگاشتبینفیلترهایاولمینیمالآنهانسبتبهدوتوپولوژیمعکوسوعریفکردهوثابتمیتوسیعرات-کم

.زیرفضاییپیوستهاست

:استشرحدیندراثباتمطالباینمقالهبشدهتعاریفوقضایایاستفاده

جبرگویند، -  رایک .مفروضاست(5،5،5،5،4،4)ازنوع                 جبر،]1[.6 تعریف

اگر

 .جاییباشدهیکتکوارهجاب        .9

 .باشد9ترینعضووبزرگ4ترینعضوایباکوچکمشبکه            .5

 :،روابطزیربرقرارباشد       برایهر .9

      اگروتنهااگر      

             

               

 .کنیمتعریفمی        (بار )

:داریم       ،برایهر جبر-  درهر،]1[.0ۀ قضی

.             ،     برایهررو،ازاینو                   

نامیماگررافیلترمی   جبر -  از ناتهیمجموعۀزیر،]1 [.3 تعریف

      داشتهباشیم     برایهر .9
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 133جبرها-  توپولوژیمعکوسدر

 .   ،آنگاه   ،   اگر .5

 .دهیمنمایشمی    رابا همهفیلترهایمجموعۀ

    رابانماد وسیلۀبهفیلترتولیدشده .باشد جبر -  ایازمجموعۀزیر فرضکنید،]1[. 4 تعریف

:داریم   واگر       گاه،آن   اگر.دهیمنمایشمی

                                          
.                    آنگاه   ،وضوحاگربه

داریم جبر -  ازفیلترهای        برایهرخانواده،]1[. 5ۀ قضی

                  و             

:دراینصورتداریم     جبرو-  یک فرضکنید،]1[ .1 ۀقضی

        گاهآن   اگر .9

5.                     

9.              . 

.باشد   سرهاستاگر جبر -  از فیلتر،]1[ .7تعریف   

 .باشد   یکفیلترسرهاستاگروتنهااگر  -

-  سره  فیلتر  از هر برای اگر گوییم، اول      را باشیم داشته آن     ، ، یا   گاه

نتیجه     که   رااولگوییماگروتنهااگربرایهردوفیلتر طورمعادل،فیلترهیاب   

 .   یا   شود

گوییم،اگردر به از جبری   راهمریختی     تابع.جبرباشند   دو   فرضکنید -

 :صدقکند     شرایطزیربرایهر

9.          

5.                  

9.                  

 .دهیمنمایشمی       رابا جبر -  همهفیلترهایاولمجموعۀ -

گاه،آن   کهطوریهموجودباشدب         رامینیمالگوییم،اگر جبر -  از فیلتراول -

 .دهیمنمایشمی      رابا جبر -  همهفیلترهایاولمینیمالمجموعۀ.نتیجهشود   

هارویبسته- همهمجموعۀ.     گاهآن     بستهگوییم،اگر- را از مجموعۀزیر -

 .]7[دهیمنمایشمی    رابانماد  

:کنیمصورتتعریفمیدینراب  ۀرابط جبر   در      برایهر

.        وجوددارداگروتنهااگر         قسمیکهبه       

.نهشتیاستهمۀرابط  شودکهسادگیمشخصمیبه
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،   اگر
 

 
رابا  ۀارزینسبتبهرابطهایهمهمهکلاسمجموعۀگویندو  نسبتبه ارزیراکلاسهم

     نماد
 

   
ضابط         دهندونگاشتنمایشمی نگاشتکانونیگویندکهبا       ۀرا

 

 
،

:روابطبرقراراستاین     برایهر    چنینواضحاستکهدرهم.شودمشخصمی   برایهر

  
 

 
    

 

 
  
 

 
 
 

 
 

     

 
  
 

 
 

 

 
 

     

 
  
 

 
 

 

 
 

     

 
 

 .جبریاست  –همریختیپوشای  چنینهم

  رابانماد    بستهاستودراینصورت- ، وضوحهباشد،ب     اگر.مفروضاست فیلتراول

      صورتدهیمکهفیلتراولآنبهنمایشمی
 
.است     

صورتداریمدراین.جبرباشد-  یک فرضکنید،]1[. 8 لم

  

         

   

        

     

]5[ .9ۀ قضی  اگر از  -  یکفیلتر  جبر و  باشد - ناتهیمجموعۀزیر از ب بسته کهطوریهباشد،

.     و   کهطوریهوجودداردب  از گاهیکفیلتراول،آن     

فیلتر      گاهباشدآن یکفیلتراولاز جبریباشدو   همریختی     اگر]1[.62 ۀقضی

 .است اولاز

 :کنیمتعریفمی.باشد جبر -  یکفیلتراز فرضکنید

                                             

                                                  

 آن     اگر ، به                       گاه را با                        ترتیب

کهطوریهب.دهیمنمایشمی

                                             

                                           

:داریم     و     برایهر.جبرباشد -  یک فرضکنید،]7[.99ۀقضی

      =(<X>)  و              .9

                      و                      .5

9.                     

4.                         

2.                         

.           ،آنگاه   اگر .6
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 135جبرها-  توپولوژیمعکوسدر

]9[. 60 ۀقضی 𝜏قراردهید،                          و اینصورت. یکفضای 𝜏   در

.توپولوژیکاست

 .نامیمراتوپولوژیزاریسکیمی9،95درقضیه روی𝜏توپولوژی

.است       یکپایهبرایتوپولوژیزاریسکیروی             گردایۀ،]7[. 63لم 

  .است      یکپایهبرایتوپولوژیزیرفضاییروی          گردایۀ. 64 ۀنتیج

:باشند دونقطهمتمایز     یکفضایتوپولوژیو فرضکنید، ]0[ .65تعریف 

 .کهشاملدیگرینباشدطوریهگوییمهرگاهیکهمسایگیشاملیکیازایندونقطهموجودباشدب  را  .9

و     کهطوریهموجودباشندب  و  ترتیبشاملهب  و  هایگوییمهرگاههمسایگی  را  .5

     . 

کهطوریهموجودباشندب  و  ترتیبشاملهب  و  هایگوییمهرگاههمسایگی  راهاسدورفیا  .9

       . 

.موجودباشدکههرعضوآنبستهباشد ایبرایراصفربعدیگوییمهرگاهپایه فضایتوپولوژی .4

هایمجموعۀصورتباشند،دراین مجزاازفضایهاسدورفزیرفضاهایفشرده   فرضکنید،]6[.61 ۀقضی

.هستند   ترتیبشاملموجودندکهبه   بازمجزا

 .جبردرنظربگیرید -  رایکAدراینمقاله:قرارداد

 

 جبرها -  نتایجی از فیلترهای اول مینیمال در 

پردازیمدراینبخش،بهمطالعهفیلترهایاولمینیمالمی  -  توسیعدریک-درادامه،مفهومتوسیعوکم.

.پردازیمهایآنمیکنیموبهبررسیبرخیازویژگیجبررامعرفیمی

فیلتراولمینیمالاستاگروتنهااگربرایهر .یکفیلتراولباشد جبرو -  یک فرضکنید .67ۀ قضی

.باشد     کهقسمیموجودباشدبه        ،

        فرضکنید: برهان      کهبرایهرطوریهموجودباشدب   باشدو ،     

.         بستهاستو- مجموعۀیکزیر             وضوحهب.برقرارباشد

هم است       چنین قضی. به بنا 1ۀ ب         ، دارد طوریهوجود و     که

:کنیممیدوحالترابررسی.     

ازطرفی.   ودرنتیجه   رو،ازایناست،        چون.باشد   فرضکنید:حالتاول

.کهتناقضاست     بنابراین.   ،لذا   و     

حالتدوم باشد   فرضکنید:      بنابراینوجوددارد.      چون.    و درنتیجه.

.کهتناقضاست     لذا      ازطرفی.     

 هر برای کنید فرض به     ،   برعکس، دارد قسمیوجود      که می. دهیمنشان

حالبنابه.وجوددارد     بنابراین.   کهطوریهب         فرضکنید .        
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هایریاضیپژوهش9911زمستان،4ۀ،شمار6جلد131
 (نشریهعلومدانشگاهخوارزمی)

اول و   وچون       درنتیجه.     موجوداستبهقسمیکه     فرض

 .اقضاستکهتن   است،

یکفیلتراز                           گاهباشد،آنAفیلتریازFکنیم،اگریادآوریمی

A2[است[.

 .68ۀ قضی  -  یک فرضکنید         جبر، متناهیباشد و تولید با یکفیلتر اینصورت. در

.         اگروتنهااگر   

: برهان دهید               قرار . کنید    فرض آن. کهاز برایجا ،     هر

       برایهر    شودنتیجهمی، ،      این. از بهقضیرو، 97ۀبنا ،       وجود

ب طوریهدارد        که هر      برای . بگیرید            حال نظر در ادعا.

داریم   ،برایهر4چنینبنابهتعریفهم.     وضوحهب.           کنیممی

:شودنتیجهمی97ۀوطبققضی               

                                              

.         لذا.         ،بنابراین     داریم   درنتیجه،برایهر

داریم    پسبرایهر.           وجودداردرو،ازاین.         برعکس،فرضکنید

.   بنابراین.    ،      شودبرایهر،نتیجهمی   و        زیرا.      

    کهطوریهوجودداردب        ،آنگاه     اگر.جبرباشد -  یک فرضکنید .69 لم

.            رو،ازاین.   داشتهباشیم        وبرایهر     فرضکنید: برهان

.کهتناقضاست   ،بنابراین                          شودنتیجهمی0بنابهلم

.                   باشند،دراینصورت جبر–  فیلترهاییاز   اگر .02ۀ نکت

شود،نتیجهمی       ،چون(6)قسمت99ۀبنابهقضی: برهان

                   . 

:داریمبنابراین

                   . 

 باشد             حالفرضکنید این.    رو،از تعریف   و به بنا شودنتیجهمی7و

:داریمرو،ازاین         نتیجهودر     

                   . 

بنابراین

                    

 .شودنتیجهمی

:دراینصورت.باشند جبر–  فیلترهایباتولیدمتناهیاز و فرضکنید. 06 تذکر

 .یکفیلترباتولیدمتناهیاست    .9
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 137جبرها-  توپولوژیمعکوسدر

 .یکفیلترباتولیدمتناهیاست    .5

 .دهیمنمایشمی   بانماد گویندو راتوسیع .باشد زیرجبریاز فرضکنید .00تعریف

-صورتتعریفمیدینراب   های،عمل     برایهر.رادرنظربگیرید       یکهۀباز.03 مثال

:کنیم

                   
                        

در غیر این صورت         
  

.]1[جبراست   یک                 گاهآن

       مجموعۀ،   حالبرایهرعددصحیح

   
      

   
    رو،ازاین.است ،زیرجبریاز    

.،یکتوسیعاست   برایهر

. 04ۀ قضی    فرضکنید از باشد   یکتوسیع جبرها .          برایهر ،        

وجودداردبهقسمیکه        باشد،        بعلاوه،اگر.     وجودداردبهقسمیکه

     .

فرض.   رن،کافیاستنشاندهیموبنابهلمز.                   قراردهید:برهان

 ضابط     𝜓کنید        𝜓ۀبا ،𝜑     ضابط        𝜑ۀبا با      𝜙و

φ  قراردهید.باشد  یکفیلترماکسیمالاز فرضکنید.باشد          𝜙ۀضابط
  
بنابه.   

𝜙اما.است یکفیلتراز ،94ۀقضی
  
𝜙بنابراین.است  یکفیلتراولاز   

  
حالفرض.       

:خواهیمداشت.     کنید

    𝜑    
 

 
                                                                   

 
 

 
 𝜙

  
                                            

       
 

 
 

 

 
                                              

                       

                                                                         

                                                                 

 .   گیریمنتیجهمیرو،ازاین     بنابراین

:کنیمصورتتعریفمیدینراب روی ۀرابط

                        

:گیریمرونتیجهمیازاین.باشد یکزنجیریاز       فرضکنید.است ترتیبیرویۀرابط وضوحبه

                           . 

دهیمحالنشانمی.است عضوماکسیمال رن،وبنابهلمزرو،ازاین.است یککرانبالااززنجیر       

         . کنید قسمیبه         فرض     که لذا می   و شودنتیجه بنابراین.

.واثباتکاملاست        بنابراین.است   ودرنتیجه         
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 (نشریهعلومدانشگاهخوارزمی)

داشتهباشیم        توسیعگوینداگربرایهر-جبرهاراکم  –از   توسیع . 05 تعریف

          .

       𝜓ۀباضابطرا              𝜓توسیعباشد،نگاشت-کم   کهدرصورتی

.کنیمتعریفمی

           وضوحه،ب59باتوجهبهمثال. 01 مثال
           کهطوریهب      

       

 حالفرضکنید.          است،لذا     روفیلتراولمینیمالآنازاین.است

         
 
.           رو،ازایناست،      آنکهفیلتراولمینیمالشودمشاهدهمی.   

.توسیعاست-یککم   وبنابراین              ،داریمدرنتیجه

باشد،     و        کهتوسیعاستاگروتنهااگردرصورتی-کم   توسیع .07ۀ قضی

.     وجودداشتهباشدبهقسمیکه     

بنابه.          و     ،        توسیعباشد،-کم   فرضکنید.برهان

روازاین.     کهقسمیوجودداردبه         بنابراین.            ،90ۀقضی

.          و        برعکس،فرضکنید.     وجودداردبهقسمیکه     

.،کهتناقضاست     و     کهقسمیوجودداردبه     ،97ۀبنابهقضی

 

 جبرها -  نتایجی از توپولوژی زاریسکی و توپولوژی معکوس در 

راباتوپولوژیزاریسکیرویکنیموارتباطآنراتعریفمی      دراینبخش،توپولوژیمعکوسروی

برخیبررسیشوندوبهدهیمتحتشرایطیایندوتوپولوژیمعادلمیسپسنشانمی.کنیمبررسیمی      

ویژگی پردازیمهایتوپولوژیمعکوسمیخواصو ثابتمی. پایان، کنیمنگاشتبینفیلترهایاولمینیمالآنهادر

.نسبتبهدوتوپولوژیمعکوسوزیرفضاییزاریسکی،پیوستهاست

.صفربعدیوهاسدورفاست       توپولوژیزاریسکیروی. 08ۀ قضی

کنیمثابتمی.است      یکپایهبرایتوپولوژیزاریسکیروی          داریم94ۀبنابهنتیج:برهان

                  .        فرضکنید اینصورت.         در به   و حالبنا ،

نتیجهودر             رو،ازاین.         شودنتیجهمی90ۀقضی

                 .  

داریم90ۀبنابهقضی.         و        دراینصورت.             اکنونفرضکنید

                     ودرنتیجه       رو،ازاین.  .                 بنابراین.

 پس           چون است، بسته توپولوژیزاریسکی پایه     در اعضای نتیجه در استو بسته نیز

      کنیمحالثابتمی.صفربعدیاست      عبارتدیگرهمبازوهمبستههستند،به          

.     و     داریم     جاکهمتمایزباشندازآن            فرضکنید.هاسدورفاست

      فرضکنیم این. در دارد وجود طوریهب    صورت     که می. قرار و       دهیم

 [
 D

O
I:

 1
0.

52
54

7/
m

m
r.

6.
4.

63
1 

] 
 [

 D
O

R
: 2

0.
10

01
.1

.2
58

82
54

6.
13

99
.6

.4
.1

.6
 ]

 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

r.
kh

u.
ac

.ir
 o

n 
20

24
-0

4-
10

 ]
 

                             8 / 14

http://dx.doi.org/10.52547/mmr.6.4.631
https://dorl.net/dor/20.1001.1.25882546.1399.6.4.1.6
https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2698-fa.html


 139جبرها-  توپولوژیمعکوسدر

    
                       .     داریم     و اما ،          

                    
.رفاستهاسدو      بنابراین      

βگردایۀ.جبرباشد -  یک فرضکنید .09 لم       یکپایهتوپولوژیبرای               

.است

بنابراین.        کهطوریهاستب جبر -  فیلتریاز      ،        برایهر: برهان

شودنتیجهمی(5)قسمت99ۀ،طبققضی             فرضکنید.        

                              . 

.است      یکپایهتوپولوژیبرایβبنابراین

βپایهوسیلۀبهتوپولوژیتولیدشده. 32 تعریف توپولوژیمعکوسبرای   فیلتر با تولید متناهی از           

 .دهیمنمایشمی        نامیموبانمادمی      

    .36 مثال                   جبر که بگیرید، نظر در صحیحمنفیمجموعۀ را اعداد

   هایعمل]6[.اندغیرقابلمقایسه   و                  کهقسمیاستبه

:کنیمصورتتعریفمیدینراب

1     0 -1 -2 -3 …       1     0 -1 -2 -3 …      

                     …        1 1 1 1 1 1 1 … 1    

⁞ ⁞ ⁞ ⁞ ⁞ ⁞ ⁞ … ⁞ ⁞  ⁞ ⁞ ⁞ ⁞ ⁞ ⁞ ⁞ … ⁞ ⁞ 

-3 -3 -3 -3 -4 -5 -6 …    -3  1 1 1 1 1 1 1 …    -3 

-2 -2 -2 -2 -3 -4 -5 …    -2  1 1 1 1 1 1 -1 …    -2 

-1 -1 -1 -1 -2 -3 -4 …    -1  1 1 1 1 1 1 -1 …    -1 

0 0 0 0 -1 -2 -3 …    0  1 1 1 1 -1 -2 -3 …    0 

 
 

0 
 

 
0 -1 -2 -3 …       1 

  1 
  -1 -2 -3 …      

 
 

 
 

0 0 -1 -2 -3 …       1 1     -1 -2 -3 …      

1     0 -1 -2 -3 …    1  1 
    0 -1 -2 -3 …    1 

:عبارتنداز تواننشاندادتنهافیلترهایسادگیمیبه

                                                 

                  

:داریمدرنتیجه.                داریم

                                                                

𝜏بنابراین .توپولوژیمعکوساست        رویفضای                

βۀمجموع. 30 تذکر .است        یکزیرپایهبرایتوپولوژی            

 داریم(9)و(5)قسمت99و2هایطبققضیه.                واضحاست: برهان
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هایریاضیپژوهش9911زمستان،4ۀ،شمار6جلد142
 (نشریهعلومدانشگاهخوارزمی)

                                                       

                                    
             

                                               

                                                              
 
    

.است      ازتوپولوژیمعکوسرویترظریف      توپولوژیزاریسکیروی .33 لم

             گیریمنتیجهمی95مشابهتذکر:برهان
 
:داریم54ۀونکت50ۀحالبنابهقضی.   

                      
 
   

 
                  

 
   . 

است،بنابراین      بازازتوپولوژیزاریسکیرویمجموعۀیک از برایهرفیلترمتناهی     چون

.است      ازتوپولوژیمعکوسرویترظریفتوپولوژیزاریسکی

اینقضیه، توپولوژیزاریسکیرویدهیمنشانمیدر توپولوژیمعکوسبا معادل      تحتشرایطخاص،

.شوندمی

کهطوریهبباشدموجود از متناهیتولیدبافیلتر،   هربرایاگر.باشدجبر-  یک کنیدفرض. 34ۀ قضی

.معادلند      توپولوژیزاریسکیومعکوسرویگاهآن،               و         

برایاثباتکافی.استترظریفازتوپولوژیمعکوس      دانیمتوپولوژیزاریسکیرویمی99بنابهلم:برهان

فرض.  ّ         کهطوریبهموجوداست از ،فیلترباتولیدمتناهی   استنشاندهیمبرایهر

وجوددارد از حالبنابهفرض،فیلترباتولیدمتناهی.     دراینصورتداریم.       کنید

               و         کهطوریبه . اینصورت   اگر در و         ،

      . چون طرفی    از این،    رو،از .    بنابراین . نتیجه       لذا در و

                       فرضکنید. و   کهطوریبهاردوجودد        بنابراین.

    ثابتمی.        کنیم .        فرضکنید . تعریف صورتطبق این داریم4در ،

،               اما.       رو،ازاین   پس.     کهطوریبه      

نتیجه قضی             در تناقضاست90ۀکهبا در             بنابراین. نتیجه. در

           .

شوند؟معادلمی94ۀبدوندوشرطقضی      آیادوتوپولوژیمعکوسوزاریسکیروی:باز ۀمسئل

  –،[1] .35 مثال بگیرید           کهقسمیبه             جبر نظر در هایعمل.

:کنیمصورتتعریفمیدینراب   

        0               

        0               

        0               

        0               

        0               

        0               
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 146جبرها-  توپولوژیمعکوسدر

سادگیمیبه                               تواننشانداد هستند فیلترهایاول این. در

چنینهم.                    صورتداریم،

                                                                  

نتیجه 𝜏در     
                                     فضای تشکیل         با

.دهدتوپولوژیزاریسکیمی

:چنینداریمهم.               وضوحبه

                                                        

 𝜏بنابراین     
                                   با زیر      همراه توپولوژی یک

.است      فضاییزاریسکیروی

      توپولوژیمعکوسبرایۀپاییک                       وسیلۀبهشدهتولیدتوپولوژیعلاوه،هب

.است

.کندنیزصدقمی94ۀچنیناینمثالدرشرایطقضیهم

برایهرفیلتر(2)قسمت99ۀازقضی.]7[فشردهاست       در     ،   کنیمبرایهریادآوریمی

:داریم              باتولیدمتناهی

              
 
                      

 
   

 
    

.فشردهاست     رو،ازاین

.فشردهاست        در         برایهر.باشدجبر-  یک فرضکنید . 31ۀ قضی

داراییکزیرپوششمتناهی     ستنشاندهیمهرپوششبازازعناصرپایهبرایابرایاثباتکافی:برهان

گیریمنتیجهمی50ۀبرهانقضیاز.است

                                              

توپولوژیزاریسکیروی           چون       در بنابراینزیر است،  متناهیمجموعۀفشرده  از

                              کهطوریبهموجوداست
 
    نتیجه. مجموعۀیک     در

.است        فشردهاز

.است  و  فشرده،فضای      توپولوژیمعکوسروی. 37ۀ قضی 

        فشردگی96ۀپسبنابهقضی.                           وضوحبه:برهان

می شودنتیجه .       کهطوریبه            فرضکنید اینصورت.      در .     و

 و    ،پس       قراردهید.    کهطوریبهوجوددارد    بنابراین.     فرضکنید

             بنابراین است  فضای . کنید  فرض و و باشد متمایز مینیمال اول فیلتر دو

      قضی. از می97ۀحال نتیجه      گیریم دارد      کهطوریبهوجود پس.

       بنابراین.       و             بنابراین.     ودرنتیجه     

 .است  فضای        روازاین.       و       طورمشابهبه       و
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هایریاضیپژوهش9911زمستان،4ۀ،شمار6جلد140
 (نشریهعلومدانشگاهخوارزمی)

.یکفضایتوپولوژیهاسدورفاست         .38ۀ قضی

: برهان  فرضکنید از و متمایز مینیمال اول فیلتر -   دو این   کهطوریبه باشند جبر رو،از

      هستند     ، .موجود که است             بدیهی  چون     و

:داریمرو،ازاین                        ،داریم90ۀ،بنابهقضی      

                                         و        

یکفضایهاسدورفاست،پس      چونتوپولوژیزاریسکیروی50ۀبنابهقضی

                                         
و همبازوهمبستهاستاگروتنهااگرفیلترهایباتولیدمتناهی .          فرضکنید. 39ۀ قضی

.             و     ،       کهطوریبهموجودند 

: برهان  فرضکنید مجموعۀزیر از همبسته و باز باشد        هم طبققضی. می97ۀ زیرنتیجه شود

         دارایپوششبازمتناهیمانندرو،ازاین.فشردهاست مجموعۀ
 
و2هایبنابهقضیه.است    

 داریم(4)قسمت99

                              
 
   

 
   

 
    

               کهطوریبهموجوداست از ،فیلترباتولیدمتناهی90بنابهتذکر
 
ازطرفی.   

کهموجوداستبهقسمی از نیزهمبازوهمبستهاست،بنابراینفیلترباتولیدمتناهی دانیممتمممی

              .  

:خواهیمداشت(5)قسمت99و2هایبنابهقضیه

                              

یکفیلتر   شودنتیجهمی59ازطرفیبنابهتذکر.     داریم        درنتیجهبرایهر

.           ،        شودبرایهرنتیجهمی90ۀحالبنابهقضی.باتولیدمتناهیاست

:داریم0چنینبنابهلمهم

99و2هایبنابراینبنابهقضیه.             پس.                        

:داریم(2)قسمت

                                     

.       رو،ازاین      داریم        وچونبرایهر

حالبنابه.           داریم        برایهر             برعکس،چون

داریم        پسبرایهر.     شودنتیجهمی90ۀوقضی59تذکر

شودنتیجهمی(5)و(9)قسمت99و2هایچنینبنابهقضیههم.         

           ( F ) ( )A AU G U F G                    
       

     

         بنابراین
       

:روداریمازاین.              درنتیجه.    

                                        .  
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 143جبرها-  توپولوژیمعکوسدر

        رو،ازایناست،     متممیاز     درنتیجه

برایهر      توپولوژیمعکوسروی فرضکنید .42ۀ قضی و باشد، فشرده صفربعدیو فضاییهاسدورف،

      باشیم      داشته آن. متناهی تولید با فیلترهای    گاه  از هستند کهطوریبهموجود

.             و ّ      

: برهان         فرضکنید فرضکنید و باشد فشرده صفربعدی، کهطوریبه     فضاییهاسدورف،

 :داریم(9)قسمت99ۀبنابهقضی.     

                          

و96ۀبنابهقضی.شود،فشردگیآنهانیزنتیجهمی     و     وبستهبودن        اکنون،ازفشردگی

کهطوریبهموجوداست      از همبازوهمبستهمانندمجموعۀصفربعدیاست،یک        چون

               بهقضی. تولیدمتناهی91ۀبنا هستند   ترتیبشاملکهبه   فیلترهایبا

کهطوریبه

                                              

ۀباضابط              𝜓نگاشت.جبرهاباشد   توسیعاز–کم   فرضکنید. 46ۀ قضی

𝜓       نسبتبههردوتوپولوژیزاریسکیومعکوس،پیوستهاست.

:داریم.   باشدو فیلتریاز فرضکنید.برهان

𝜓                               

و

𝜓                                   

 .نسبتبههردوتوپولوژیزاریسکیومعکوساست𝜓بنابرایننگاشت



گیری نتیجه

همهفیلترهایاولمینیمالتعریفکردیمونشانمجموعۀجبرهاراروی-  دراینمقاله،توپولوژیمعکوسدر

همچنینثابتکردیمتوپولوژیزاریسکی.است9Tو4Tدادیمفضایحاصلازتوپولوژیمعکوس،فشرده،هاسدورف،

      ازتوپولوژیمعکوسرویترظریفدهیم،نمایشمی      کهبا رویهمهفیلترهایاولمینیمال

درپایان،مفهوم.شوندباهممعادلمی       درادامه،نشاندادیمکهتحتشرایطیایندوتوپولوژیروی.است

دو-کم نسبتبه نگاشتبینفیلترهایاولمینیمالآنها آننشاندادیم از استفاده با تعریفکردیمو توسیعرا

.توپولوژیمعکوسوزیرفضاییزاریسکی،پیوستهاست
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