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لیوویل با اثر ثانوی با استفاده از -حل حالت خاصی از مسئله معکوس استورم

 های چبیشف ایچندجمله

 
 3،عبدالعلینعمتی2*،عبدالهادیدباغیان0شهربانواکبرپورکیاسری

جویبار،گروهریاضی،دانشگاهآزاداسلامیواحدجویبار،.0

نکا،گروهریاضی،دانشگاهآزاداسلامیواحدنکا،.2

بابلسرگروهریاضی،دانشگاهمازندران،.3

06/00/08پذیرش10/01/06دریافت

 چکیده
این معادلپژوهشدر روییکۀ، اثرثانویتحتشرایطمرزیمجزا دیفرانسیلبا نظرمیبازۀ در .گیریممتناهیرا

هایچبیشفنوعاولمحاسبهایسپسجوابتقریبیرابرایحالتخاصیازمسئلهاثرثانویعکسبااستفادهازچندجمله

 .دهیمچندمثالارائهمیوسیلۀبهسرانجامنتایجعددیرا.کنیممی
 

 .هایچبیشفایلیوویلبااثرثانوی،چندجمله-مسئلهمعکوس،معادلهاستورم:کلیدی های اژهو
 

 مقدمه
ۀ،معادلبررسیدراین

,10),()()()()()(
0

  xxydttytxMxyxqxy
x

 (0)  

باشرایطمرزی

(2)(0, ) (1, ) 0,y y  

2گیریم،کهدرآنرادرنظرمی ،2،استپارامترطیفی (0,1)M L،q qتوابعبامقدارحقیقیهستند،

),(رابانماد(2)و(0)مسئلهمقدارمرزی.استMوهدفمحاسبهتابعاستیکتابعمعلوم MqLدهیمنشانمی. 
لیوویل،اگرتابعپتانسیلمعلوموهدفمحاسبهمقادیرویژهباشد،آنمسئلهرامستقیمودر-درمسائلاستورم

و معلوم ویژه مقادیر صورتیکه ضرایبمعادله ثانوی)هدفمحاسبه اثر تابعپتانسیلبا معکوس( را مسئله باشد،

نامندمی پژوهش. که مهندسیباعثشد طبیعیو علوم ریاضیات، مسائلطیفیعکسدر بهکاربرد گرانعلاقمند

،[3])یوویلپرداختندل-نبهبررسیمسائلعکسمعادلاتاستورمااخیراًبسیاریازمؤلف.دراینزمینهشوندپژوهش

[00]،[06]،[3])اندکردهبررسیاماتعدادکمیازآنهامعادلاتدیفرانسیلبااثرثانویرا (.ملاحظهشود[08]،[07]

 (.ملاحظهشود
هایعددیهمانندروشکمکروشمحاسبهمقادیرعددیجوابمسئلهعکسبرایمعادلاتاستورمـلیوویلبه

،[8]،[7]،[5]،[0]،[2]،[0]هایدیگردرروشتفاضلمحدودوروش0نومروفریلیریتس،روشنیوتن،روش-نوع

                                                           
 a.dabbaghian@iauneka.ac.irنویسنده مسئول*
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اماتابهحالبحثعددیجواببرایمعادلاتدیفرانسیلبااثرثانویهبررسی.شدندبررسیودیگرکارها[02]،[0]

یابیچبیشفکمکروشدرونثانویعکسبههبااثرئلماحلعددیرابرایحالتخاصیازمسپژوهشدراین.نشد

 .دیفرانسیلاستفادهشدهبود-برایمحاسبهجوابمعادلاتانتگرال[03]آوریمکهدردستمیبه

),(،فرممجانبیجوابومقادیرویژهمسئله2بخشدر MqLیکتاییبرایجوابۀدهیمویکقضیرانشانمی

رادرحالخاصMیابیچبیشفتابع،بااستفادهازروشدرون3دربخش.دهیممسئلهاثرثانویهمعکوسارائهمی

0q باارائهچندمثال،0دهیمودربخشزنیموالگوریتمعددیبرایحلمسئلهاثرثانویعکسارائهمیتقریبمی

 .شودنتایجعددینشاندادهمی
 

 فرم مجانبی جواب و مقادیر ویژه
),(مجانبیجوابومقادیرویژهمسئلهشکلبخشایندر MqLدهیموقضیهیکتاییرابرایمسئلهمیرانشان

.کنیممیاثرثانویعکسباشرایطمرزیدادهشدهارائه

),(کنیدفرض xS0)تحتشرایطاولیه(0)جوابمعادله, ) 0S  0)و, ) 1S  ترتیب،بدین.باشد),( xS
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nnاگر[6].2 ۀقضی
~
،1n گاه،آن)x(M

~
)x(M (.0و0)تقریباًهمهجاروی

),(،مسئلهپژوهشدراین MqL0که)( xqۀگیریمیعنیمعادلرادرنظرمی
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  xxydttytxMxy
x

                             (8)    

 تحتشرایطمرزی

(0, ) (1, ) 0,y y                                                     (0)  

.کنیماستفادهمی(0)و(8)یابیچبیشفبرایمحاسبهتقریبجوابمسئلهعکسوازروشدرون

 

 الگوریتم عددی
استفادهازچندجملهروشدرونۀدراینبخش،یکروشعددیبرپای هایچبیشفنوعاولاییابیچبیشفبا

.گیریممسئلهعکسزیررادرنظرمی.دهیمارائهمی(0)و(8)مسئلهاثرثانویعکسبرایحل

عکس مسئله . ویژه مقادیر 1فرضکنید nn}{ هایورودیمسئله استداده تابعمجهولباشد و هدف.
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.کنیمدستآوردنجوابمسئلهعکس،الگوریتمزیرراتنظیممیبرایبه

فرضکنیداعداد.الگوریتم
1}{ nnدادهشدهباشند.

0) Nکنیم،راانتخابمی
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 های عددیمثال
هاازچنیندررسمشکلهم.کنیمهایعددیراباتوجهبهالگوریتمدادهشدهارائهمیدراینبخش،بعضیمثال

مینرم استفاده متلب کنیمافزار این. اضافیبدون شرط دو با را عکس مسئله شود، کاسته کلیت از که

)()1( xMxM 1()( و( xMxM میبه نظر در مجزا، گیریمطور مثال. بعضی اینهدف، هایبرای

.کنیمعددیرادردوحالتزیرارائهمی

)1()(دراینحالت،شرطاضافی:حالت اول xMxM هایشاملاینشرطرامعرفیبریمومثالکارمیرابه

.کنیممی

)()2cos(فرضکنید.2مثال  xxM ۀبااستفادهازرابط(0)و(8)گاهمقادیرویژهمسئلهآن.دادهشدهباشد

:عبارتاستاز  N=5وبافرض(7)
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فرضمی Mکنیمکهحال، دادهمذکورتابعمجهولاستومقادیرویژه هایورودیمسئلهباشند، M̂فرضکنید.

)()2cos(کارگیریالگوریتمتوصیفشده،مقادیرعددیتابعبابه.باشدMتقریبمحاسبهشدهتابع xxM با

N=5 نشاندادهشدهاست0آوریمکهدرجدولدستمیرابه 
 =2nبا  2در مثال  xM)(مقادیر تقریبی.  2جدول 

)()( xMxM   )(xM  )(xM  
jx  j   

0007580/1  0 8552006/1  0 1  

1370327/1-  8253018/1  8632735/1  0105185/1  0  

1010132/1  5606300/1-  5751380/1-  6505185/1  2  

1010132/1  5606300/1-  5751380/1-  3050005/1  3  

1370327/1-  8253018/1  8632735/1  1050005/1  0  

0007580/1  0 8552006/1  1 5  

جوابدقیق.شود،جوابتقریبیمسئلهعکسمحاسبهمی(00)در0دستآمدهدرجدولگذاریمقادیربهباجای

(.(a)ببینید)شودبدونهیچنویزدیدهمی0درشکلN}5,4,3{وتقریبهایعددیمحاسبهشدهبا

نویزهم استفادهازداده با )1(چنین،مسئلهعکسرا  Pn به جای،
n،کنیمکهدرآنحلمیpو

Mجوابدقیقوتقریبعددیتابع.،مقدارنویزومقدارحقیقیتصادفیهستند[-0،0]ۀترتیبدربازبه و = 5Nبا 

تواننشاندادکهجوابعددیمحاسبهشکل،میودراین((b)ببینید.)شونددیدهمی0درشکل= 0Pو%2و5%

 شودترمیشوددقیقکممیpچنینوقتیمقدارنویزشدهپایداراستوهم



(a )های دقیق و تقریبی بدون نویز در مقادیر ویژه جواب 
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(b )با های دقیق و تقریبی  جوابN=5 

 2 جواب مسئله عکس در مثال. 2شکل 

)()sin(فرضکنید.2مثال  xxM با(7)ۀکهازرابط(0)و(8)گاه،مقادیرویژهمسئلهآن.دادهشدهباشد 

N=5 آیدعبارتاستازدستمیبه: 

       
                                                               
                                            . 

فرضمی دادهMکنیمکهحال، فوق، ویژه مقادیر باشندتابعمجهولباشدو هایورودیمسئله خواهیمطبقمی.

)()sin(دستآمدهنتایجبه.دستآوریمرابهMالگوریتمیکهارائهکردهبودیمتقریبتابع xxM 5باN = در

.نشاندادهشدهاست2جدول

 =2Nبا  2در مثال  Mمقادیر تقریبی . 1جدول 

)()( xMxM   )(xM  )(xM  jx  j   

1050511/1  (06-)^01*22060668/0  1050511/1-  0 1  

1150210/1-  2055058/1  3110367/1  0105185/1  0  

1103301/1  8800870/1  8830560/1  6505185/1  2  

1150210/1  8800870/1  8830560/1  3050005/1  3  

1150210/1  2055058/1  3110367/1  1050005/1  0  

1050511/1  1 1050511/1-  1 5  

جوابدقیقوتقریب.آوریمدستمیرابهM،تقریبتابع(00)در0دستآمدهازجدولگذاریمقادیربهجایبا

عددیبه با شکلN}5,4,3{دستآمده در نویز )2برایحالتبدون (a)ببینید شد( داده نشان چنین،هم.

توان،می0مشابهمثال.نشاندادهشد((b)ببینید)2درشکل = 1Pو%2و%5و = 5Nهایتقریبیباجواب

.شودکممیpشودوقتیمقدارنویزترمینشاندادکهجوابعددیودقیق
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(a )های دقیق و تقریبی بدون نویز در مقادیر ویژه جواب 


(b )تابع با  های دقیق و تقریبی  جوابN=5 

 2جواب مسئله عکس در مثال . 1شکل 

(2فرضکنید.2مثال 
2

1
()(  xxMدادهشدهباشد مقادیرویژهمسئلهآن. با(7)ۀکهازرابط(0)و(8)گاه،

N=5 آیدعبارتاستازدستمیبه:

       
                                                             

                                             . 
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هایریاضیپژوهش0011ستانتاب،2،شماره7جلد102
 (نشریهعلومدانشگاهخوارزمی)

باتوجهبهالگوریتمدادهشده،.هایورودیمسئلهباشندتابعمجهولومقادیرویژهفوق،دادهMکنیمحال،فرضمی

.نشاندادهشدهاست3آوریمکهدرجدولدستمیرابه = 5NباMمقادیرعددیتابع

 =2Nبا  2در مثال  Mمقادیر تقریبی.  2جدول 

)()( xMxM   )(xM  )(xM  
jx  j   

1110700/1  25/1  2005216/1  0 1  

1112075/1-  0636270/1  0638006/1  0105185/1  0  

1112617/1-  1238720/1  1200336/1  6505185/1  2  

1112617/1-  1238720/1  1200336/1  3050005/1  3  

1112075/1-  0636270/1  0638006/1  1050005/1  0  

1110700/1  25/1  2005216/1  1 5  

N},,{دستآمدهباجوابدقیقوتقریبعددیبه3درشکل 543هایچنینجواببرایحالتبدوننویزوهم

 .نشاندادهشد = 1Pو%2و%5و = 5Nتقریبیبا


(a )های دقیق و تقریبی بدون نویز در مقادیر ویژه جواب 
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(b )تابع با های دقیق و تقریبی  جوابN=5 

 2جواب مسئله عکس در مثال . 2شکل 
شرطاضافی:حالت دوم  اینحالت، )1()(در xMxM به میرا مثالکار هایشاملاینشرطرابریمو

.کنیممعرفیمی

)()cos(فرضکنید.2 مثال xxM 0با(7)ۀرابطکهاز(0)و(8)ویژهمسئلهگاهمقادیرآن.دادهشدهباشدN = 

:آیدعبارتاستازدستمیبه

       
                                                 

                              . 
باتوجهبهالگوریتم.باشندتابعمجهولباشدومقادیرویژهفوق،دادههایورودیمسئلهMکنیمکهحال،فرضمی

.نشاندادهشدهاست0آوریمکهدرجدولدستمیرابه = 0NباMدادهشدهمقادیرعددیتابع

 =2Nبا  2در مثال  Mمقادیر تقریبی . 2جدول 

)()( xMxM   )(xM  )(xM  
jx  j   

1112503/1  0-  1112503/0  0 1  

1166707/1  8061080/1  0126016/1  8535530/1  0  

1056873/1-  (07-)^01*0232301/6  1056873/1  5/1  0  

1166707/1-  8061080/1  0126016/1  0060066/1  3  

1112503/1-  0 1112503/1  1 0  

 شکل به0در عددی تقریب و دقیق جواب با آمده همN}4,3,2{دست و نویز بدون حالت چنینبرای

0و%2و%5و = 5Nهایتقریبیباجواب
P = نشاندادهشد.
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هایریاضیپژوهش0011ستانتاب،2،شماره7جلد120
 (نشریهعلومدانشگاهخوارزمی)

 


(a )های دقیق و تقریبی بدون نویز در مقادیر ویژه جواب 


(b )تابع با های دقیق و تقریبی  جوابN=4 

 2جواب مسئله عکس در مثال . 2شکل

((فرضکنید .2 مثال
2

1
(

2
sin()(  xxN


کهاز(0)و(8)گاه،مقادیرویژهمسئلهآن.دادهشدهباشد

:آیدعبارتاستازدستمیبه = 0Nبا(7)ۀرابط

       
                                               

                               
باتوجهبهالگوریتم.دادهورودیباشند0تابعمجهولباشدومقادیرویژهدادهشدهدرجدولMکنیمحال،فرضمی

.نشاندادهشدهاست01آوریمکهدرجدولمیدسترابه = 0NباMدادهشدهمقادیرعددیتابع
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 =2Nبا  2 در مثال Mمقادیر تقریبی . 2ل جدو

)()( xMxM   )(xM  )(xM  
jx  j   

1108700/1  7170168/1  7122320/1  0 1  

1100000/1  5272005/1  5260376/1  8535530/1  0  

1156031/1-  1 1156031/1  5/1  2  

1100000/1-  5272005/1-  5260376/1-  0060066/1  3  

1108700/1-  7170168/1-  7122320/1-  1 0  

.شودبرایحالتبدوننویزدیدهمیN}4,2{دستآمدهباجوابدقیقوتقریبعددیبه(a)5درشکل

0و%2و%5و = 0Nهایتقریبیباچنینجوابهم
P = نشاندادهشد(b). 


(a )های دقیق و تقریبی بدون نویز در مقادیر ویژه جواب 


(b )تابع با های دقیق و تقریبی  جوابN=4 

 2 له عکس در مثالئجواب مس. 2 شکل
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هایریاضیپژوهش0011ستانتاب،2،شماره7جلد121
 (نشریهعلومدانشگاهخوارزمی)

(3فرضکنید .2 مثال
2

1
()(  xxMبا(7)ۀکهازرابط(0)و(8)گاهمقادیرویژهمسئلهآن.دادهشدهباشد 

N=4 آیدعبارتاستازدستمیبه:

       
                                              

                               
باتوجهبهالگوریتمداده.هایورودیمسئلهباشندتابعمجهولباشدومقادیرویژهفوق،دادهMکنیمحال،فرضمی

 نشاندادهشدهاست6آوریمکهدرجدولدستمیرابه = 0NباMشده،مقادیرعددیتابع
 =2Nبا  2 در مثال Mمقادیر تقریبی . 2جدول 

)()( xMxM   )(xM  )(xM  
jx  j   

1111370/1  025/1  0200626/1  0 1  

1111201/1  1000002/1  1000712/1  8535530/1  0  

1111512/1-  1 1111512/1  5/1  2  

1111201/1-  1000002/1-  1000712/1-  0060066/1  3  

1111370/1-  025/1-  - 0200626/1-  1 0  

شکل به6در عددی تقریب و دقیق جواب با آمده همN}4,3,2{دست و نویز بدون حالت چنینبرای

0و%2و%5و = 0Nهایتقریبیباجواب
P = نشاندادهشد. 


(a )در مقادیر ویژه های دقیق و تقریبی بدون نویز جواب 
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(a )تابع با های دقیق و تقریبی  جوابN=4 

 2له عکس در مثال ئجواب مس. 2 شکل

،بهترینتقریب = 0Nودرحالتدومبرای = 5Nهایارائهشده،درحالتاولبرایاشارهکردکهدرمثالدبای

ارائهشدهوپایداریجوابمسئلهعکسبرایهمگراییروشعددی.دستآمدهاستجوابمسئلهاثرثانویعکسبه

 .شوندهایارائهشدهدیدهمیترتیب،درمثالبه = 0Nو = 5Nهایاولودوموقتیکهحالت
 

 نتیجه

لهعکسبرایحالتخاصئدستآوردنجوابتقریبیمسایچبیشفنوعاولرابرایبه،چندجملهپژوهشدراین

ارائهMهاییبرایمحاسبهمقادیرعددیتابعچنین،مثالهم.کاربردیمشرایطمرزیمجزابهازمسئلهاثرثانویتحت

 .هایارائهشدهنشاندادیمکردیمونتایجعددیپایداررادرمثال
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