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 اسپلاین مکعبی های بی کمک توابع مقیاس و موجک دیفرانسیل به
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 چکیده

اسپلاینمکعبیبرایحلمسائلکنترلبهینهباهایبیعددیمبتنیبرتوابعمقیاسوموجکیدراینمقالهروش

انتگرال معادله یا انتگرالی معادله دینامیکی بحث-سیستم شودمیدیفرانسیل عملیاتییسماتر. وهای انتگرالمشتق

سازیلژاندربرایگسسته-گیریگاوسمحلیوقاعدهانتگرال،روشهماسپلاینمکعبیهایبیدارموجکبردوضربحاصل

همگراییتوابعکنترلو.شودکارگرفتهمیخطیبهریزیغیربرنامهۀکنترلبهینهپیوستهوتبدیلآنبهیکمسئلۀمسئل

.شونددستآوردهمیهبانهچنینکرانبالایخطایآحالتوتابعکمعیاربهینهتقریبیحاصلازروشپیشنهادیوهم

.دهندپیشنهادیرانشانمیۀکارایی،دقتومفیدبودنایدعددیهایمثال

 

،یمحلروشهمن،یاسپلایبیهاوموجکاسیمعادلاتانتگرال،توابعمقنه،یمسائلکنترلبهماتریسعملیاتی،:واژه های کلیدی

.ماتریسعملیاتی،یعددیریگانتگرال

 مقدمه

شوندتایکسریازعملیاتکهباعثمیاستهایقابلکنترلهماهنگایازدستگاهسیستمکنترلیمجموعه

هدفخاصیتحققپذیرد یا مطابقدستورالعملو چنانسیستمیاستکهدیگریکسیستمکنترلیآنعبارتبه.

هاییهاووسیلهکنترلبهمعنیاعمالروش.شودهاحاصلمیعملیاتیرویورودیسیستمۀوسیلخروجیمطلوببه

صورتبهدبایمسائلکنترلی[.1]تابرعملکردیکسیستمیادستگاهیاماشیناثربگذارندشدهاستاستکهاستفاده

درمسائلکنترلیکلاسیکفضایحالتسیستمبهیمدلریاض د،شودیفرانسیلبیانمیۀصورتمعادلسازیشوند،

سیستم از زیستبسیاری تکنولوژی، فیزیکی، بههای و اقتصادی الکتروشیمی، ویسکوالاستیکی، طورکلیشناسی،

ۀازاینرومعادل.یفرانسیلمعمولیتوصیفکردصورتمعادلهدتوانبهندرانمیهستهاییکهدارایاثرحافظهسیستم

سیستم بهاین را انتگرالها معادلات انتگرالی، معادلات انتگرال-صورت و کسری دیفرانسیل معادلات دیفرانسیل،

 [.1]-[2]کننددیفرانسیلکسریبیانمی

هاییهستیمکهانتقالموردنظرسیستمرادرجستجویکنترلرو،،ازاینکهسیستمقابلکنترلاستکنیمفرض

.شودمطرحمیآیدهمراهباآنکنترلبهینهنیزهایکنترلیمیتمسبهبهتریننحوانجامدهدپسهرجابحثازسی

بیولوژییافتهودرخدمتمسائلگوناگونعلوممهندسی،عتتوسعهسربهسالاخیر01کنترلبهینهدرطولۀنظری

گرفتهاست مسائلعلوماجتماعیقرار اقتصادیو ، کشتی. و زیادیدرطراحیبدنههواپیماها درمسائلبسیار ها،
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هایریاضیپژوهش1911،بهار1،شماره6جلد121
 (نشریهعلومدانشگاهخوارزمی)

 .هایعلوممهندسیدرواقعمسائلکنترلبهینههستندالکترونیکوسایرحیطه

بهروش فضایحالتسیستم با بهینه برایحلمسائلکنترل کسریوصورتمعادلاهایمتداولی تمعمولی،

می جمله از دارد؛ بهانتگرالیوجود اویلرتوان از استفاده بر ماک-روشمبتنی اصل از روشاستفاده یممسلاگرانژ،

روش جزءپونتریاگین، متناهی، تفاضل بر مبتنی متناهیهایعددی روشهای ،روش، مزدوج هایطیفی،گرادیان

هایعملیاتیبرایانتگرالوروشنشاندناشارهپیوسته،روشبسطتوابعوماتریسهایاستفادهازتوابعمتعامدروش

.کرد

نبرایحلمسائلکنترلبهینهبافضایحالتسیستماهایاخیرهموارهموردتوجهمحققیکهدرسالیهاروش

معادلاتدیفرانسیلکسریدیفرانسیل-انتگرال،صورتمعادلاتانتگرالبه استو ، به اشارهکه اینموارد از برخی

هایتحتمعادلاتمسائلکنترلبهینهتحتسیستممعادلاتانتگرالرابایکدنبالهازسیستم[8]بیلباس.شودمی

دهوبهکربرایحلایننوعمسائلبررسی[11]و[1]زند،اوچندروشعددیرادردیفرانسیلمعمولیتقریبمی

همگرایی استبرایاینروششرایطتضمینکننده پرداخته ها . صمدیدر 11]توحیدیو بهین[ ۀمسائلکنترل

نژادومالک.کنندهایمتعامدلژاندرحلمیایجملهدیفرانسیلرابااستفادهازچند-خطیوانتگرالانتگرالولترایغیر

هایایجملهندچپالسو-وابعبلاکازهیبریدت[19]محلیودرهایلژانداروهمازروشموجک[12]ابراهیمیدر

برایحلمسائلکنترلبهین .ندکندیفرانسیلاستفادهمی-انتگرالمعادلاتانتگرالوۀلژاندر خانیورحیم[21]در

کسریۀرابرایحلمسائلکنترلبهینبرنولیهاییلموجکوولی-ماتریسعملیاتیانتگرالکسریریمانهمکارانش

هایعملیاتیکارگیریماتریسجدیدیراباایدهبهروشمحاسباتی[28]چنینآنهادروهماندگرفتهکارتأخیریبه

مرتب انتگرال مونتزۀ موجک کرده-کسری استفاده اندلژاندر کسریۀپایبریروش[21]در. انتگرال عملگرهای

لژاندروولی-ریمان توابع مرتب-یل برنولی یۀ حل برای یافته تعمیم کسری از کسریمسائلکدسته بهینه کنترل

استشدهدوبعدیارائه انواعروش. برایحلاینمقالاتدیگریبا گونهازمسائلوجودداردکههایمختلفوکارا

 .کرداشاره[11]-[10]توانبهمی

هایعملیاتیانتگرالماتریساسپلاینمکعبی،دوگانوهایبیبردارحاصلازتوابعمقیاسوموجکمقالهایندر

*)(وتابعحالتبهینه     تقریبتابعکنترلبهینهتاشودکاربردهمیآنهابهضربومشتقحاصل txمتناظربا

دومۀآنکهتابعکمعیاردرج

,))()()()()()((=min 22
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0
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.))(),(,,()(=)(
0

dssusxtsKtytx
t

                    (2)  

  یا  
'

0
0

( ) = ( ) ( ) ( ) ( ) ( ( , ) ( ( ), ( ))) ,  (0) = .
t

x t a t x t b t u t K t s x s u s ds x x           (9)  

دکنصدق آن. در فضایمتعلقuوxتوابعکه (4))(به C،fوgمقدار حقیقی نیزKند،هستتوابع

شرطلیپ متغیرهایشدر صدقکندنسبتبه شیتز قاعدهم. از چنین روش-گیریعددیگاوسانتگرالۀ و لژاندار

پهم برایتبدیلمسئله نامتناهییمحلی و مسئلوسته به البعد پریزیغیربرنامهۀ متناهییخطی استفادهوسته البعد
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 121اسپلاینمکعبیهایبیدیفرانسیلبهکمکتوابعمقیاسوموجک-حلمسائلکنترلبهینهبامعادلاتانتگرالییامعادلاتانتگرال

 .شودمی

قدرراضیکنندهومطمئنبودکههاآنمحتوایغنیریاضیات،مفیدبودندرتقریبوتواناییبالایکاربردموجک

 .کردجلبهایگوناگونرابرایحلمسائلمختلفبااستفادهازایننظریه،نوافرادباتخصصابهسرعتتوجهمهندس

شرایطمتعامدیایجاد،بامعرفیفضایدوگانآنهااستاسپلاینمکعبیشبهمتعامدهایبیموجکتوابعمقیاسو

سادگیبدونمحاسبهانتگرالیکتوانبهدرهردوفضامیدومۀتابعکمعیاردرجتصویرتوابعموجوددرشودکهبامی

هدف داشتتابع را غیرخطی مکعبیاسپلاینبی. های صفر گشتاورهای تکیهدارای گاهو بنابرایناستفشرده

هایتوانباصفرقراردادندرایهندکهگاهیاوقاتمیهستهاینزدیکبهصفرهایعملیاتیآنهاتنکودرایهماتریس

به کوچک ماتریسطوریبسیار که سادگی برای بمانند باقی پایدار عملیاتی عملیات،محاسباتهای زمان کاهش

هایعملیاتیاینماتریس.هااستفادهشودسازیدرایهتریبرایذخیرهکمۀحافظدکهشوباعثمیچنین،همبردهرهب

اسپلایندارایهایبیوابعمقیاسوموجکت.فراخوانیشوندحلانواعمختلفیازمسائلریاضیتوانندبراینیزمی

وانبهتمیهااسپلاینبیاینهایمطلوبویژگیازدیگر.آینددستمیهراحتیببنابراینبهاستشکلبستهومتقارن

اشارهنماییخطایتقریبۀومرتببرایفضاهایمختلفنهابودنآهریسیپا،گانهاولیهودوگانمتعامدچندۀتجزی

یکسری،ئمعادلاتدیفرانسیلکسری،معادلاتمشتقاتجزاسپلاینبرایحلهایبیموجکاز[25]-[18]در.کرد

و دوم درجه معیار تابک با بهینه کنترل مسائل غیرخطی، انتگرال معادلات و دوم نوع فردهلم انتگرال معادلات

کسریباتبدیلبهمسائلکنترلۀخطی،مسائلمقدارمرزیمنفردوحلمسائلمقدارمرزیمرتبایغیرهحدودیتم

بازهبرایحلمسائلکنترلیکهایاسپلاینهرمیتمکعبیرویچندموجکی[91]در.استاستفادهشدهبهینه

عددیبرایحلمسائلیروش[91]چنیندرهم.اندشدهکاربردهکسریبدونبررسیآنالیزخطاوهمگراییبهۀبهین

 با بهینه بهمعادلاتشرایطکنترل مقیاسدیفرانسیل روشماتریسبیکمکتوابع این در که شده بیان اسپلاین

 .استآمدهدستهاسپلاینخطیباسپلاینمربعیبااستفادهازتوابعمقیاسبیعملیاتیمشتقتوابعمقیاسبی

اسپلاینمکعبیودوگانهایبیتوابعمقیاسوموجک2دربخش:شرحاستدیناینمقالهبهماندباقیساختار

ضربومشتقاینتوابعبرایتقریبهایعملیاتیانتگرالحاصلمعرفیوماتریس[0,1]بستهوکراندارۀآنهارویباز

آیدمیدستهکنترلبهینهبۀلئمس بخش. بسطتوابعکنترلوحالتبراساستوابعمقیاسوموجک9در هایبا

ماتریسبی از استفاده و مکعبی عملیاتاسپلاین روشهمهای قاعدی، و محلی گاوسانتگرالۀ مس-گیری ۀلئلژاندر

به دشوریزیغیرخطیتبدیلمیبرنامهۀلئمسکنترلبهینه برایجواببهینتجزیۀ. کرانبالایخطا ۀهمگراییو

کنترللهئباحلدومثالبرایمس5دربخش.دشوبررسیمی0ئهشدهدرمقالهدربخشاتقریبیحاصلازروشار

افزارهایریاضیکاراییوکمکنرمدیفرانسیلبه-بهینهباسیستمدینامیکیمعادلهانتگرالیودومثالبامعادلهانتگرال

.شوددقتاینروشنشاندادهمی

 اسپلاین مکعبی های بی توابع مقیاس و موجک

 تکیهتوابعمقیاسوموجکابتدااینبخشدر فشرهایشبهمتعامدبا دگاه ۀاسپلاینمکعبیروییکبازبیۀ

،هرتابعرویاستجاکهفضایمقیاسوموجکدارایبعدمتناهیدریکسطحمعینازآنکنیمرامعرفیمیکراندار

به وسیلیکبازه میمتناهیموجکیتعدادۀ مقیاسنمایشداده توابع و فضاهاییمتناهیدشوها آنها شامل، البعد
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هایریاضیپژوهش1911،بهار1،شماره6جلد122
 (نشریهعلومدانشگاهخوارزمی)

رونقشمهمیرادرتحلیلعددیمسائلکنترلدهند،ازاینیاسمرزیوداخلیراتشکیلمیهاوتوابعمقموجک

 .[26]،[20]،[18]کننددیفرانسیلبازیمی-معادلاتانتگرالومعادلاتانتگرالشرایطبهینهبا
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4,5)=(, iwi 1,2,3و)=(, iwiموجکبه بیترتیب های چپ مرزی و داخلی مکعبی استاسپلاین چنینهم.
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((2 3) )uj 

 برخورداراست.

هرکدامیکدستگاهازمعادلاتغیرخطیبا(21)و(20)تقریبیهایسیستم
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2 3
j
u

معادلهو

1
2 3

j
u
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u
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((2 3) )uj 

  می.است نتیجه پیچیدگیدر که گفت توان

1محاسباتیروشارائهشدهدراینمقاله 3((2 3) )uj 
  است.
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اسپلاینمرتب .1ۀ قضی اگرmۀبرایبی
u
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[:11]شودمیداده(91)ۀرابطتقریببا
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.1ۀ قضی کنید xفرض مسئلجوابuو شدنی های یAۀ فضا به متعلق (4))(و Cوباشند

))(),(,,( susxtsKمتغیر دو هر شرطلیپtu)(وtx)(نسبتبه آندر صدقکند مثبتشیتز عدد 'گاه

uj

به دارد طوریوجود برای 'که

uu jj مسئل جوابBۀ دارای شدنی )(=)(های p
u

jp
u

j tXtx و

)(=)( p
u

jp
u

j tUtu به ,(=2,...,31,2ازای
32

,
32

1
[=

1

11










u

j

u
j

u
jip i

ii
ltجواباست هایو

 .کنندصدقمی(92)شدنیدرروابط

4 1(4)

4| ( ) ( ) | 2 | |,       1,2,...,2 3u u

u

j j

p j px t x t C x p
 

     
4 1(4)

4| ( ) ( ) | 2 | |,        1,2,...,2 3u u

u

j j

p j pu t u t C u p
 

            (92)  

ptاست[0,1]ۀایلژاندرانتقالیافتهبهبازصفرهایچندجمله. 

j و Aۀهایشدنیمسئلجواب uوxکنیمفرض.اثبات
u

x و j
u

uاسپلاینبیهایموجکۀوسیلتقریباینتوابعبه

[برای9ۀطبققضیباشند[0,1]ۀرویبازمکعبی
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u

jip
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lt آیددستمیهب(92)ۀرابط.
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u
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4
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         (90)  
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 :شوندتعریفمی(95)تقریبیبهشکلماتریسیۀتوابعحالتوکنترلبهین
* * * *( ) = ( ), ( ) = ( )j j j j
u u u u

x t X t u t U t               (95)  

قضی در ثابتمیۀ دنبالزیر که ۀشود
 '=

1** 3}21:))(),({(
j

u
j

u
j

P
u

jp
u

j ptutxجواب زوج بهینهاز های

 .همگراخواهدشدAۀمسئلۀبهزوججواببهینBۀمسئل

دنبال.1ۀ قضی که ۀفرضکنید
 '=

1** 3}21:))(),({(
j

u
j

u
j

P
u

jp
u

j ptutxجواب از ۀهایبهینیکدنباله

بهBۀمسئل که )~),(~)((باشد tutxآن است یکنواخت )~),(~)((گاههمگرای tutxبهین جواب زوج Aۀمسئلۀ

 .است

نشاندادهمی .اثبات )~),(~)((شودکهابتدا tutxۀیکزوججوابشدنیمسئلA است فرضکنیمجوابشدنی.

'[0,1]نباشدپسطبقتعریفجوابشدنی tکهطوریوجودداردبه 

0))(~),(~,,()()(~ '
'

0

''   dssusxtsKtytx
t

                (96)  

iltکهطوریوجودداردبهiچنینهم 'در[0,1]ۀهایلژاندرانتقالیافتهبهبازایجمله،چونصفرهایچند

}{اینبازهچگالهستندپسدنباله ntکهطوریازایننقاطوجودداردبه'=lim ttnn  *جاکهتوابعازآن.
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 :داریمتوجهبهفرضقضیهیابد،بنابراینباافزایشمیnافزایش
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u

j
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j
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 :آیددستمینتیجهبهدر
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j i i i j j
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x t y t K s t x s u s ds


    

 .درتناقضاست(96)ۀکهبارابط

مسئلنشانمی تابعکمعیار که ),(درBۀدهیم ** UXمسئل تابعکمعیار )~),(~)((درAۀبه tutxهمگرا

 :داریم،فرضقضیهوقضیههمگرایییکنواخت0ۀ،قضی(95)،(1)،(18)،(11)پسطبقروابط.شودمی
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می ثابت کهحال ))~),(~)((کنیم tutxمسئل بهینه جواب استAۀزوج می. فرض کار این کنیمبرای

))(),(( ** tutxمسئل بهینه قضیAۀجواب طبق پس باشد، رابط0ۀ و 92)ۀ جوابدنباله( از شدنیای های
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dttutgtxtftxtututxJ ))()()()()()((=))(),(( **2*2*
1

0

**   

 و

))(~),(~(=))(),((
~

lim
** tutxJtutxJ
u

j
u

j

u
j 

 

 تواننشاندادکهبهطریقمشابهقبلمی

))(),((=))(ˆ),(ˆ(
~

lim
** tutxJtutxJ

u
j

u
j

u
j 

 

 :نتیجهبااستفادهازتعریفجواببهینهداریمدر

))(ˆ),(ˆ(
~

))(),((
~

lim=))(~),(~())(),(( **** tutxJtutxJtutxJtutxJ
u

j
u

j
u

j
u
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u
ju

j
u
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ب حد در فشردگی قضیه از استفاده با میهبنابراین )),()((=)ˆ),(ˆ)((آوریم؛دست ** tutxJtutxJ
u

j
u

j
این و

))~),(~)((دهدکهنشانمی tutxۀجواببهینهمسئلAاست.

 

نتایج عددی

دینامیکیمعادلاتانتگرالیودراینبخشروشذکرشدهدرمقالهرابرایحلدومثالکنترلبهینهباسیستم

بریمکارمیدیفرانسیلبه-انتگرالۀدومثالباسیستمدینامیکیمعادل براینشاندادنکاراییودقتاینروشاز.

وآنرابااستتابعکمعیارمشخصۀکنیمکهتابعکنترلبهینه،تابعحالتبهینهوجواببهینهاییاستفادهمیمثال

 :کنیماستفادهمی(91)هاازروابطمنظوربرسیبهترخطایاینروشچنینبههم.یمکنقایسهمیهایدیگرمروش

* 1 * 1

* * * *

1 2 3 1 2 3
max | ( ) ( ) |,       max | ( ) ( ) |j ju uu ui j i i j ix ui i

x t x t u t u t 
     

     

*

* * * * * *| ( , ) ( , ) |
u uj jJ

J x u J x u                             (91)  

هاکشدتابرنامهومدتزمانیکهطولمیاندحلشدهنویسیوبرنامه0.11افزارمتمتیکاهابااستفادهازنرماینمثال

 .دنیزبیانشدهاستشواجرا

(98)دستآوریدکهدرسیستمدینامیکیهراطوریبu*وکنترلبهینهمتناظرباآنx*تابعحالتبهینه .1 مثال

 .راحداقلنماید(91)دوتابعمعیارکنصدق
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)(cos=)(
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 ،)(sin=)(* ttxو

0=*J.4اینمسئلهرابااستفادهازروشمذکوربرای=uj3و=ujومقدارخطایتابعکمعیاربهینهشدحل

به *ترتیببرابراستباتقریبی
4

135.17657 10
J

 و*
3

122.02532 10
J

 برای اینخطا که حالی در ،

 در شده بیان 19]روش لژاندر[ هایبریدی توابع *صورتبهM=4وM=3برای
3

95.6973 10
J

 و

*
4

123.3217 10
J

 کهنشانمیاست .داردتریبیشحدیدقتاسپلاینمکعبیتاهایبیدهدروشموجک،

هم بیشینهچنین همهای نقاط در بهینخطا کنترل و حالت توابع برای محلی برایۀ ازuj=4تقریب عبارتند

*
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  *و

79 . 07287 10
u
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*

63.0010 10
x

 و*

62.2525 10
u

 ،کنترلبهینهتقریبیتوابعحالتوخطایمطلق1جدول.است

.دهدتوابعکنترلوحالتبهینهتقریبودقیقرانشانمی2شکل.دهدبهمامیuj=4درچندنقطهبرای

زماناجرایبرنام uj=3اینمثالبرایۀ یکسیستمتکپردازنده 67466604674با کشیدوطولثانیه

مربوطبهمحاسب  NMinimizeچنیندستوروهم(91)در Gو F،(96)در Pهایماتریسۀاکثریتزماناجرا

12592/2.اندصورتتحلیلیحلشدهبرایتقریببهتراینماتریسهابه.استافزارموجوددرنرم

 1 مثال و روش پیشنهادی برای[ 11]جواب بهینه تقریبی روش  ۀمقایس.1 جدول

   M 
*J

 [19] *J
 

3 3 12592/2 
21-

21  6119/5 
9-

21  

4 4 11651/5 
21-

21  9211/9 
21-

21  

 

 uj=4اسپلاین مکعبی با  های بی روش موجک نتایج عددی توابع کنترل و حالت بهینه تقریبی به .2جدول

   * *| |
uj

x x  
* *| |

uj
u u  

6/6  29012/0 
9-

21  /18219/1 
7-

21  

9/6  21811/8 
21-

21  01911/6 
7-

21  

2/6  0118/9 
9-

21  12102/6 
7-

21  

3/6  96211/6 
9-

21  47829 /1 7-
21  

4/6  11810/2 
9-

21  18669/8 
8-
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5/6  62119/1 
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21  

1/6  61119/1 
8-

21  10891/0 
7-

21  

6/9  25011/0 
9-

21  18001/2 
8-

21  
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 لف                                                                                                با

 یبیتقر نهیو به قیدق نهیتوابع کنترل به( ب ،یبیتقر نهیو به قیدق نهیتوابع حالت به( الف .2شکل

 :دیرینظربگدررا(01)یانتگرالۀمعادلیکینامیدستمیدوموسۀدرجاریباتابعمعنهیکنترلبهۀمسئل . 1 مثال
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s.t.    

2

2

0

(1 )
( ) ( , ) ( ) .

2

t
t

t t e
x t e u s t x s ds


 

     

معقیدقیهاجواب تابک و حالت کنترل، ازبیترتبهنهیبهاریتوابع )*عبارتند )u t t،
2*( ) tx t e  و

* 0J  .استفادهازروشمذکوربرا مسئلهنیا با 3ujیرا   یبیتقرنهیبهاریتابعکمعیومقدارخطاشدحل

*استبابرابر

133.7756 10
J

 ،یدیبریتوابعهایبرا[19]شدهدرانیروشبیخطابرانیکهایدرحال

5Mلژاندر  ،*

128.5037 10
J

  م،است نشان موجکدهدیکه دقتیمکعبنیاسپلایبیهاروش

ارددیتربیش همهایبیشینهنیچنهم. نقاط در بهیبرایمحلخطا کنترل و حالت نیتوابع ازبیتقرۀ عبارتند

*

82.89296 10
x

  و*

71.34172 10
u

 ،[19]یخطاهابرانیکهایصورتدر*

64.5577 10
x

  

* و

63.3455 10
u

  دهدیدرچندنقطهبهمامیبیتقرنهیمطلقتوابعحالتوکنترلبهیخطا9 جدول.است.

3ujراباقیودقبیتقرنهیتوابعکنترلوحالتبه9شکل دهدینشانم.

کشیدوطولثانیه 600667706606بایکسیستمتکپردازندهuj=3اینمثالبرایۀزماناجرایبرنام

 NMinimizeچنیندستوروهم(91)در Gو F،(96)در Pهایماتریسۀاکثریتزماناجرامربوطبهمحاسب

 .استافزارموجوددرنرم

3ujاسپلاین مکعبی با  های بی نتایج عددی توابع کنترل و حالت بهینه تقریبی به روش موجک .1 جدول    

   * *| |
uj

x x  
* *| |

uj
u u  

6/6  51111/2 
8-

21  52611/2 
8-

21  

9/6  10511/9 
8-

21  21196/2 
8-

21  

2/6  29911/1 
8-

21  51512/2 
8-

21  

3/6  18191/9 
7-

21  2111/1 
7-

21  

4/6  8601/1 
8-

21  11511/5 
8-

21  

5/6  01196/1 
8-

21  25110/1 
7-

21  

6/6  69191/6 
8-

21  10621/6 
8-

21  

7/6  56151/8 
8-

21  11811/9 
8-

21  

0/6  61618/6 
8-

21  10061/5 
8-

21  

1/6  90515/2 
7-

21  65800/1 
8-

21  

6/9  00189/1 
7-

21  1685/9 
8-

21  

 

را(01)یخطریغلیفرانسید-انتگرالۀمعادلیکینامیدستمیدرجهدوموساریباتابعمعنهیکنترلبهۀسئلم. 1 مثال

:دیرینظربگ
21

2 2

0
( ( ) ) ( ( ) 2 1)( )tJ x t e u t t dt                             (01)  

s.to    
)' (

0
( ) ( ) ( ) (1 2 ) ( ) ,     (0) 1( )

t
s t sx t x t u t t t e x s ds x       
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 ب                                                                      الف

یبیتقر نهیو به قیدق نهیتوابع کنترل به (ب، یبیتقر نهیو به قیدق نهیتوابع حالت به(الف .1شکل

)*ترتیبعبارتندازهایدقیقتوابعکنترل،حالتوتابکمعیاربهینهبهجواب ) 1 2u t t  ،
2*( ) tx t eو

0=*J.4اینمسئلهرابااستفادهازروشمذکوربرای=uj3و=ujدومقدارخطایتابعکمعیاربهینهشحل

*ترتیببرابراستباتقریبیبه
4

128.0684 10
J

 و*
3

113.61691 10
J

درحالیکهاینخطابرایروش،

 در شده 12]بیان ] موجکبرای هایی 4Mلژاندر  6Mو به *صورت
4

45.1861 10
J

 و

*
6

87.4667 10
J

 کهنشانمیاست .ردتریدابیشاسپلاینمکعبیتاحدیدقتهایبیدهدروشموجک،

هم همهایبیشینهچنین نقاط در بهینخطا کنترل و حالت توابع برای محلی برایۀ ازuj=4تقریب عبارتند

*

63.04883 10
x

  *و

64.7421 10
u

 برای خطاها این که صورتی در ،6M  ،[12]در

*

58.0233 10
x

 و*

44.5393 10
u

 ،کنترلبهینهتقریبیخطایمطلقتوابعحالتو5جدول.است

.دهدتوابعکنترلوحالتبهینهتقریبودقیقرانشانمی0شکل.دهدبهمامیuj=4درچندنقطهبرای

=اینمثالبرایۀزماناجرایبرنام 4uj یکسیستمتکپردازنده کشیدوطولثانیه966666002114با

مربوطبهمحاسب  Pهایماتریسۀاکثریتزماناجرا ،(96)در
uj

D (90)در،F وG  چنیندستوروهم(91)در

NMinimize استموجوددرنرمافزار.



 1 و روش پیشنهادی برای مثال[ 12]بهینه تقریبی روش مقایسه جواب .1 جدول

   M 
*J

 [12] *J
 

3 4 61611/9 
22-

21  1861/5 
4-

21  

4 6 1680/8 
21-

21  0661/1 
8-

21  
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 uj=4اسپلاین مکعبی با  های بی روش موجک نتایج عددی توابع کنترل و حالت بهینه تقریبی به .1 جدول  

   * *| |
uj

x x  
* *| |

uj
u u  

6/6  96120/6 
7-

21  81581/1 
7-

21  

9/6  11019/6 
7-

21  16862/2 
8-

21  

2/6  16922/6 
7-

21  56915/5 
8-

21  

3/6  9698/5 
7-

21  10010/1 
6-

21  

4/6  16515/5 
7-

21  11290/9 
6-

21  

5/6  16110/9 
7-

21  1021/0 
6-

21  

6/6  81190/2 
7-

21  29291/9 
6-

21  

7/6  19191/2 
7-

21  60810/1 
6-

21  

0/6  88816/6 
7-

21  65259/8 
8-

21  

1/6  11660/1 
6-

21  12218/1 
7-

21  

6/9  96605/1 
7-

21  12055/0 
8-

21  





















 ب                                                                      الف

یبیتقر نهیو به قیدق نهیتوابع کنترل به (ب ،یبیتقر نهیو به قیدق نهیتوابع حالت به( الف. 1شکل

(02)دستآوریدکهدرسیستمدینامیکیهراطوریبu*وکنترلبهینهمتناظرباآنx*تابعحالتبهینه.1 مثال

.دکنراحداقل(09)دوتابعمعیارکنصدق

3'

0

3 1
( ) ( ) ( ) ( ) ,     (0) 1

2 2
( )

t
t sx t x t u t x s e ds x                 (02)   

1
2 3 2

0
( ( ) ) ( ( ) )t tJ x t e u t e dt                                (09)  

بهجواب بهینه تابکمعیار حالتو کنترل، ازترتیبهایدقیقتوابع  عبارتند
* 3( ) = tu t e،*( ) = tx t e و 

* = 0J.اینمسئلهرابااستفادهازروشمذکوربرای = 3uj دومقدارخطایتابعکمعیاربهینهتقریبیشحل 

* استبابرابر
3

101.86307 10
J

 در در، شده برایروشبیان اینخطا هایبرایموجک [12] حالیکه

= لژاندر 4M * صورتبه 
4

95.6973 10
J

  اسپلاینمکعبیتاهایبیدهدروشموجک،کهنشانمیاست 

 تقریببرایۀکنترلبهینمحلیبرایتوابعحالتوخطادرنقاطهمهایبیشینهچنینهم.ردداتریبیشحدیدقت

= 3ujاز * عبارتند

61.52922 10
x

  *و 

52.09036 10
u

  صورتی، در خطاها این برایکه

= 4M 

*،[12] در 

41.6433 10
x

 و*

21.1330 10
u

 ،خطایمطلقتوابعحالتونمودار5شکل.است
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برای تقریبی بهینه = کنترل 3uj می  ما دهدبه نشان6شکل. را دقیق و تقریب بهینه حالت و کنترل توابع

 .دهدمی

 نتایج

مسائلکنترلیبرایزیآمتیطورموفقبهیمکعبنیاسپلایبیهاوموجکاسیبردارتوابعمقیشنهادیپروشدر

سیبااستفادهازماترنیچنهم.کاربردهشدبهلیفرانسید-ومعادلهانتگرالیمعادلهانتگرالیکینامیدستمیباسنهیبه

وسیلۀبهازتوابعیبعضبیضربوتقرحاصلیاتیعمل

موجکاسیتوابعمقنوگا اریتابکمعنیاسپلایبیهاو .شدلیتبدیخطریمعادلهغکیبدونحلانتگرالبه

وستهیپیکینامیدستمیسیعددیریگوانتگرالیمحلمشتق،روشهمیاتیعملسیماتریریگکاربابهنیاعلاوهبر

کهکرانمیرسیمجهینتنیروشبهایهمگرایبررسبا.کرددایکاهشپیخطیدستگاهمعادلاتغکیبهیسادگبه

بهیبالا ابدییکاهشمییصورتنماخطا زیادیداردودقتیخوبییکهروشکارادهدینشانمیعددیهامثال.

دارد ساختنماتر. براموجکنیاتوانیمگریدیاتیعملیهاسیبا را مسائلکنترلبهیحلانواعمختلفیها نهیاز

.بردکاربه













 ب                                                                                       الف
 یبیتقر نهیمطلق تابع کنترل به ینمودار خطا (ب ،یبیتقر نهیمطلق تابع حالت به ینمودار خطا (الف. 1شکل

 

 

 

 

 

 

 

 ب                                                                                                الف

 یبیتقر نهیو به قیدق نهیکنترل بهتوابع  (ب ،یبیتقر نهیو به قیدق نهیتوابع حالت به( الف .1شکل
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 .کنندیمیتشکروقدردانمانهیصم،کردکمک
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