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 های آرمنداریز ضعیف آل ایده
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 ریاضی‌‌ۀدانشگاه‌صنعتی‌خواجه‌نصیرالدین‌طوسی،‌دانشکد

‌12/12/77پذیرش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌11/11/77دریافت‌‌‌

 چکیده
‌ ‌این‌مقاله ‌به‌آل‌ایدهدر ‌ایده‌های‌آرمنداریز‌ضعیف‌را ‌و‌ضمن‌بررسی‌‌آل‌عنوان‌تعمیمی‌از های‌آرمنداریز‌معرفی‌کرده

های‌‌آل‌های‌متعدد‌و‌متنوع،‌رفتار‌ایده‌چنین‌با‌آوردن‌مثال‌هم.‌کنیم‌آن‌با‌دیگر‌ساختارها‌را‌نیز‌بیان‌می‌ۀخواص‌آن،‌رابط

‌.دهیم‌رد‌ارزیابی‌قرار‌میای‌مو‌های‌حلقه‌آرمنداریز‌ضعیف‌را‌تحت‌برخی‌توسیع

‌

‌.جایی‌جابه‌نیم‌‌‌ۀ‌آرمنداریز،‌حلقۀ‌توان،‌حلق‌پوچ‌ساز‌ساز‌راست،‌پوچ‌پوچ‌:کلیدی های واژه

 مقدمه
را‌‌Rۀحلق‌1توان‌مجموعه‌تمام‌عناصر‌پوچ.‌با‌عضو‌همانی‌است‌ پذیر‌شرکتۀ‌حلق‌ۀدهند‌نشانRسرتاسر‌این‌مقاله

‌نماد ‌با‌ای‌چندجملهۀ‌و‌حلق‌nil(R)با ‌را ‌دهند‌نشان‌میR[X] ها 1‌nهای‌بالا‌مثلثی‌مجموعه‌تمام‌ماتریس. nبا‌‌

nTرا‌با‌نمادRۀ‌هایی‌از‌حلق‌درایه (R) ‌.دهیم‌نشان‌می‌‌ 

‌0جایی‌جابه‌نیم‌ۀ‌را‌یک‌حلقR ‌ۀتوان‌ناصفر‌باشد،‌حلق‌گوییم‌هرگاه‌فاقد‌عنصر‌پوچ‌ کاهشیۀ‌را‌یک‌حلق‌Rۀحلق

‌هر ‌برای ‌هرگاه a,گوییم b Rاین‌‌ 0ab که‌از شود‌ 0aRbنتیجه ‌ ‌حلق. ‌Rۀ نامند‌‌می‌ حلقه-‌NIرا

های‌‌عنوان‌تعمیمی‌از‌حلقه‌را‌به‌7جایی‌ضعیف‌هجابهای‌نیم‌حلقه‌2،‌لیانگ[2]در‌.‌آل‌باشدیک‌ایدهnil(R) که‌درصورتی

a,b,rکه‌برای‌هر‌‌نامند‌درصورتی‌جایی‌ضعیف‌می‌جابه‌را‌نیمRۀ‌حلق.‌جایی‌معرفی‌کرد‌هجابنیم R0 اگر‌ab 

arbگاه‌آن nil(R).‌

‌چاوچاهاریا ‌و ‌ ]‌ رگِه ‌آرمنداریز‌حلقه[ ‌‌7های ‌معرفی ‌دندکررا ‌میRۀحلق. ‌نامیده ‌اگر‌‌شود‌آرمنداریز هرگاه

[‌‌ ]و‌همکارانش‌‌11هو.‌ها‌صفر‌باشد‌ضرب‌ضرایب‌آن‌گاه‌حاصل‌صفر‌باشد،‌آن‌R[X]ای‌در‌‌ضرب‌دو‌چندجمله‌حاصل

شود‌‌آرمنداریز‌نامیده‌میR،-ۀحلق.‌آرمنداریز‌معرفی‌نمودندهای‌‌عنوان‌تعمیمی‌از‌حلقه‌آرمنداریز‌را‌به-مفهوم‌

.‌توان‌باشد‌ها‌نیز‌پوچ‌ضرب‌ضرایب‌آن‌گاه‌حاصل‌توان‌باشد،‌آن‌پوچR[X]ای‌در‌‌ضرب‌دو‌چندجمله‌هرگاه‌اگر‌حاصل

‌حلقAزیرمجموعه ‌در ‌میRۀرا ‌نظر ‌گیریم‌در ‌‌پوچ. ‌راست ‌حلقAیزیرمجموعه‌11(چپ)ساز ‌با‌Rۀدر را

)R R( l (A) r ( A ‌:کنیم‌صورت‌تعریف‌می‌‌دیننمایش‌داده‌و‌ب‌(

   | | .R Rr (A) = b R Ab = 0 , (l (A) = b R bA = 0 )   
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1. Nilpotent element 
2. Upper triangular 

3. Reduced 

4. Semi-commutative  

5. NI-ring 

6. Liang 

7. Weakly 
8. Rege and chhawchharia 

9. Armendarize 

10. Huh 
11. Right(left) annihilator 
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‌ ‌ایده[1]قلندرزاده ‌‌آل‌، ‌و ‌معرفی ‌را ‌آرمنداریز ‌کرد‌بررسیهای ‌ایده. ‌حلق‌Iآل ‌هرگاه‌Rۀاز ‌نامیم ‌آرمنداریز را

 R[x]f(x)g(x) r (I x )‌‌ ‌بدهد )نتیجه )i j Ra b r Iآن‌ ‌در ‌که ،
0

( )
n

j

j

j

g x b x


و‌
0

(x)
m

i

i

i

f a x




شود‌هرگاه‌‌جایی‌نامیده‌می‌هجابنیم‌Rی‌طرفه‌از‌حلقهآل‌یک،‌یک‌ایده[1]بنابر.‌هستند‌R[X]هایی‌در‌‌ای‌چندجمله

ab Iنتیجه‌بدهد‌‌،aRb Iکه‌در‌آن‌‌,a bی‌عضو‌حلقه‌Rهستند‌. 

R‌،Rrۀاز‌حلق‌Iطرفه‌آل‌یک،‌برای‌یک‌ایده[1[از‌ (I)شود‌هرگاه‌‌جایی‌نامیده‌می‌جابهنیم‌(I)Rab r،نتیجه‌‌

RaRbبدهد r (I)که‌در‌آن‌‌,a bۀ‌حلق عضو‌Rد‌و‌کررا‌معرفی‌‌1توان‌سازپوچمفهوم‌پوچ‌1،‌اویانگ[7[در‌.‌هستند

‌.و‌خواص‌آن‌را‌بررسی‌کرد

‌Xۀزیرمجموعبرای‌ Rکنیم‌تعریف‌می‌:‌

RN (X) ={ a R Xa nil(R)}  , 

‌.است‌RدرXتوان‌پوچ‌سازپوچ

این‌.‌کنیم‌میهای‌آرمنداریز‌معرفی‌‌آلعنوان‌تعمیمی‌از‌ایده‌را‌به‌ های‌آرمنداریز‌ضعیف‌آلدر‌این‌مقاله‌مفهوم‌ایده

آل‌ایده‌Iدهیم‌که‌اگر‌نشان‌می.‌گیریم‌ساز‌در‌نظر‌میجای‌پوچ‌‌توان‌را‌به‌سازپوچشود‌که‌پوچ‌صورت‌انجام‌می‌کار‌به‌این

چنین‌‌هم.‌های‌آرمنداریز‌را‌دارد‌آلچنین‌ایده‌های‌آرمنداریز‌و‌هم‌گاه‌بسیاری‌از‌خواص‌حلقه‌آرمنداریز‌ضعیف‌باشد،‌آن

جایی‌تعریف‌‌جابه‌های‌نیم‌آلعنوان‌تعمیمی‌از‌ایده‌را‌به‌0جایی‌ضعیف‌هجابهای‌نیم‌آلدر‌قسمت‌آخر‌این‌مقاله‌نیز،‌ایده

‌.دهیم‌ها‌را‌تعمیم‌می‌آلها،‌نتایج‌قبلی‌موجود‌درباره‌این‌ایده‌آلکرده‌و‌ضمن‌بررسی‌خواص‌اساسی‌این‌ایده
 

 های آرمنداریز ضعیف آل ایده
‌این‌ ‌برای‌این‌آل‌بخش‌ضمن‌بررسی‌ساختاری‌ایدهدر ‌شرایط‌لازم ‌ضعیف، ‌حلقههای‌آرمنداریز ای‌آرمنداریز‌‌که

‌.آوریم‌دست‌میضعیف‌باشد‌را‌به

R،‌اگرRۀکنیم‌برای‌هر‌حلق‌ثابت‌می

I
‌Rۀگاه‌حلق‌آلی‌آرمنداریز‌ضعیف‌باشد،‌آن‌ایده‌Iای‌آرمنداریز‌ضعیف‌و‌حلقه‌

‌.آرمنداریز‌ضعیف‌است

‌.کنیم‌های‌ماتریسی‌را‌بررسی‌می‌های‌آرمنداریز‌ضعیف‌تحت‌توسیع‌آل‌چنین‌رفتار‌ایده‌هم

‌حلق‌یک‌ایده‌Iفرض‌کنیم .9 تعریف ‌باشد‌Rۀ‌آل‌چپ‌از ‌می‌Iآل‌ایده. ‌برای‌‌آرمنداریز‌ضعیف‌نامیده شود‌هرگاه

0های‌ای‌چندجمله 1(x) n

nf a a x a x   ‌0و‌ 1(x) m

mg b b x b x   از‌R[x]این‌ ‌از که‌‌،

[ ]R[x]f(x)g(x) l (I x )1برای‌هر‌‌‌ i n 1و‌ j m بتوان‌نتیجه‌گرفت‌که‌،i j Ra b N (I).‌

در‌حقیقت‌نیز‌چنین‌است،‌توجه‌داشته‌باشید‌که‌عکس‌.‌آل‌آرمنداریز،‌آرمنداریز‌ضعیف‌باشد‌رود‌که‌هر‌ایده‌انتظار‌می

های‌‌پیش‌از‌بیان‌این‌مثال،‌به‌ذکر‌برخی‌قضایا‌و‌مثال.‌دلیلی‌بر‌این‌ادعا‌است‌2 مثال.‌این‌مطلب‌همواره‌برقرار‌نیست

‌.پردازیم‌میشده‌استفاده‌

)3حوزه‌اعداد‌صحیح‌و‌‌‌فرض‌کنیم‌.2 مثال )T3های‌بالا‌مثلثی‌‌ماتریسۀ‌حلق‌ 3آل‌‌ایده.‌باشد‌روی‌‌
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1. Ouyang 

2. Nilpotent  annihilator 

3. Weak Armendarize Ideal 
4. Weak semi-commutative ideal 
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)3ۀاز‌حلق‌ )Tدهیم‌که‌نشان‌می.‌گیریم‌را‌در‌نظر‌می‌( )
3 3T ( ) T ( )r (I) N Iو‌( ) ( )

3 3T ( ) T ( )l I N I.‌

) واضح‌است‌که ) 0
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)بنابراین ) ( )
3 3 3T ( ) T ( ) T ( )l I r (I) N I .‌

)گاه‌‌کاهشی‌باشد،‌آن‌ۀحلق‌Rاگر ) ( )R R Rr (I) l I N I آل‌چپ‌‌برای‌هر‌‌ایده‌Iۀاز‌حلق‌R‌.‌

)،Rاز‌Iآل‌چپ‌ناصفر‌برای‌هر‌ایده‌که‌دید‌توان‌می‌راحتی‌به )RN Iآل‌از‌یک‌ایده‌Rاست‌زمانی‌کهnil(R)یک‌‌

‌.شود‌میدر‌ادامه‌استفاده‌‌ لم‌.‌را‌ببینید[‌7[‌،توان‌پوچ‌‌سازهایتر‌از‌پوچ‌برای‌دیدن‌جزئیات‌بیش.‌آل‌باشد‌ایده

rاگر.‌باشد‌Rۀ‌آل‌چپ‌از‌حلق‌یک‌ایده‌Iفرض‌کنیم .3 لم Rهر‌‌ازای‌که‌به‌طوری‌وجود‌داشته‌باشد‌به‌‌
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rI(0)گاه‌آن‌        ثابت‌داشته‌باشیم‌   برای‌یک .‌

rفرض‌کنیم‌.‌اثبات Rازای‌هر‌‌که‌به‌طوری‌وجود‌داشته‌باشد‌به‌‌
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‌        ثابت‌داشته‌باشیم   برای‌یک 1iبدون‌از‌دست‌دادن‌کلیت‌مسئله‌فرض‌کنیم‌برای. ‌‌،       ‌

در‌این‌صورت‌واضح‌است‌که.‌باشد‌ آل‌چپ‌‌یک‌عضو‌دلخواه‌ایده‌ حال‌فرض‌کنیم‌
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0raو‌در‌نتیجه‌ (0)،‌‌بنابراین‌rI . ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌

‌ ‌قضایای‌ساختاری‌درباره ‌از ‌یکی ‌رده‌آل‌ایدهحال ‌تولید ‌به ‌منجر ‌که ‌ضعیف، ‌ایده‌های‌آرمنداریز ‌از های‌‌آل‌ای‌وسیع

‌.کنیم‌شود‌را‌بیان‌می‌آرمنداریز‌ضعیف‌می

آرمنداریز‌ضعیف‌است‌اگر‌و‌تنها‌اگر‌برای‌‌Iآل‌‌ایده.‌استRۀآلی‌از‌حلق‌ایده‌Iیک‌حلقه‌و‌Rفرض‌کنیم. 4ۀ قضی

‌n‌،nTهر (I)آلی‌آرمنداریز‌ضعیف‌باشد‌ایده‌.‌

‌‌.اثبات R[x]f(x)g(x)اگر l (I[x])آن‌‌‌ گاه
nT R[x] nf(x)g(x) l (T (I)[x])‌ ‌کنیم. ‌فرض ‌اگر آرمنداریز‌‌Iحال

i,‌ضعیف‌نباشد،‌پس jای‌موجود‌است‌که(R)i ja b I nil‌.از‌طرفی‌چونRۀزیرحلقnT (R)است،‌واضح‌است‌‌

)که‌ ) ( )nnil R nil T (R)‌.بنابراین‌(i j n na b T (I) nil T (R))که‌با‌آرمنداریز‌ضعیف‌بودن‌‌nT (I)تناقض‌دارد‌.‌
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‌ایده ‌نظر‌می‌Iآل‌بالعکس، ‌آرمنداریز‌ضعیف‌در ‌گیریم‌را nTدهیم‌‌نشان‌می. (I)آرمنداریز‌ضعیف‌است‌‌ فرض‌کنیم.
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.داریم‌‌ 0ABD ‌ 

های‌‌های‌یکسان‌و‌ساده‌کردن‌عبارت،‌درایه‌ها‌با‌درجه‌دیگر‌و‌جمع‌جمله‌در‌یک‌g(x)وf(x)ای‌با‌ضرب‌دو‌چندجمله‌

چنین‌با‌توجه‌به‌این‌‌هم.‌است‌R[x]ای‌خواهند‌بود‌که‌ضرایب‌آنها‌در‌صورت‌چندجمله‌ها‌به‌روی‌قطر‌اصلی‌ماتریس

توان‌مرتبه‌آن‌صفر‌گاه‌کل‌ماتریس‌به‌های‌روی‌قطر‌اصلی‌صفر‌شوند‌آن‌های‌بالامثلثی،‌اگر‌درایه‌مطلب‌که‌در‌ماتریس

‌.های‌قطر‌اصلی‌انجام‌دهیم‌شود،‌کافی‌است‌بررسی‌را‌فقط‌روی‌درایه‌می
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i,آرمنداریز‌ضعیف‌است،‌بنابراین‌برای‌هر‌Iحال‌چون‌ j1و‌هر‌‌ k n ‌،داریم:‌. ( )i j

k k k k Ra b N I‌

‌ hبنابراین‌برای‌هر

k kd I‌‌ ,و‌هر , ,h i j k‌ ،k

i j hM به‌‌ )که‌‌طوری‌وجود‌دارد ) 0
k
i jhMi j h

k k k k k ka b d ‌‌.

‌دهیم‌قرار‌می

{ 1 }k

i jhM Max M k n   ، 

‌mرو،‌از‌این n

i j h[(AB D ) ] بنابراین‌.‌0=
n ni jAB T (I) nil(T (R))و‌لذا‌‌

n
T (I)آرمنداریز‌ضعیف‌است‌.‌

را‌آبلی‌گوییم‌‌Rۀ‌از‌حلق‌Iآل‌چپ‌‌،‌ایده[1]‌بنابر.‌آن‌مرکزی‌باشد‌1خوانند‌هرگاه‌هر‌خودتوان‌می‌1را‌آبلی‌Rۀحلق

eازای‌هر‌خودتوان‌‌هرگاه‌به Rو‌هر‌‌r R‌،( )Rer re r I . 

‌.آل‌آرمنداریز،‌آبلی‌است‌هر‌ایده‌[ .‌1ۀ،‌نتیج[1]]‌.5 لم

1دو‌مدول-‌(R,R)وRۀحلق
R RMدر‌نظر‌می‌‌ R .گیریم‌را Mتوسیع‌بدیهی‌ ‌نماد‌‌Mۀوسیل‌به‌Rرا نامیم‌و‌با

T(R,M)= R Mکنیم‌صورت‌تعریف‌می‌‌دینها‌را‌ب‌دهیم‌و‌دو‌عمل‌جمع‌و‌ضرب‌آن‌نمایش‌می‌:‌

( )1 1 2 2 1 2 1 2(r ,m )+(r ,m ) r +r ,m +m  

                                                           
1. Abelian                     

2. Idempotent          
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 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

‌و‌

‌

‌

های‌‌همه‌ماتریس‌ۀبا‌حلق‌Mوسیله‌‌بهRتوسیع‌بدیهی‌،مذکورتعریف‌‌به‌توجه‌با
0

r m

r

 
 
 
rکه‌‌ Rو‌‌m M‌

‌.ریخت‌استیک

‌می ‌نشان ‌یک‌مثال ‌قسمت‌با ‌این ‌‌در ‌اگر ‌که ‌حلق‌ایده‌Iدهیم ‌آنRۀآل ‌ضعیف‌باشد، ‌است‌‌آرمنداریز ‌ممکن گاه

‌.آرمنداریز‌نباشد

4فرض‌کنیم .6 مثال 4( , )R Tو‌I Raکه‌در‌آن‌‌
0 2

0 0
a

 
  
 

‌ ‌به‌. ‌مثال‌[1]]بنا ،1.7]‌ ،Iآل‌‌ایده‌

‌آرمنداریز‌است ‌قضی. ‌با )5دهد‌نتیجه‌می‌‌0ۀاین‌همراه )T Iآرمنداریز‌ضعیف‌است‌‌ ‌می. )5کنیم‌که‌اینک‌ادعا )T I‌

)5بنابراین‌کافی‌است‌نشان‌دهیم‌که‌.‌آل‌چپ‌آرمنداریز‌آبلی‌است‌که‌هر‌ایدهبا‌توجه‌به‌این.‌آرمنداریز‌نیست )T I‌

‌فرض‌کنیم‌.‌آبلی‌نیست
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2Eدر‌این‌صورت‌ Eو‌ .Ek kE k زیرا‌‌
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)پس 05Ek - kE)T (I) ‌.5بنابراین‌T (I)5نتیجه‌آل‌چپ‌آبلی‌نیست‌و‌در‌ایده‌T (I)آل‌چپ‌آرمنداریز‌نیست‌ایده‌.‌

4فرض‌کنیم‌ .7ۀ نتیج 4( , )R T‌.5ۀدر‌این‌صورت‌حلق( )T Rآرمنداریز‌نیست‌‌.‌

‌اثبات ‌[1]]بنابر. ‌گزاره ‌ایده[1.2، ‌هر ،‌‌ ‌چپ ‌حلقI آل ‌از ‌استRآرمنداریزۀ ‌آرمنداریز ،‌ ‌مثال‌هم. ‌بنابر ،‌2 چنین

5( )T R‌5رو،‌از‌این،‌ستآل‌چپ‌آرمنداریز‌نی‌ایده‌( )T Rای‌آرمنداریز‌نیست‌حلقه‌.‌

‌نتیج ‌که ‌کنیم ‌توجه ‌مثال‌7ۀ ‌می‌2و ‌نشان ‌یک‌ایده‌، ‌که ‌حلقه‌دهند ‌که ‌دارد ‌ضعیف‌وجود اش‌‌آل‌چپ‌آرمنداریز

‌.را‌اثبات‌کرد‌ توان‌مثال‌‌می‌‌2با‌روش‌مشابه‌برای‌مثال.‌آرمنداریز‌نیست

0Iآل‌چپ‌آرمنداریز‌‌برای‌هر‌ایده‌.8 مثال ۀاز‌حلق‌R،(I)nTآل‌چپ‌آرمنداریز‌ضعیف‌است‌که‌آرمنداریز‌‌ایده‌

‌.نیست

آل‌چپ‌‌دهیم‌ایده‌،‌نشان‌می‌7ۀدر‌گزار.‌آرمنداریز،‌آرمنداریز‌است‌ۀآل‌چپ‌از‌یک‌حلق‌،‌هر‌ایده[‌1.2ۀ،‌گزار[1]]بنا‌بر‌

‌.‌آرمنداریز،‌آرمنداریز‌ضعیف‌است-ی‌یک‌حلقه

‌.‌آل‌چپ‌از‌آن‌آرمنداریز‌ضعیف‌است‌گاه‌هر‌ایده‌آرمنداریز‌باشد،‌آن-ۀ‌یک‌حلقRاگر‌. 1ۀ گزار

‌یک‌حلقRفرض‌کنیم‌.اثبات ‌-ۀ ‌و ‌باشد‌Rآل‌چپ‌از‌یک‌ایده‌Iآرمنداریز فرض‌کنیم.
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‌( ) 0 (R[x])f(x)g(x)h x nil ‌‌ 0که 1c c c p

ph(x) x x I[x]    ‌ .‌ ‌Rزیراحال ،-آرمنداریز 

)است،‌داریم‌ )i j ka b c nil Rبرای‌هر‌‌, ,i j kرو،‌از‌اینو‌‌( )i ja b I nil R‌‌.رو‌‌ازاین(I)i j Ra b Nو‌لذا‌‌

‌.‌نتیجه‌حاصل‌است

)5دهیم‌که‌نشان‌می‌11در‌مثال‌‌‌‌‌‌ )Tکه‌آرمنداریز‌نیست آل‌چپ‌آرمنداریز‌ضعیف‌است‌ایده،‌دارای‌‌.‌

5های‌بالا‌مثلثی‌‌ماتریس‌ۀحلق‌.حوزه‌اعداد‌صحیح‌باشد‌فرض‌کنیم‌ .91 مثال 5گیریم‌نظر‌می‌را‌در‌روی‌‌.

،‌‌[‌1.0ۀ،‌قضی[ ]]‌رو،‌از‌این.‌آرمنداریز‌است-آرمنداریز‌است‌در‌نتیجه‌‌ای‌کاهشی‌است‌بنابراین‌حلقه‌چون

)5دهد‌که‌نتیجه‌می )T‌،-دهیم‌حال‌قرار‌می.‌آرمنداریز‌است:‌‌
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‌های‌ریاضی‌‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌1011بهار‌،‌1،‌شماره‌7جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌946
 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

)5ۀ‌آل‌چپ‌از‌حلق‌یک‌ایده‌Mچون‌ )Tپس‌گزار‌‌ ‌است، آل‌چپ‌آرمنداریز‌‌یک‌ایده‌Mدهد‌که‌‌نتیجه‌می‌7ۀ

 توان‌دید‌که‌ماتریس‌وضوح‌می‌به.‌آرمنداریز‌نیست‌Mدهیم‌که‌‌اینک‌نشان‌می.‌ضعیف‌است

0 0 0 0 0

0 1 1 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

e

 
 
 
 
 
 
 
 

 

‌خود‌توان‌است‌و‌این‌در‌حالی‌است‌که‌برای‌ماتریس‌

0 0 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

f

 
 
 
 
 
 
 
 

 

efداریم‌ fe f 0و‌‌fM ‌.آل‌‌پس‌ثابت‌شد‌که‌ایدهMآبلی‌نیست‌و‌درنتیجه‌آرمنداریز‌نیست‌.‌

 .‌آل‌چپ‌آرمنداریز‌است‌نیز‌ایده‌I[x]گاه‌‌آل‌چپ‌آرمنداریز‌باشد،‌آن‌ایده‌M،‌اگر‌[ .‌1ۀ،‌گزار[1]]بنا‌بر‌

2nبرای‌‌T(R,n)ۀ،‌حلقRۀبرای‌هر‌حلق های‌بالا‌مثلثی‌ماتریس‌ۀای‌از‌حلق‌زیرحلقه‌nT (R)صورت‌‌‌دیناست،‌ب‌

‌.شود‌تعریف‌می

0 1 2 1

0 1 2

0

1

0

0

0 0 .

0 0 0

n n

n

i

a a a a

a a a

T(R,n) a a R

a

a

 



  
  
  
 
   
  
  
    

 

0صورت‌‌را‌به‌T(R,n)توان‌عناصر‌‌برای‌راحتی‌کار‌می‌ 1( ,..., )na a گاه‌‌نمایش‌داده‌آن‌T(R,n)با‌جمع‌‌

‌و‌ضرب‌‌1نقطه‌به‌نقطه

0 1 0 1 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0( ,..., )( ,..., ) (a b ,a b a b ,...,a b a b )n n n na a b b        

‌از‌طرف‌دیگر‌نگاشت.‌یک‌حلقه‌است‌‌

[x]
:

n

R
T(R,n)

x
 

 
 

1که‌طوری

0 1 1 0 1 1( ) ( , ,..., )n

n na a x a x a a a 

    برای‌‌ ia R1و‌ 1i n  ای‌‌‌حلقه ریختی،‌یک

‌رو،‌از‌این.‌است
[x]
n

R
T(R,n)

x

 

nx،‌جایی‌که وسیلۀ‌بهآل‌تولید‌شده‌‌ایده‌nxهای‌‌ای‌چندجملهۀ‌در‌حلق‌

R[x]در‌ادامه‌مورد‌نیاز‌است‌11نتیجه‌.‌است‌‌.‌

‌[7]] .99 لم ‌لم ‌حلق[1.1، ‌مثبت‌Rۀ، ‌و ‌صحیح ‌عدد ‌که‌nو 2nرا می‌‌ ‌نظر ‌در ‌گیریم‌است، ‌کنیم‌. فرض

0 1,..., nI I 
1iکه‌طوری‌باشند‌به‌Rهایی‌در‌آل‌ایده‌ iI I برای‌هر‌‌،i0که‌‌ 2i n  ‌.در‌این‌صورت‌

                                                           
1. Pointwise 
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0 1 2 1

0 1 2

0

1

0

0

0 0 , 0,..., 1

0 0 0

n

n

i i

a a a a

a a a

J a a I i n

a

a





  
  
  
 
     
  
  
    

 

آل‌از‌‌یک‌ایده
[x]
n

R

x 
‌.‌است‌

‌.را‌نیز‌اثبات‌کرد‌‌11توان‌مثال‌،‌می0ۀ‌در‌اثبات‌قضیشده‌با‌روشی‌مشابه‌روش‌استفاده‌

اگر‌ .92 مثال
0Iگاه‌آل‌چپ‌آرمنداریز‌ضعیف‌باشد،‌آن‌یک‌ایده‌Jنیز‌آرمنداریز‌ضعیف‌است‌.‌

های‌ای‌چندجمله‌برای‌هرگاه‌گوییم‌ضعیف‌آرمنداریز‌راRۀحلق‌یک‌وضوح،‌به
0

(x)
m

i

i

i

f a x


و‌
0

g(x)
n

j

j

j

b x


‌

i(R)،‌نتیجه‌شود‌f(x)g(x)=0که‌طوری‌بهR[x]ۀدر‌حلق j Ra b Nبرای‌هر‌‌،,i jثابت[‌‌11ۀ،‌قضی[0]]،‌در‌‌‌

و‌‌Iآل‌کاهشی‌دلخواه‌و‌برای‌ایده‌Rاگر شده‌که
R

I
‌.ای‌آرمنداریز‌است‌حلقه‌Rگاه‌‌ای‌آرمنداریز‌باشد،‌آن‌حلقه‌

،‌Iکه‌طوری‌به‌Rغیرآرمنداریز‌ۀ‌،‌مثالی‌از‌یک‌حلق[10،‌مثال‌[ ]]در‌
R

I
‌Iآرمنداریز‌هستند‌ارائه‌شده‌است،‌که‌

‌.‌آرمنداریز‌بدون‌همانی‌در‌نظر‌گرفته‌شدۀ‌عنوان‌یک‌حلق‌به

‌:نتیجه‌را‌برای‌حالت‌آرمنداریز‌ضعیف‌داریماین‌حال‌

‌وRفرض‌کنیم .93ۀ قضی ‌از‌ایده‌Iحلقه ‌باشد‌Rآلی ‌‌ایده‌Iاگر. ‌ضعیف‌و  آلی‌آرمنداریز
R

I
ای‌آرمنداریز‌‌حلقه

‌.ای‌آرمنداریز‌ضعیف‌است‌حلقه‌Rگاه‌‌ضعیف‌باشد،‌آن

فرض‌کنیم‌.‌اثبات
0

(x)
m

i

i

i

f a x


و‌‌
0

g(x)
n

j

j

j

b x


اعضای‌R[x]که‌‌طوری‌باشند‌به‌f(x)g(x)=0‌،‌

توجه‌کنید‌در‌
R

[x]
I

 
 
 
‌:داریم‌‌

0 0

0
m n

i j
i j

i j

a x b x
 

  
  

  
   

‌این ‌از ‌‌بنابراین که
R

I
‌‌حلقه‌ ‌هر ‌برای ‌است، ‌ضعیف ‌آرمنداریز rای R‌ ،ijrn به‌‌ ‌دارد که‌‌طوری‌وجود

  ijrn

i ja b r I‌.چونIآلی‌از‌‌ایده‌ R‌،رو،‌از‌ایناست  ijn

i jr a b r I‌.از‌طرفی‌چونIآرمنداریز‌ضعیف‌است‌‌

i پس j Ra b N (I)ویژه‌هب‌    
1

( )
ij ijn n

i j i j i ja b r a b r a b r nil R


 پس‌ ، ( )i ja b nil Rهر‌‌ برای

,i jو‌هر‌r R‌.یعنی( )i j Ra b N Rرو،‌از‌اینو‌‌Rآرمنداریز‌ضعیف‌است‌.‌

آرمنداریز‌ضعیف‌‌ۀدهند‌هر‌حلق‌هایی‌است‌که‌نشان‌می‌دهیم‌که‌پایه‌و‌اساس‌ساختن‌مثال‌جا‌مثالی‌را‌ارائه‌می‌در‌این

‌.لزوماً‌آرمنداریز‌نیست

nTۀ‌حلق[‌1،‌مثال‌[ ]]گاه‌بنا‌بر‌‌ای‌آرمنداریز‌باشد،‌آن‌حلقهRاگر .94 مثال (R)آرمنداریز‌نیست‌ولی‌با‌توجه‌به‌‌

nTۀ‌،‌واضح‌است‌که‌حلق0 ۀقضی (R)آرمنداریز‌ضعیف‌است‌.‌
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 جایی ضعیف جابهآل نیم ایده
‌حلقI آل‌ایده .95 تعریف ‌نیمRۀاز ‌می‌جابه‌را ‌درصورتی‌جایی ‌‌نامند ‌هر ‌برای a,که b Rاگر‌ ،,a b Iآن‌ گاه‌‌،

aRb I‌ ‌[1]بنابر‌. ،(I)Rrنیم‌‌ ‌‌نامند‌درصورتی‌جایی‌می‌جابه‌را a,که‌برای‌هر b R‌ ‌اگر ،, (I)Ra b rگاه‌‌آن‌

(I)RaRb r.‌

a,که‌برای‌هر‌درصورتینامیم‌‌جایی‌ضعیف‌می‌جابه‌را‌نیمRۀ‌از‌حلقI آل‌ایده .96 تعریف b Rاگر‌‌،(I)Rab r‌،

)گاه‌‌آن )Ra R b N I‌.‌

‌Rr(I)چنین‌اگر‌‌هم.‌جایی‌است‌جابه‌نیم‌Rr(I)گاه‌‌جایی‌ضعیف‌باشد،‌آن‌جابه‌نیم‌Iکاهشی‌وۀ‌حلق‌Rروشنی،‌اگر‌‌به

‌.جایی‌ضعیف‌است‌جابه‌نیم‌Iگاه‌‌جایی‌باشد،‌آن‌جابه‌نیم

.‌جایی‌هستند‌جابه‌نیم‌Rr(I)گاه‌‌جایی‌ضعیف‌باشد،‌آن‌جابه‌نیم‌‌آل‌ایدهIحال‌ممکن‌است‌این‌سؤال‌پیش‌آید‌که‌اگر

‌.دهد‌که‌این‌مطلب‌برقرار‌نیست‌اما‌مثال‌بعدی‌نشان‌می

‌فرض‌کنیم‌ .97 مثال

12 13 14 15

23 24 25

34 35

45

0

0 0

0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0 0

ij

a a a a

a a a

J aa a

a

  
  
   
   
  
  
    

 

)5ۀ‌آل‌از‌حلق‌یک‌ایده )T5،‌[1.1،‌مثال‌[2]]بنا‌بر‌.‌باشد‌( )Tجایی‌ضعیف‌است‌و‌درنتیجه‌واضح‌است‌‌جابه‌نیم‌

)دهیم‌‌حال‌نشان‌می.‌جایی‌ضعیف‌است‌جابه‌نیم‌Jکه ) (J)
nT Rrواضح‌است‌.‌جایی‌نیست‌هجاب‌نیم‌‌

( )

0 1 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 (J)0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

nT Rr

  
  
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  
  
  
  

 

‌و‌این‌در‌حالی‌است‌که‌

0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

     
     
     
     
     
     
     
     

 

‌چنین‌‌‌و‌هم‌

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0.0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

  
  
  
   
  
  
  
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‌بنابراین‌

5 ( )

0 0 0 1 0

0 0 0 0 0

( ),0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

Tr J

 
 
 
 
 
 
 
 

 

)دهد‌که‌و‌این‌نتیجه‌می ) (J)
nT Rrجایی‌نیست‌جابه‌نیم‌.‌

،‌ 1ۀ‌در‌قضی
0Iو‌‌Jهستند‌1.11های‌ذکرشده‌در‌لم‌‌آل‌همان‌ایده‌.‌

اگر‌ .98ۀ قضی
0Iگاه‌جایی‌ضعیف‌باشد،‌آن‌جابه‌نیم‌Jجایی‌ضعیف‌است‌جابه‌نیز‌نیم‌.‌

‌فرض‌کنیم‌.‌اثبات

0 1 2 1 0 1 2 1

0 1 2 0 1 2

0 0

0 0
, (R,n)

0 0 0 0 0 0

n n

n n

a a a a b b b b

a a a b b b
A B T

a b

 

 

   
   
     
   
   
   

 

T(R,n)ABکه‌‌طوری‌به r (J)‌.0در‌این‌صورت‌ABJ 0نتیجه‌‌و‌در‌ 0 0 0a b I ‌.چون‌
0Iجایی‌ضعیف‌‌جابه‌نیم‌

0است،‌پس‌ 0 0(I )Ra cb Nبرای‌هر‌Rc.‌

‌کنیم‌اینک‌فرض‌

0 1 2 1

0 1 2

0

0

0 0 0

n

n

c c c c

c c c
C

c





 
 
 
 
 
 

 

‌در‌این‌صورت‌.‌باشد‌T(R,n)یک‌عضو‌دلخواه‌در‌

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0

0 0

0 0 0

a c b I

a c b I

ACBJ a c b I
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ACBJنتیجه‌‌و‌در nil(T(R,n))بنابراین‌‌Jجایی‌ضعیف‌است‌جابه‌نیم‌.‌

1گاه‌‌جایی‌باشد،‌آن‌جابه‌نیم‌‌Rr(I)،‌اگر[1. ،‌گزاره‌[1]]بنا‌بر‌

1( I)
R

r 




جایی‌است‌جابه‌نیم‌‌.‌

‌‌Rۀطرفه‌از‌حلق‌آل‌یک‌یک‌ایده‌Iفرض‌کنیم .91ۀ گزار ‌عناصر‌منظم‌1زیرمجموعه‌بسته‌ضربی‌و ‌متشکل‌از ،

‌باشد‌Rۀ‌حلق‌1مرکزی 1جایی‌باشد،‌در‌این‌صورت‌‌جابه‌نیم‌Iاگر. I1ۀ‌آل‌چپی‌از‌حلق‌عنوان‌ایده‌به‌Rنیز‌‌

‌.‌جایی‌ضعیف‌است‌جابه‌نیم

1vفرض‌کنیم‌‌.اثبات b 1و‌u a  u,که‌‌  vو‌‌,ba R1ۀ‌دو‌عضو‌در‌حلق‌Rکه‌‌طوری‌باشند‌به‌

1

1. ( I)
R

r  




 ‌.دهد‌نتیجه‌می‌است،‌مرکزی‌‌‌∆این‌همراه‌با‌این‌واقعیت‌که‌اعضای‌:‌

                                                           
1. Multiplicatively closed subset 
2. Central regular elements 
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‌های‌ریاضی‌‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌1011بهار‌،‌1،‌شماره‌7جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌951
 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

1 1 1 1 1 1(    ) 0I u av b I uv ab I             
‌0abداریمو‌بنابراین‌ I ‌.چوناز‌طرفی‌‌Iجایی‌ضعیف‌است،‌پس‌جابه‌نیم‌(I)Rarb Nبرای‌هر‌‌r R‌.در‌

iنتیجه‌برای‌هر Iعدد‌صحیح‌و‌مثبتی‌مانند‌‌،m که‌‌طوری‌وجود‌دارد‌به‌  0
m

iarb ‌.حال‌فرض‌کنیم‌
1w r که‌‌wو‌‌r R‌.چون‌مشمول‌مرکز‌Rاست،‌پس‌‌‌

     1 1 1( ) 0
m mm

i iarb wuv       

iکه‌در‌آن‌ I1و‌‌  ‌.1بنابراین‌I nil(R) ‌1رو،‌از‌اینو‌‌Iجایی‌ضعیف‌است‌جابه‌نیم‌.‌
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