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Introduction 

Let 𝑝(𝑥, 𝜁) be the set of parametric probability distribution with parameter 𝜁 =

[𝜁1, … , 𝜁𝑛] ∊ ℝ𝑛. This set is called a statistical model or manifold. The distance between 

two points is measured by the Fisher metric. In general, statistical manifolds are 

Riemannian manifolds of distributions endowed with the Fisher information metric.  

 On the other hand, one of the most important structures on odd dimensional Riemannian 

manifolds is the almost contact structure. Recently, statistical manifolds equipped with 

almost contact structures are studied by many authors. In this paper, we introduce 

statistical almost contact-like and statistical cosymplectic manifolds on a Riemannian 

manifold. We recall the basic definitions and define statistical cosymplectic manifolds 

and their invariant submanifolds. We prove that an invariant submanifold of a statistical 

cosymplectic manifold with tangent structure vector field is a cosymplectic and minimal-

like submanifold. Also, we prove if the structure vector field be normal to the 

submanifold then the submanifold is a statistical Keahler-like manifold. Finally, we 

construct two examples to illustrate some results of the paper. 

Statistical almost contact-like manifolds 

Let (�̅�, 𝑔) be a Riemannian manifold with the Levi-Civita connection ∇̂. (�̅�, 𝑔) is called 

a statistical manifold if there exists an affine and torsion free connection ∇̅ such that for 

all U, V, W ∊ τ(�̅�) 

(�̅�𝑈𝑔)(𝑉, 𝑊) = (�̅�𝑉𝑔)(𝑈, 𝑊). 

 

Moreover, an affine and torsion free connection ∇̅∗ is called a dual connection with 

respect to 𝑔, if  

𝑈𝑔(𝑉, 𝑊) = 𝑔(�̅�𝑈𝑉, 𝑊) + 𝑔(𝑉, ∇̅∗
𝑈

 
𝑊). 

An almost contact manifold  (�̅�, 𝜑, 𝜉, 𝜂) with Riemannian metric 𝑔 is an almost contact-

like manifold if it has another (1,1)-tensor field 𝜑∗ satisfying 
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𝑔(φ𝑈, 𝑉) = −𝑔(𝑈, 𝜑∗𝑉),              𝑔(𝑈, 𝜉) =  𝜂(𝑈). 

Let (�̅�, 𝜑, 𝜉, 𝜂) be an almost contact-like manifold, then for all U, V ∊ τ(�̅�) the 

following relations hold 

𝑔(φ𝑈, 𝜑∗𝑉) = 𝑔(𝑈, 𝑉) −  𝜂(𝑈)𝜂(𝑉), 𝜑∗2𝑈 = −𝑈 + 𝜂(𝑈)𝜉. 

Definition. An almost contact-like manifold (�̅�, ∇̅, 𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔) with statistical structure 

(∇̅, 𝑔) is a statistical almost contact-like manifold. Moreover, (�̅�, ∇̅, 𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔) is called 

a statistical cosymplectic manifold if  

(∇̅𝑈𝜑)𝑉 = 0. 

𝑀 is an invariant submanifold of a statistical cosymplectic manifold 

(�̅�, ∇̅, 𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔), if for all 𝑈 ∊ 𝜏(𝑀) we have 𝜑𝑈 ∊ 𝜏(𝑀), 𝜑∗𝑈 ∊ 𝜏(𝑀). 

Submanifolds of statistical cosymplectic manifolds  

We show that the manifold (�̅�, ∇̅, 𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔) is a statistical cosymplectic manifold if and 

only if (�̅�, ∇̅∗, 𝜑∗, 𝜉, 𝜂, 𝑔) is a statistical cosymplectic manifold. Moreover we prove the 

following theorems.  

Theorem. Any invariant submanifold of a statistical cosymplectic manifold with tangent 

structure vector field  𝜉, is a statistical cosymplectic and  minimal-like submanifold. 

Theorem.  Let 𝑀 be a submanifold of statistical cosymplectic manifold (�̅�, ∇̅, 𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔) 

such that the structure vector field 𝜉 is normal to 𝑀. Then for any vector field 𝑈 ∊ 𝜏(𝑀) 

we have 

𝐴∗
𝜉𝑈 = 0,      ∇⊥

𝑈𝜉 = 𝜂(∇̅𝑈𝜉)𝜉.  

Theorem.  Let (�̅�, ∇̅, 𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔) be a statistical cosymplectic manifold. If 𝑀 is a 

submanifold of �̅� and the structure vector field 𝜉 is normal to 𝑀 then 

𝑅⊥(𝑈, 𝑉)𝜉 = 0,        ∀𝑈, 𝑉 ∊ 𝜏(𝑀). 

Theorem. Let 𝑀 be an invariant submanifold of statistical cosymplectic manifold 

(�̅�, ∇̅, 𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔) and 𝜉 is normal to 𝑀. Then 𝑀 is a statistical Keahler-like manifold. 

Conclusion 

We introduce statistical cosymplectic manifolds and investigate some properties of their 

tensors. We define invariant and anti-invariant submanifolds and study invariant 

submanifolds with normal and tangent structure vector fields. We prove that an invariant 

submanifold of a statistical cosymplectic manifold with tangent structure vector field is 

a cosymplectic and minimal-like submanifold. Also we show if the structure vector field 

is normal to the submanifold then that is a statistical Keahler-like manifold 

 

How to cite: Kazemi, M., Salahvarzi, Sh; (2022) Statistical Cosymplectic manifolds and their submanifolds. 
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 های کلیدی: واژه

  ،آماری منیفلد

 ، تافتههم-دو ساختار

 .آماری کیلری-شبه منیفلد 

 

 

 

 رهایتانسو خواص از برخی و کرده تعریف را آماری تافتةهم-دو و خاص تماسی تقریبا منیفلدهای مقاله این در

 یدانم با پایا زیرمنیفلدهای مطالعة به پایا،-پاد و پایا زیرمنیفلدهای معرفی ضمن. نماییممی بررسی را هاآن

 تافتةهم-دو منیفلد یک پایای زیرمنیفلد هر کنیممی ثابت ویژه به. پردازیممی نرمال و مماس ساختاری برداری

 ساختاری برداری میدان اگر و است مینیمال شبه و آماری همتافته-دو مماس، ساختاری برداری میدان با آماری

 در را وقف موارد درستی بدیهی، غیر مثالی باساختن علاوه به. است آماری کیلری-شبه زیرمنیفلد باشد، نرمال

 .دهیممی نشان آن

 .1-19(، 2) 0، های ریاضیپژوهش. آنها زیرمنیفلدهای و آماری تافتةهم-دو منیفلدهای (.1481)ورزی، شیوا؛ سلاح ؛محمدباقر، کاظمی: استناد

                  

نویسندگان. ©                                                                                                                                           خوارزمیناشر: دانشگاه   
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 مقدمه .1

یل دیفرانس ةترین مفاهیمی است که بین دو شاخه مهم از علوم یعنی هندسیکی از جدیدترین و جالب 1اطلاع ةهندس

د کنی است. فرض 2یآماراطلاع نیز منیفلد  ةهندس ةو آمار و احتمالات به وجود آمده است. عنصر اصلی نظری

𝑝(𝑥, 𝜁)های احتمال باشد که پارامتر ای پارامتریک از توزیعگردایه𝜁 = [𝜁1, … , 𝜁𝑛] ∊ ℝ𝑛 ای است. چنین مجموعه

در حقیقت منیفلد آماری فضایی است که نقاط آن توزیع  دهد.ا منیفلد آماری را تشکیل مییک مدل ی

,𝑝(𝑥 احتمال 𝜁)منیفلد به صورت ذاتی متری وجود ندارد )در نتیجه صحبت از فاصله . در حالت کلی بر روی یکاست 

توجه به تعریفشان به شکل ذاتی دارای متری هستند که نی است(. اما منیفلدهای آماری بااول بی مع ةدر وهل ةدو نقط

لیل توان تحر میشود. در نتیجه به کمک این متدهد و متر فیشر یا متر اطلاع نامیده میتشکیل یک متر ریمانی می

های احتمال داشت و مفاهیمی مانند فاصله،حجم، انحنا، انتقال موازی، ژئودزی و ... را بررسی بیشتر و بهتری از توزیع

اطلاع به کمک ابزارهای فوق، موجب کاربردهای آن در پردازش  ةهای هندس. به این ترتیب قدرت و توانایی روشکرد

 .تخمین و ... شده است ةریسمان، نظری ةروپی، نظریها، آنتتصویر، پردازش سیگنال

,𝑋)جبری روی فضای اندازه -سیگما 𝐵و  ℝزیرمجموعه ای از  Xکنید فرض  𝐵) ی توانیاست. مجموعه𝜌(X)  از

 گیریمهای احتمال را به صورت زیر در نظر میتوزیع

𝜌(X) = {𝑝(X): X → ℝ |x ∊ X, 𝑝(x) ≥ 0, ∫ 𝑝(𝑥)𝑑𝑥 = 1
𝑋

}. 

 [1] شودمی، یک مدل یا منیفلد آماری به صورت زیر تعریف 𝑝و توزیع احتمال  Uℝ𝑛ی باز به ازای مجموعه

M̅ ≔ {𝑝(𝑥; 𝜁) ∊ 𝜌(𝑋)|𝜁 = [𝜁1, … , 𝜁𝑛] ∊ U}. 

 های با درایه𝑔ماتریس متقارن و مثبت معین 

𝑔ij= ∫ (
∂

∂𝜁𝑖
𝑙𝑜𝑔𝑝(𝑥; 𝜁)) (

∂

∂𝜁𝑗
𝑙𝑜𝑔𝑝(𝑥; 𝜁)) 𝑝(𝑥; 𝜁)𝑑𝑥

𝑋

 

,M̅)شود و متر فیشر نامیده می 𝑔) دهد. در بخش بعدی، این منیفلدها را از نقطه نظر یک منیفلد ریمانی می تشکیل

 .کنیمدیفرانسیل بیشتر بررسی خواهیم کرد و در اینجا فقط به یک مثال از این منیفلدها اشاره می ةهندس

𝜇𝑖 ،𝑖های توزیع گاوسی چند متغیره با میانگین = 1, … , 𝑛  و واریانس𝜎2 ریدرا به صورت زیر در نظر بگی 

                                                           

1Information geometry                                                             

Statistical manifold2 
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𝑝(𝑥|𝜇, 𝜎) =
1

√2𝜋𝜎
exp (−

1

2𝜎2
∑ (𝑥𝑖 − 𝜇𝑖)

2
)

𝑛

𝑖=1
 

,M̅)بر اساس تعریف فوق،  𝑔) شود، یک منیفلد آماری ها تشکیل میکه با این توزیع𝑛 + ζبعدی با مختصات  1 =

(𝜇1, … , 𝜇𝑛, 𝜎2) .است 

 است. 3تقریبا تماسی، ساختار وجود داردکی از ساختارهای مهمی که بر روی منیفلدهای با بعد فرد از سوی دیگر، ی

ای بر روی این منیفلدها انجام با توجه به کاربرد این دسته از منیفلدها در فیزیک و مکانیک، امروزه مطالعات گسترده

مورد مطالعه قرار  [5،4] شده است. اخیرا منیفلدهای آماری که مجهز به ساختار تقریبا تماسی ساساکی باشند در مقالات

-ود خاص و منیفلدهای آماری که دارای ساختار تقریبا تماسی است. ما دراین مقاله شده حاصلگرفته و نتایج جالبی 

 تافتهمه-پذیری توزیع افقی و دوها از جمله انتگرالبرخی خواص آن اثباتنماییم. سپس به هستند را معرفی می 5تافتهمه

 در شرایطیرا این دسته از منیفلدها  پایای زیرمنیفلدهایپردازیم. در ادامه ویژگی می∗𝜑 یتانسورمیدان بودن منیفلد با 

در پایان نیز دو مثال از این منیفلدها را  نماییم.بررسی می را ها باشد که میدان برداری ساختاری مماس یا نرمال بر آن

 دهیم.ارائه می

 

 تقریبا تماسی خاص آماریمنیفلدهای . 2

,�̅�)فرض کنید        𝑔) های برداری هموار روی میدان ةهم ةباشد. مجموع̂∇4چویتای-یک منیفلد ریمانی با التصاق لوی

�̅�  راباτ(�̅�) دهیم.نشان می 

,�̅�)منیفلد ریمانی  𝑔) باشد به̅∇شود هرگاه مجهز به یک التصاق آفین و آزادتابنامیده می [1]منیفلد آماری  یک 

,Uکه برای هرطوری V, W ∊ τ(�̅�) 

(1)(�̅�𝑈𝑔)(𝑉, 𝑊) = (�̅�𝑉𝑔)(𝑈, 𝑊). 

 وجود دارد که ∗̅∇ر روی منیفلد آماری، التصاق آفین و آزادتابب

(2)𝑈𝑔(𝑉, 𝑊) = 𝑔(�̅�𝑈𝑉, 𝑊) + 𝑔(𝑉, �̅�∗𝑊). 

                                                           

structure Almost contact 3 

  Cosymplectic4 
Civita connection -Levi5 
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∗(∗̅∇)همچنین  = =̂∇شود که ثابت می (2ی )بطهو را 𝑔با متر  ̂∇از سازگاری . [3]کندصدق می (1)نیز در ∗̅∇و ̅∇

1

2
(∇̅ + 𝐾𝑈𝑉، به صورت 𝐾 تانسوری-(2،1میدان)همچنین  .(∗̅∇ = �̅�𝑈𝑉 − �̂�𝑈𝑉شودتعریف می. 

 یکی از ساختارهای مهم بر روی یک منیفلد ریمانی ساختار تقریبا تماسی است. از طرفی  

 وجود داشته باشد به طوری که �̅� روی منیفلد ηفرمی -1و  ξمیدان برداری ، φتانسوری -(1،1)میدان  اگر

(3)𝜑2 = −𝐼 + 𝜂 ⊗ 𝜉,         𝜂(𝜉) = 1                                           

,�̅�)در این صورت  𝜑, 𝜉, 𝜂)[7] نامندرا منیفلد تقریبا تماسی می . 

,�̅�)منیفلد تقریبا تماسی .1،2تعریف  𝜑, 𝜉, 𝜂) مجهز به متر ریمانی 𝑔 مانند  یتانسوری دیگر-(1،1)که دارای میدان

𝜑∗ برای هر هرگاه نامیمد تقریبا تماسی خاص میباشد را منیفلU, V ∊ τ(�̅�) ط زیر صدق کندایدر شر 

(4) 𝑔(φ𝑈, 𝑉) = −𝑔(𝑈, 𝜑∗𝑉),                                                     

(6                                                           )𝑔(𝑈, 𝜉) =  𝜂(𝑈). 

,�̅�)د تقریبا تماسی خاصمنیفلبر روی  .1،2 ةقضی 𝜑, 𝜉, 𝜂)،  برای هرU, V ∊ τ(�̅�) روابط زیر برقرار است 

                 𝑔(φ𝑈, 𝜑∗𝑉) = 𝑔(𝑈, 𝑉) −  𝜂(𝑈)𝜂(𝑉), 

𝜑∗2𝑈 = −𝑈 + 𝜂(𝑈)𝜉. 

,𝜑)جا کهآناز  برهان. 𝜉, 𝜂)   با قرار دادن ( 4) ةدر رابطتقریبا تماسی استφ𝑈 جای ه ب𝑈داریم 

(7)                  𝑔(φ𝑈, 𝜑∗𝑉) = −𝑔(𝜑2𝑈, 𝑉) = 𝑔(𝑈, 𝑉) −  𝜂(𝑈)𝜂(𝑉).                   

 گیریمنتیجه می( 7و )( 6) یها( و با استفاده از رابطه4) ةدر رابط𝑉جایه ب 𝜑∗𝑉با قرار دادن 

𝑔(𝑈, 𝜑∗2𝑉) = −𝑔(φ𝑈, 𝜑∗𝑉) = 𝑔(𝜑2𝑈, 𝑉) = 𝑔(−𝑈 +  𝜂(𝑈)𝜉, 𝑉)

= 𝑔(−𝑈, 𝑉) + 𝑔(𝑈, 𝜉)𝜂(𝑉) = 𝑔(𝑈, −𝑉 + 𝜂(𝑉)𝜉). 

𝜑∗2𝑉بنابراین  = −𝑉 + 𝜂(𝑉)𝜉.□ 

 توان نشان دادمیمستقیم  ةبا محاسب تقریبا تماسیهمانند حالت 

𝜂𝑜𝜑∗ = 0,               𝜑∗(𝜉) = 0, 

 شودبه صورت زیر تعریف می�̅�روی نیز Φتانسوری –(2،0)میدان علاوه به

𝛷(𝑈, 𝑉) = 𝑔(𝜑𝑈, 𝑉). 

,�̅�)منیفلد تقریبا تماسی خاص.2،2تعریف  ∇̅, 𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔)  که(∇̅, 𝑔)  یک ساختار آماری روی�̅�  است را منیفلد

 گوییم.آماری می خاص تماسی تقریباً
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,�̅�)آماری  خاص منیفلدتقریباتماسیبه علاوه  ∇̅, 𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔) آماری گوییم هرگاه  ةتافتهم -را یک منیفلد دو 

(8)(∇̅𝑈𝜑)𝑉 = 0. 

𝑉با قرار دادن  = 𝜉 ی بالا و اثر دادن در رابطهφ روی آن خواهیم داشت 

(9)∇̅𝑈𝜉 = 𝜂(∇̅𝑈𝜉)𝜉. 

,�̅�)هرمیتی آماری -شبهمنیفلد تقریبا  [4] .022تعریف  𝑔) باشد که یک منیفلد آماری با ساختار تقریبا مختلط می

,𝑈است و برای هر  ∗𝐽تانسوری دیگر مانند -(1،1)دارای میدان  𝑉 ∊ τ(M̅)  کنددر روابط زیر صدق می 

𝐽2 =  𝐽∗2 = −𝐼,        𝑔( 𝐽𝑈, 𝑉) = −𝑔(𝑈, 𝐽∗𝑉). 

𝑉(𝑈 𝐽̅∇)اگر  = ,�̅�)گاه ، آن0 ∇̅, 𝐽, 𝑔)  نامند. آماری می 6کیلری-شبهرا منیفلد 

,�̅�)فرض کنید   ∇̅, 𝑔)  یک منیفلد آماری و𝑀  زیر منیفلدی از آن باشد. متر القایی از�̅�  روی𝑀  را نیز با𝑔  نشان

 شودبه صورت زیر بیان می ∗∇و  ∇های دهیم. فرمول گاوس برای التصاقمی

(11)   ∇̅𝑈𝑉 = ∇𝑈𝑉 + ℎ(𝑈, 𝑉),                                                             

(11)∇̅∗𝑉 = ∇∗
𝑈𝑉 + ℎ∗(𝑈, 𝑉),        ∀𝑈, 𝑉 ∊ τ(M)                                               

هستند. با استفاده از خطی و آزاد تاب  𝑀های القایی روی التصاق∗∇و ∇انحناهای غوطه وری و  هایتانسور ∗ℎو  ℎکه 

های نیز خطی و آزادتاب بوده و التصاق ∗∇، ∇دهد که ساده نشان می ة، یک محاسب∗̅∇و  ̅∇های آماری بودن التصاق

 .[6] نیز دو خطی و متقارن هستند∗ℎ ،ℎشود ثابت میباشند. علاوه براین می 𝑀آماری روی 

𝑖=1{𝑒𝑖} ةمتعامد یک ةبرای پای ∗𝐻بردار انحنای میانگین       
𝑛روی زیرمنیفلد𝑛- بعدی𝑀 شودزیر تعریف می صورت به 

H∗ =
1

𝑛
∑ ℎ∗(𝑒𝑖, 𝑒𝑖).

𝑛

𝑖=1
 

∗𝐻 هرگاه =  را شبه مینیمال گویند.𝑀 زیرمنیفلد 0

𝑍 برای هر       ∊ 𝜏⊥(𝑀) و𝑈 ∊ 𝜏(𝑀) [6] استبه صورت زیر ∗̅∇و  ̅∇های های وینگارتن التصاقفرمول 

(12)   ∇̅𝑈𝑍 = −𝐴∗
𝑍𝑈 + ∇⊥

𝑈𝑍,                                                                   

(13)∇̅∗
𝑈𝑍 = −𝐴𝑍𝑈 + ∇∗⊥

𝑈𝑍,                                                                 

∗𝐴که 𝐴  هستند. 𝑀های نرمال روی التصاق ⊥∇و⊥∗∇وینگارتن و  هایعملگر و

                                                           

manifold  like-Kaehler6 
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𝑍برای هر   ∊ 𝜏⊥(𝑀)  و𝑈, 𝑉 ∊ 𝜏(𝑀)  استارتباط بین تانسور انحنای غوطه وری وعملگر وینگارتن به صورت زیر 

(15)𝑔(𝐴𝑍𝑈, 𝑉) = 𝑔(ℎ(𝑈, 𝑉), 𝑍),       𝑔(𝐴∗
𝑍𝑈, 𝑉) = 𝑔(ℎ∗(𝑈, 𝑉), 𝑍).                          

 دهیم و داریمنشان می ∗𝑅و  ⊥Rرا با  ∗∇و  ⊥∇های آماری تانسور انحناهای ریمانی وابسته به التصاق

R⊥(𝑈, 𝑉)𝑊 = [∇⊥
𝑈, ∇⊥

𝑉]𝑊 − ∇⊥
[𝑈,𝑉]𝑊, 

𝑅∗(𝑈, 𝑉)𝑊 = [∇∗
𝑈, ∇∗

𝑉]𝑊 − ∇∗
[𝑈,𝑉]𝑊. 

 

,𝑀)فرض کنید  𝑔)تافتههم -زیرمنیفلدی از منیفلد آماری دو(�̅�, ∇̅, 𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔)  .است𝑀  را زیرمنیفلد پایا گوییم

𝑈هرگاه به ازای هر  ∊ 𝜏(𝑀) داشته باشیم𝜑𝑈 ∊ 𝜏(𝑀)و 𝜑∗𝑈 ∊ 𝜏(𝑀). 

𝑈 اگر برای هر  ∊ 𝜏(𝑀) ،𝜑𝑈و 𝜑∗𝑈 در𝜏⊥(𝑀) گاه ، آنقرار بگیرد𝑀 نامیم.پایا می-را زیرمنیفلد پاد 

 

 تافته و زیرمنیفلدهای آنهم –منیفلد آماری دو. 2

,�̅�)منیفلد . 122 ةقضی ∇̅, 𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔) اگر  تنها و آماری است اگر ةتافتهم–منیفلد دو(�̅�, ∇̅∗, 𝜑∗, 𝜉, 𝜂, 𝑔)  منیفلد

 آماری باشد. ةتافتهم -دو

,𝑈برای هر  برهان. 𝑉, 𝑊 ∊ 𝜏(�̅�) داریم 

𝑔((∇̅𝑊𝜑)𝑈, 𝑉) = 𝑔(∇̅𝑊𝜑𝑈, 𝑉) − 𝑔(𝜑∇̅𝑊𝑈, 𝑉)

= 𝑊𝑔(𝜑𝑈, 𝑉) − 𝑔(𝜑𝑈, ∇̅∗
𝑊𝑉) + 𝑔(∇̅𝑊𝑈, 𝜑∗𝑉)

= 𝑊𝑔(𝜑𝑈, 𝑉) + 𝑔(𝑈, 𝜑∗∇̅∗
𝑊𝑉) + 𝑊𝑔(𝑈, 𝜑∗𝑉) − 𝑔(𝑈, ∇̅∗

𝑊𝜑∗𝑉)

= 𝑊𝑔(𝜑𝑈, 𝑉) + 𝑔(𝑈, 𝜑∗∇̅∗
𝑊𝑉) − 𝑊𝑔(𝜑𝑈, 𝑉) − 𝑔(𝑈, ∇̅∗

𝑊𝜑∗𝑉)

= −𝑔(𝑈, (∇̅∗
𝑊𝜑∗)𝑉) 

𝜑̅∇در نتیجه  = ∗𝜑∗̅∇ط اگر اگر و فق 0 = 0 .□ 

,�̅�)آماری  ةتافتهم-زیرمنیفلدی پایا از منیفلد دو 𝑀اگر  ∇̅, 𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔)  باشد به طوری کهξ ∊ τ(𝑀) در این ،

𝑇𝑀توان نوشت صورت می = 𝐷 ⊕ 〈𝜉〉 توزیع که𝐷  متمم متعامد توزیع〈𝜉〉 شودو توزیع افقی نامیده می است . 

,�̅�)فرض کنید  .222لم  ∇̅, 𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔) آماری و  ةتافتهم-منیفلد دو𝑀  زیرمنیفلدی پایا از�̅� گاه است. آن𝜏⊥(𝑀) 

 پایا هستند. ∗𝜑و  𝜑، تحت 𝐷و توزیع 

𝑉برای هر  برهان. ∊ 𝜏(𝑀)  و𝑋 ∊ 𝜏⊥(𝑀) 

𝑔(𝜑∗𝑋, 𝑉) = −𝑔(𝑋, 𝜑 𝑉) = 0, 
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𝜑∗𝑋بنابراین  ∊ 𝜏⊥(𝑀) همچنین برای هر .𝑈  توزیع مماس بر𝐷، 

𝑔(𝜑∗𝑈, 𝜉) = −𝑔(𝑈, 𝜑 𝜉) = 0, 

 □شود. نیز حاصل می 𝜑پایا هستندو با اثبات مشابه نتیجه برای  ∗𝜑پس هردو تحت 

,�̅�)آماری  ةتافتهم –یفلدی از منیفلد دوزیرمن 𝑀فرض کنید  .222 ۀگزار ∇̅, 𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔)  و مماس بر میدان برداری

ξ افقی گاه توزیعباشد. آن𝐷 پذیر است.انتگرال 

,𝑈برهان. برای هر  𝑉 ∊ 𝛤(𝐷)داریم(9) ةاز دوگان رابط،  1.3ةبا توجه به قضی 

𝑔([𝑈, 𝑉], 𝜉) = 𝑔(∇̅𝑈𝑉, 𝜉) − 𝑔(∇̅𝑉𝑈, 𝜉) = 𝑈𝑔(𝑉, 𝜉) − 𝑔(𝑉, ∇̅∗
𝑈𝜉) − 𝑉𝑔(𝑈, 𝜉) + 𝑔(𝑈, ∇̅∗

𝑉𝜉)

= 𝑔(𝑈, 𝜂(∇̅∗
𝑉𝜉)𝜉) − 𝑔(𝑉, 𝜂(∇̅∗

𝑈𝜉)𝜉) = 0. 

,𝑈]در نتیجه  𝑉] ∊ 𝛤(𝐷)  و𝐷 پذیر است.انتگرال□ 

,�̅�) آماری ةتافتهم-دو از منیفلد پایا زیرمنیفلدی 𝑀فرض کنید .022 ةقضی ∇̅, 𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔)مماس بر میدان که  باشد

 تافته خواهد بود.هم-نیز منیفلد آماری دو 𝑀. در این صورتاست  ξبرداری 

,𝑈برای هر میدان برداری  برهان. 𝑉 ∊ 𝜏(𝑀)، آوریمبا استفاده از فرمول گاوس به دست می 

(14    )          0 = (∇̅∗
𝑈𝜑)𝑉 = ∇̅∗

𝑈𝜑𝑉 − 𝜑∇̅∗
𝑈𝑉 = ∇∗

𝑈𝜑𝑉 + ℎ∗(𝑈, 𝜑𝑉) − 𝜑 (∇∗
𝑈𝑉 + ℎ∗(𝑈, 𝑉)) 

 شودنتیجه می 𝑀های مماس و نرمال بر قسمت ةو با مقایس 2.3بالا با توجه به لم  ةدر رابط

(16)ℎ∗(𝑈, 𝜑𝑉) = 𝜑ℎ∗(𝑈, 𝑉), 

∇∗
𝑈𝜑𝑉 − 𝜑∇∗

𝑈𝑉 = (∇∗
𝑈𝜑)𝑉 = 0. 

 □تافته است.هم -یفلدی آماری و دونیز من 𝑀در نتیجه 

 آماری که مماس بر میدان برداری ساختاری باشد داریم  ةتافتهم-در هر زیرمنیفلد پایا از منیفلد دو .322هنتیج

(17)ℎ∗(𝜉, 𝜉) = 0. 

,ℎ∗(𝑈شود ملاحظه می (16) ةدر رابط 𝑉به جای  ξبا جایگذاری  برهان. 𝜉) =  □بنابراین نتیجه برقرار است.. 0

 باشد، یک منیفلد شبه مینیمال است. ξآماری که مماس بر  ةتافتهم-هر زیرمنیفلد پایای یک منیفلد دو .322 ةقضی

,𝑒𝑖} ةمتعامد یک ةمنیفلد مورد نظر باشد. با درنظر گرفتن پایزیر𝑀2𝑚+1 برهان. فرض کنیم  𝜑𝑒𝑖, 𝜉}𝑖=1
𝑚 زیر  ةرابط

 برقرار است
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𝐻∗ =
1

2𝑚 + 1
{∑ (ℎ∗(𝑒𝑖, 𝑒𝑖) + ℎ∗(𝜑𝑒𝑖, 𝜑𝑒𝑖)) + ℎ∗(𝜉, 𝜉)},

𝑚

𝑖=1
 

 (16)رفی بنابر از ط

ℎ∗(𝜑𝑒𝑖, 𝜑𝑒𝑖) = 𝜑2ℎ∗(𝑒𝑖, 𝑒𝑖) = −ℎ∗(𝑒𝑖, 𝑒𝑖), 

∗𝐻دهد نتیجه می (17)اخیر و  ةرابط = 0.□ 

,�̅�)آماری  ةتافتهم-پایا از منیفلد دو یزیرمنیفلد 𝑀فرض کنید . 322 ةقضی ∇̅, 𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔) مماس بر میدان برداری و

ξ  زیر برای هر  ةگاه رابط. آناست𝑈, 𝑉, 𝑊 ∊ 𝜏(𝑀) برقرار است 

(18)(∇𝑈𝛷)(𝜑𝑉, 𝜑∗𝑊) = 2 𝑔(𝐾𝑈𝑉, 𝜑∗𝑊), 

𝐾𝑈𝑉که  = ∇𝑈𝑉 − ∇∗
𝑈𝑉. 

,𝑔(𝜉کنیم ( ثابت می9) ةدوگان رابط( و 2) ةابتدا با استفاده از رابطبرهان. ∇𝑈𝜑∗𝑊) = 0. 

𝑔(𝜉, ∇𝑈𝜑∗𝑊) = 𝑈𝑔(𝜉, 𝜑∗𝑊) − 𝑔(∇∗
𝑈𝜉, 𝜑∗𝑊) = −𝑈𝑔(𝜑𝜉, 𝑊) −  𝜂(∇∗

𝑈𝜉)𝑔(𝜉, 𝜑∗𝑊) = 0, 

 داریم  𝐾و تعریف تانسور  (7)و  (6)با استفاده از روابط 

(∇𝑈𝛷)(𝜑𝑉, 𝜑∗𝑊) = 𝑈𝛷(𝜑𝑉, 𝜑∗𝑊) − 𝛷(∇𝑈𝜑𝑉, 𝜑∗𝑊) − 𝛷(𝜑𝑉, ∇𝑈𝜑∗𝑊)

= 𝑈𝑔(𝜑2𝑉, 𝜑∗𝑊) − 𝑔(𝜑∇𝑈𝜑𝑉, 𝜑∗𝑊) − 𝑔(𝜑2𝑉, ∇𝑈𝜑∗𝑊)

= −𝑈𝑔(𝑉, 𝜑∗𝑊) − 𝑔(𝜑((∇𝑈𝜑)𝑉) + 𝜑∇𝑈𝑉), 𝜑∗𝑊) + 𝑔(𝑉, ∇𝑈𝜑∗𝑊)

− 𝜂(𝑉)𝑔(𝜉, ∇𝑈𝜑∗𝑊)  

= −𝑈𝑔(𝑉, 𝜑∗𝑊) + 𝑔(∇𝑈𝑉, 𝜑∗𝑊) − 𝜂(∇𝑈𝑉)𝑔(𝜉, 𝜑∗𝑊) + 𝑔(𝑉, ∇𝑈𝜑∗𝑊)

= −𝑈𝑔(𝑉, 𝜑∗𝑊) + 𝑔(∇𝑈𝑉, 𝜑∗𝑊) + 𝑈𝑔(𝑉, 𝜑∗𝑊) − 𝑔(∇∗
𝑈𝑉, 𝜑∗𝑊)

= 2 𝑔(𝐾𝑈𝑉, 𝜑∗𝑊). 

,�̅�)آماری  ةتافتهم –زیرمنیفلدی از منیفلد دو 𝑀فرض کنید  .322 ةقضی ∇̅, 𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔)  است به طوری که میدان

,𝑈گاه برای هر میدان برداری باشد. آن 𝑀نرمال به  ξبرداری  𝑉 ∊ 𝜏(𝑀) روابط زیر برقرار است 

(19)𝐴∗
𝜉𝑈 = 0,      ∇⊥

𝑈𝜉 = 𝜂(∇̅𝑈𝜉)𝜉.  

 (12) ةبا توجه به رابط برهان.

𝑔(∇̅𝑈𝜉, 𝑉) = 𝑔(−𝐴∗
𝜉𝑈, 𝑉) + 𝑔(∇⊥

𝑈𝜉, 𝑉) = −𝑔(𝐴∗
𝜉𝑈, 𝑉), 

 داریم(9) ةبنابر رابطاز طرفی 

𝑔(∇̅𝑈𝜉, 𝑉) = 𝑔(𝜂(∇̅𝑈𝜉)𝜉, 𝑉) = 0. 

 □دهد.بالا حکم قضیه را نتیجه می ةدو رابط
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,�̅�)فرض کنید  .322 ةقضی ∇̅, 𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔)آماری است. اگر ةتافتهم-منیفلد دو𝑀 زیرمنیفلدی از�̅� و میدان برداری𝜉 

 گاه باشد، آن 𝑀نرمال به

(21)𝑅⊥(𝑈, 𝑉)𝜉 = 0,        ∀𝑈, 𝑉 ∊ 𝜏(𝑀)                                                              

 

 شود که ثابت می (19) ةو به کمک رابط ⊥Rبا توجه به تعریف برهان.

𝑅⊥(𝑈, 𝑉)𝜉 = ∇⊥
𝑈∇⊥

𝑉𝜉 − ∇⊥
𝑉∇⊥

𝑈𝜉 − ∇⊥
[𝑈,𝑉]𝜉

= ∇⊥
𝑈(𝜂(∇̅𝑉𝜉)𝜉) − ∇⊥

𝑉(𝜂(∇̅𝑈𝜉)𝜉) − (𝜂(∇̅[𝑈,𝑉]𝜉)𝜉)

= (𝑈𝜂(∇̅𝑉𝜉))𝜉 + 𝜂(∇̅𝑉𝜉)∇⊥
𝑈𝜉 − (𝑉𝜂(∇̅𝑈𝜉))𝜉 − 𝜂(∇̅𝑈𝜉)∇⊥

𝑉𝜉

− (𝜂(∇̅[𝑈,𝑉]𝜉)𝜉)

= (𝑈𝜂(∇̅𝑉𝜉))𝜉 + 𝜂(∇̅𝑉𝜉)𝜂(∇̅𝑈𝜉)𝜉 − (𝑉𝜂(∇̅𝑈𝜉))𝜉 − 𝜂(∇̅𝑈𝜉)𝜂(∇̅𝑉𝜉)𝜉

− (𝜂(∇̅[𝑈,𝑉]𝜉)𝜉) = {(𝑈𝜂(∇̅𝑉𝜉))𝜉 − (𝑉𝜂(∇̅𝑈𝜉))𝜉 − (𝜂(∇̅[𝑈,𝑉]𝜉)𝜉)

= 𝑔(�̅�(𝑈, 𝑉)𝜉, 𝜉)𝜉 = 0.  □ 

,�̅�)آماری  ةتافتهم-زیرمنیفلدی پایا از منیفلد دو 𝑀فرض کنید . 1422 ةقضی ∇̅, 𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔) .اگر  است ξ نرمال به

𝑀 گاه باشد، آن𝑀  کیلری آماری است. -شبهیک منیفلد 

𝑈است برای  𝑀نرمال به  ξجا که برهان. از آن ∊ 𝜏(𝑀) داریم 

𝜂(𝑈) = 0,          𝜑2𝑈 = −𝑈. 

 کنیمبه صورت زیر تعریف می 𝑀را روی زیرمنیفلد ∗𝐽و 𝐽یتانسور-(1،1)میدان 

𝐽 = 𝜑|𝑀 ,           𝐽∗ = 𝜑∗|𝑀 . 

 شود ملاحظه می مستقیم ةبا یک محاسب

𝐽2 = 𝐽∗2 = −𝐼, 

  𝑔(𝐽𝑈, 𝑉) = 𝑔(𝜑𝑈, 𝑉) = −𝑔(𝑈, 𝜑∗𝑉) = 𝑔(𝑈, 𝐽∗𝑉),   ∀𝑈, 𝑉 ∊ 𝜏(𝑀). 

 توان نوشتمیآماری است  ةتافتمه–دو �̅�که جاآن هرمیتی آماری است. از-شبهتقریبا یک منیفلد 𝑀پس 

(∇𝑈𝐽)𝑉 = ∇𝑈𝐽𝑉 − 𝐽∇𝑈𝑉 = ∇𝑈𝜑𝑉 − 𝜑∇𝑈𝑉 = (∇𝑈𝜑)𝑉 = 0. 

 □کیلری آماری است.-شبهمنیفلد  𝑀در نتیجه 

𝜑با فرض  ،به عنوان یک مثال بدیهی . 1122مثال  = 𝜑∗  ،متری منیفلد تقریبا تماسی(�̅�, 𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔) مجهز به

 .است آماری خاص تقریباتماسییک منیفلد  ∗̅∇و  ̅∇التصاق های آماری 
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�̅�فرض کنید .1222مثال  = ℝ5  یمختصات های مولفه بعدی با-4منیفلد(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5) متر ریمانی و 𝑔ه ب

 است:صورت زیر 

𝑔 = 𝑑𝑥1𝑑𝑥1 + 2𝑑𝑥2𝑑𝑥2 + 𝑑𝑥3𝑑𝑥3 + 2𝑑𝑥4𝑑𝑥4 + 𝑑𝑥5𝑑𝑥5. 

,𝑒1}اگر 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4, 𝑒5}  متعامد یکه برای فضای مماس  ظپاییک𝑇𝑝�̅� ةدر نقط 𝑝 ∊ �̅� باشد، 

φ𝜑∗، ،ξ و𝜂 بر روی  صورت زیره را ب�̅� کنیمتعریف می: 

𝜑(𝑒1) = −√2𝑒2, 𝜑(𝑒
2

) =
1

√2
𝑒1, 𝜑(𝑒

3
) = −√2𝑒4, 𝜑(𝑒

4
) =

1

√2
𝑒3, 𝜑(𝑒5) = 0, 

𝜑∗(𝑒1) = −
1

√2
𝑒2, 𝜑∗(𝑒2) = √2𝑒1, 𝜑∗(𝑒3) = −

1

√2
𝑒4, 𝜑∗(𝑒4) = √2𝑒3, 𝜑∗(𝑒5) = 0,   

𝜉 = 𝑒5,       𝜂( ) = 𝑔(𝑒5, ). 

,�̅�)که  شودملاحظه می 𝜑 , 𝜉, 𝜂, 𝑔) منیفلد تقریبا تماسی خاص است. حال به ازای  یک𝑖, 𝑗 = 1, . . . ,5 

,𝑒𝑖]کنیم فرض میلی کروشه برای  𝑒𝑗] =  نماییم:تعریف میبه صورت زیر را  ∗̅∇و  ̅∇های التصاق. همچنین 0

∇̅𝑒1
𝑒1 = −∇̅𝑒2

𝑒2 = −𝑒2,   ∇̅𝑒1
𝑒2 = ∇̅𝑒2

𝑒1 = −𝑒1,   

∇̅𝑒3
𝑒3 = −∇̅𝑒4

𝑒4 = −𝑒4,   ∇̅𝑒3
𝑒4 = ∇̅𝑒4

𝑒3 = −𝑒3,  

∇̅∗
𝑒1

𝑒1 = −∇̅∗
𝑒2

𝑒2 =  𝑒2,   ∇̅∗
𝑒1

𝑒2 = ∇̅∗
𝑒2

𝑒1 = 𝑒1,  

∇̅∗
𝑒3

𝑒3 = −∇̅∗
𝑒4

𝑒4 =  𝑒4,   ∇̅∗
𝑒3

𝑒4 = ∇̅∗
𝑒4

𝑒3 =  𝑒3, 

 

,�̅�)شود مستقیم نتیجه می ةحاسببا مها نیز صفر باشند. و بقیه مولفه  ∇̅, ∇̅∗, 𝑔)است. بنابراین آماری  منیفلدی

(�̅�, ∇̅, 𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔)  آماری است.  تقریبا تماسی خاصمنیفلد 

𝑀حال = (𝑢1, 𝑢2, 𝑢1که (0,0,0 = 𝑥1   و𝑢2 = 𝑥2    از به عنوان زیرمنیفلد دو بعدیرا�̅�  با متر القایی𝑔  در

𝑒1}نظر بگیرید. فرض کنید  =
𝜕

𝜕𝑢1
, 𝑒2 =

𝜕

√2𝜕𝑢2
 در نتیجهباشد.  𝑇𝑝𝑀متعامد یکه برای فضای مماس  ةپاییک  {

φ(𝑇𝑝𝑀) 𝑇𝑝𝑀,   𝜑∗(𝑇𝑝𝑀) 𝑇𝑝𝑀,       ∀𝑝 ∊ 𝑀. 

,�̅�) که از  گیریمدر نظر می 𝑀روی بر را به صورت زیر  ∗∇و  ∇التصاق های  𝑔)القاء شده است. 

∇𝑒1
𝑒1 = −∇𝑒2

𝑒2 = −𝑒2,     ∇𝑒1
𝑒2 = ∇𝑒2

𝑒1 = −𝑒1, 

∇∗
𝑒1

𝑒1 = −∇∗
𝑒2

𝑒2 =  𝑒2,        ∇∗
𝑒1

𝑒2 = ∇∗
𝑒2

𝑒1 = 𝑒1. 

 . استنرمال به آن  ξزیرمنیفلد آماری پایا است که میدان برداری  𝑀شود کهملاحظه می

𝐽علاوه براین با تعریف  = 𝜑|𝑀 و𝐽∗ = 𝜑∗|𝑀شود نتیجه می𝑀 استآماری هرمیتی-شبهتقریبا منیفلد. 
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