
 9911191تابستان،2،شماره6جلدهایریاضیپژوهش

 (نشریهعلومدانشگاهخوارزمی)

 
 لی جردن ابرجبرهای -هوم-δ عملگرها و حساب دیفرانسیل روی

 

االهخلیلیولی
 علومپایه،گروهریاضیۀدانشگاهاراک،دانشکد

99/91/19پذیرش91/99/19دریافت

 چکیده
به مقاله، این رودر دیفرانسیل عملگرهای از نوعی مطالعه و می-هوم-  یبررسی جردن لی .پردازیمابرجبرهای

زاسرانجام،مفهومنوعی.پردازیمهایایندستهازجبرهامیچنین،بهتعریفنوعیازعملگرهایدیفرانسیلرویمدولهم

م بررسی را جبرها از دسته این روی مشتقات پایه بر مثالییحسابدیفراسیل و مفاهیممحققبرایکنیم این سازی

 .آوریممی

  .ابرجبرهایلی-ابرجبرهایلی،مشتقاتونظریهکوهمولوژیرویهوم-جبرهایلی،هوم-هوم:های کلیدی واژه

  

 مقدمه

.لیجردنمعرفیشدلیجردنوابرجبرهایعنوانتعمیمیازجبرهایبه9 لیجردنابرجبرهای-هوم- ،[91]در

یکابرفضایبرداریویکنگاشتدوخطی   استکهدرآن             تاییجردنیکسهابرجبرلی- کی

باشد،یک     اگر(.9تعریف)ژاکوبیجردنصدقکند-   دپادتقارنجردنواتحا-   زوجکهدرخواص     

 .[91]،[1]دهددستمیهجردنرابابرجبرلیباشد،یک      واگرابرجبرلی

ارتباطتنگاتنگیبامباحثفیزیکیوب-ساختارهوم .هایبرداریداردلیازمیدانویژهدرجبرهایهجبرهایلی،

درحقیقت[.29]،[29]،[99]،[96]،[99]،[99]استبررسیشدهگرانبسیاریازپژوهشوسیلۀبهلیجبرهای-هوم

یکفضایبرداریهمراهبایکبراکتدوخطیشبهمتقارن   استکه             تاییجبرلییکسه-یکهوم

جبرلی،خاصیتشبهمتقارن-حالاگردریکهوم.درگیرشود   یکنگاشتخطیرویوسیلۀبهکهاتحادژاکوبیآن

متقار شبه جای-نبراکتبا آنجردن شود چهارتاییگزین لیجردنابرجبرهای-هوم-  یک               گاه

 .ابرجبرلیجردناست- یک                 بدیهیاستکهچهارتایی.است

عبارتبه[.9]،[2]،[9]جبرهایلیمطرحشد-عنوانتعمیمیازهومابرجبرهایلیبه-،مفهومهوم2999سالدر

متشکلاستازیکابرفضایبرداریهمراهبایکبراکتشبهمتقارنزوجکهدرآنخاصیتابرجبرلی-دیگر،یکهوم

ابرجبرهایلیموسوم-ایازهوم،خانواده2999درسالاخیراً.یکنگاشتخطیدرگیرشودوسیلۀبهژاکوبی-اتحادابر

جبرهایلیاستمعرفیشدهاست-ابرجبرهایلیوهوم-ابرجبرهایلیجردنکهمفهومکلیتریازهوم-هوم- به

[91] دراینمقاله،قصدداریمبهنوعیازمفهومعملگردیفرانسیلوحسابدیفرانسیلرویاینخانوادهازجبرها.

.بپردازیم

،[6]،[1]وجودداردپذیرغیرشرکتمفاهیممتعددیازعملگرهایدیفرانسیلوحسابدیفرانسیلرویجبرهای

                                                           
khalili@araku.ac.ir-vنویسنده مسئول*

1.   Hom-Jordan Lie superalgebras 
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[9] ،[1] . نوعیازتعریفعملگردیفرانسیلومفهومحساب برحسبکاربردهایشاندرمباحثفیزیکیوریاضیات،

بندیفرمولپذیرغیرشرکتکلاسیکرابرایهمهجبرهایتوانیکتعریفامانمی.نظرگرفتتواندردیفرانسیلرامی

کرد دیفرانسیلومفهومنوعیازحسابدیفرانسیلرویگرانبهتعریفنوعیازعملگربااینوجود،برخیپژوهش.

پذیرغیرشرکتایازجبرهایخانواده ،  ،[91]،[99]جبرهایلیپرداختند-ابرجبرهایلیوهوم نظیرجبرهایلی،

آننکتهشود،کلیدیوجودداردکهمنجربهتعریفعملگردیفرانسیلرویاینجبرهامیاینکتهبههرحال، [.91]

.اینجبرهابامفهوممشتقاترویایننوعجبرهاوجودداردارتباطتنگاتنگیبینتعریفعملضربدرایناستکه،

جردن-هوم- چون لی هوم ابرجبرهای و لی جبرهای از -تعمیمی متعاقب بنابراین، هستند، لی بررسیجبرهای

هوم روی دیفرانسیل حساب و ب-عملگرها ما لی، جبرهای رویبررسیه دیفرانسیل حساب و -هوم- عملگرها

 .ترغیبشدیم ابرجبرهایلیجردن

ابرجبرهایلی-هوم- دراینمقاله،قصدداریم،ابتدابهتعریفیکنوعازعملگردیفرانسیلازمرتبهدلخواهروی

سرانجامبهبررسیمفهومحساب.بررسیکنیمهایاینجبرهامدول-سپساینمفاهیمرارویهوم.بپردازیم جردن

 .مشتقاترویایندستهازجبرهابپردازیمۀدیفرانسیلبرپای

دربخشدوم،تعاریفونتایج.کنیمهادراینمقالهرابیانمیطوراختصارمحتوایبخشهبدرخاتمهاینمقدمه،

یادآوریمی را م.کنیماولیه از دیفرانسیل شاملتعریفعملگر رتببخشسوم، رویۀ مراتببالاتر و -هوم- صفر

دربخشچهارممفهومنوعیازحسابدیفرانسیلبر.هایایندستهازجبرهااستورویمدول ابرجبرهایلیجردن

سرانجامدر.شودبیانمی9 ایلینبرگ-سازیشوالیهمختلط–کمکهومبهابرجبرلیجردن-هوم- یکمشتقاتازۀپای

 .آوریمسازیاینمفاهیممیمحققبرایبخشآخرمثالی

 

 تعاریف اولیه

رایکگروهآبلیجمعیبادوعضودرنظر          رایکمیدانبامشخصهصفرو   سراسراینمقاله،در 

براییک       کنیمچنینفرضمیگیریموهمدرنظرمی   فضاهایبرداریرارویمیدانۀهم.گیریممی

 .دهیمنشانمی     رابانماد     هرعضوهمگنۀدرج مدرجشدهاست،     وسیلۀبهکه   برداریابرفضای

1 .δ-لی جردن ابرجبرهای -هوم 

 .پردازیمابرجبرهایلیجردنمی-هوم- ابرجبرهایلیجردنوسپسبهتعریف- درزیربهتعریف

 مدرج    متشکلازیکابرفضایبرداری ،           تایییکسه ،ابرجبرلیجردن- یک [11. ]1تعریف 

  ویکنگاشتدوخطیزوج    

                                     

 :شرایطصدقکنداینموسومبهبراکتکهدر

                                                  
                                                                        

 .دهددستمیرابه(جردنابرجبرلییا)ابرجبرلیگاهتعریففوقیکآن(     ) یا     اگر  

یکچهارتایی ابرجبرلیجردن-هوم- یک ،[11. ]1تعریف  استکهشاملیکابرفضای                ،

                                                           
1. Chevalley-Eilenberg 
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 191لیجردنابرجبرهای-هوم-δدیفرانسیلرویعملگرهاوحساب

  ویکنگاشتخطی(موسومبهبراکت)یکنگاشتدوخطیزوج،   مدرج   برداری

        
  :شرایطصدقکنداینکهدر

•                                            

•                                                                      
            

 .دهددستمیرابهابرجبرلی-گاهتعریففوقیکهومآن     اگر  

یکهمریختی   اگرنگاشتخطی.باشدابرجبرلیجردن-هوم- یک               فرضکنید  .1تعریف 

یکخودریختیجبرلی   ضربینامیمواگرابرجبرلیجردن-هوم- رایک               گاهجبرلیباشد،آن

 .منظمنامیمابرجبرلیجردن-هوم- آنرایکباشد،

2هایمثال)ابرجبرهایلیجردنوجوددارد-هوم- هایمتعددیبرایساختنمثال. 4مثال  2و1  ازمرجع6 

[91] این(. بعد-هوم- قصدداریممثالیازیکجا،در یکارایهدهیم،9ابرجبرلیجردنبا ابرجبرلی- کهبا

9هایماتریسۀفضایبرداریهم    فرضکنیدبرایاینمنظور،.شودشروعمیجردن   :صورتباشددینب9 

 
   
   
   

              

  :مدهیمیقرار.پذیراستیکابرجبرشرکت   کهجایی

     
   
   
   

                  
   
   
   

                     (9)  

  همراهبابراکتزیر         صورتدراین 

  
   
   
   

   
     

    

   
      

     

   
   

              
     
   
   

   (2)  

  :مدهیمیحالقرار(.[91]مرجع91مثال)ابرجبرلیجردناست- یک 

                          
   
   
   

   

  توجهبهباصورت،دراین 

                                                      

 .ابرجبرلیجردنمنظماست-هوم- یک               تواننشاندادکهچهارتاییراحتیمیهب

یک.ابرجبرهایلیجردنباشند-هوم- دو                  و                فرضکنیم. 1تعریف 

  علاوههب،        هرگاهگوییم،ابرجبرهایلیجردن-هوم- ریختارازرایک        نگاشتخطی

                                          

زیرفضای .6تعریف  هوم   از     مدرج    یک یک از-را هرگاه               زیرجبر  نامیم

ب         زیرفضایهم          علاوههو هوم   از    مدرج   چنین یک ازایده-را  آل

هرگاه                 ب        نامیم با    مرکز          علاوههو کهنشانمی      را دهیم

  :عبارتاستاز
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 لی جردن ابرجبرهای -هوم-δ مشتقات روی. 1

لیجردن-هوم- یک               فرضکنید  باشدضربیابرجبر صحیحنامنفی. عدد ،  برایهر

نگاشتخطی   ترکیب از نماد   بار با نمی    را دهیمنشا لی-هوم- یک               اگر. ابرجبر

.دهیمنشانمی     رابا(   معکوس)    بارنگاشتخطیهمگن   ترکیبجردنمنظمباشد،

ابرجبر-هوم- ازمشتق    رایک       نگاشتخطیهمگن،  برایهرعددصحیحنامنفی.7تعریف 

  داشتهباشیم       هروبرای         هرگاهگوییم،               ضربیجردنلی

                                                  

لی-هوم- براییک منظم،ابرجبر می     - جردن مشابه را تعریفکرد مشتق     ۀهم مجموعه .توان

 .دهیمنشانمی          رابا               جردنضربیابرجبرلی-هوم- مشتقاتازیک

 :کنیم صدقکند،تعریفمی        کهدرشرط     همگنبرایهرعضو 

                                                              (9)  

            ضربیجردنابرجبرلی-هوم- ازمشتق    یک       نگاشتخطی [91]از2.9لم بنابر 

ابرجبرلی-هوم- مشتقاتداخلیازیک     ۀمجموعههم .مشتقداخلیموسوماست      است،کهبه   

 عبارتدیگربه.دهیمنشانمی          رابا               جردنضربی

                                          

تعریف(1)صورتمتعارفرابه        جاگرهجاب             وهر            اکنونبرایهر

 کنیممی

                                                            (1)  

  :داریم[91]از9.9صورتبنابرلمدراین 

                   

  :دهیم قرارمی 

        
   

          

 : دهیمقرارمی.ضربیباشدابرجبرلی-یکهوم             فرضکنید. 1تذکر  

                                  

  چنینوهم            ابرجبرلی-مشتقاترویهوم     ۀمجموعههم

        
    

          

                کهجایی،               و               هربرای [9]از2.9بنابرلم
  

 صورتدراین
                             

 :دوگزارهرابیانکرداینتوان عنواننتایجمقدماتی،می به 

 صورتدوتاییدراین.ضربیباشدابرجبرلیجردن-هوم- یک               فرضکنید .9 ۀگزار

                             ، 

 .استابرجبرلیشود،یکتعریفمی (1)ۀکهبراکتبارابط

 .شود رجوع[9]ازمرجع1.2ۀبهگزار.برهان

کنید .11 ۀگزار -هوم- یک               فرض لی باشدجردنابرجبر ضربی این. سهدر  تاییصورت
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 191لیجردنابرجبرهای-هوم-δدیفرانسیلرویعملگرهاوحساب

  آندرکه ،                  

                                             
 .استابرجبرلی-یکهوم

.رجوعشود[9]ازمرجع6.2بهگزاره.برهان

 ها ها و مدول نمایش. 1

سپسمفهوموکنیمجردنضربیرایادآوریمیابرجبرلی-هوم- یک ابتداتعریفیکنمایشاز دراینبخش،

رامعرفیازجبرهادستهکوهمولوژیایننظریه ایاز خلاصه سرانجام،.کنیم جبرهارابیانمیاز هارویایندستهمدول

 .ببیند [91]توانددرمرجعطورمفصلمیهاینمطالبراخوانندهب.کنیممی

فضایروی   یکنمایشاز.ضربیباشدابرجبرلیجردن-هوم- یک              فرضکنید . 11تعریف 

  عبارتاستازیکنگاشتخطی،         نگاشتخطی متناظربا   مدرج     برداری

            

 :شرایطصدقکنداینکهدر

                                  

                                                               

-هوم- یک               فرضکنید. 11تعریف  لی         ضربیجردنابرجبر یکفضای،

مدول-هوم-  رایک         صورتسهتاییدراین           فرضکنید.باشدمدرج     برداری

  نگاشتدوخطیهرگاه،گوییم   روی

                        

 :شرایطصدقکنداینداشتهباشدکهدروجود

                                          

•                                                               

روی   یکنمایشاز    ضربیباشدوابرجبرلیجردن-هوم- یک               فرضکنید .11تذکر 

  زوج خطینگاشتدو صورتدراین.باشد           بانگاشتخطی متناظر   مدرج     فضایبرداری

                                                             

.است   رویمدول-هوم-  یک         تاییتواننشاندادکهسه می ,بامحاسباتساده .کنیمراتعریفمی

ضابطهاینبا             نگاشتخطی،باشد   رویمدول-هوم- یک         تایی برعکساگرسه

                                                  

 .است          متناظربا   رویابرفضایبرداری   یکنمایشاز

صورتبدیهیدراین      وضربیابرجبرلیجردن-هوم- یک               فرضکنید. 14مثال 

اکنوننگاشت.دهیمنشانمی   دقیقاًیکعددحقیقیاستکهبا          وهر          استکه

ابرجبرلیجردن-هوم- یکنمایشاز   صورتدراین.گیریمدرنظرمی(بدیهی)صفررانگاشت       خطی

 .نامیمرایکنمایشبدیهیازاینجبرمیاستکهآن     متناظرباهرعددحقیقی               ضربی

روییعنواننمایش رابه   توانمی.باشد ضربیابرجبرلیجردن-هوم- یک               فرضکنید

ایننمایشکهبهنمایشالحاقیموسوماستیکتا.درنظرگرفت   خودشتحتعملبراکتمتناظرباخودریختی

 .شودبیانمی91تعریفکهدرچناننیست
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کهبا               ضربیابرجبرلیجردن-هوم- الحاقیاز    ،نمایش  برایهرعددصحیح. 11تعریف 
:دهیم،عبارتاستازنشانمی     نماد

                                            
  عبارتدیگربه.تعریفاستخوش   ازالحاقی    ،نمایش[91]از6.2بنابرلم 

                           
  چنینهم

                                                                  
 :کنیمابرجبرلیجردنضربیرابیانمی-هوم- سرانجام،بهاختصارنظریهکوهمولوژیروی

مدول-هوم- یک         تاییوسهضربیابرجبرلیجردن-هوم- یک               فرضکنید

 مانند     دراینصورتدرجهیکعضوازباشند،   عضوهمگناز  ،              فرضکنیم.باشد   روی

 .دهیمنشانمی                  رابانماد               

دهیموبرحسبتعریف،نشانمی         رابانماد   بامقادیردر   زنجیرهایرویهم    ۀهمۀمجموع

 : خاصیتاستاینبا         خطیهمگن   -هاینگاشتۀهمۀمجموععبارتاستاز

                                                                              

 یک   بامقادیردر   همرنجیرروی-هوم-   یک            دهیمقرارمی     درحالتخاصبرای

.        عبارتدیگربهسازگارباشد،   باهمریختی   کهطوریهباست،           زنجیرهم-  

         رابانماد   بامقادیردر   همزنجیرهایروی-هوم-  ۀهمۀمجموع
  :پسداریم.دهیمنشانمی       

       
                                      

           نگاشتخطی     برایهرعددصحیحمثبت
              

ضابطهتعریفاینبا          

 :شودمی

                     

 

   

                                                             

   

       

                                                        

                                                                                 (1)  

          کهمرزاست،جایییکعملگرهم 
بهمعنای    ونماد                 ،   ۀدرج    ،        

برلم.است   حذف نگاشتخطی[91]از1.2بنا                   یعنیتعریفاست،خوش   ،

             زوج،[91]از1.9گزارهچنینبنابرهم
عبارتبه.یکمجتمعکوهمولوژیاست                

چنینفضایکوهمولوژیرامرزهاوهمدورها،هممفاهیمهمطورمعمولهصورتبدراین            تردقیق

 :صورتتعریفکرددینتوانبمی

  یک         تاییضربیباشدوسهابرجبرلیجردن-هوم- یک               فرضکنید. 16تعریف 

           مرزمتناظرباعملگرهم.باشد   رویمدول-هوم- 
               

تعریف(1)ۀرابطکهبا          

 :شدهاست،داریم

 :دهیم،عبارتاستازنشانمی          همدورهاکهبانماد-هوم--  فضای •

                                  
 :استازدهیم،عبارتنشانمی          هممرزهاکهبانماد-هوم--  فضای • 
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 :دهیم،عبارتاستازنشانمی          امینکوهمولوژیکهبانماد--  فضای •

                            



 عملگرهای دیفرانسیل

دیفرانسیلعملگرهایازعنوانتعمیمیبهتواننمیراحتیهبراناپذیرشرکتجبرهایرویدیفرانسیلعملگرهایمفهوم

- ازعملگرهایدیفرانسیلرارویایردهکنیمتامادراینبخشتلاشمی.پذیردرنظرگرفترویجبرهایشرکت

تعریفمدهاست،آ [91]متعاقبتعریفعملگرهایدیفرانسیلرویجبرهایلیکهدرابرجبرلیجردنضربی،-هوم

 .کنیم

 لی جردن ابرجبرهای -هوم-δ عملگرهای دیفرانسیل روی. 1

باشد-هوم- یک               فرضکنید  ضربی جردن لی ابرجبر می. کهیادآوری تاییکنیم  دو

-هوم- مفهوممشتقدر(.1ۀگزار)استابرجبرلیشود،یکتعریفمی(1)ۀ،کهبراکتبارابط               

کندکهبهتعریفنوعیازعملگرهایدیفرانسیلرویایندستهازجبرهاماراراهنماییمی،ابرجبرلیجردنضربی

 .دستیابیم

عملگردیفرانسیلاز-    رایک       ،یکنگاشتخطیهمگن   برایهرعددصحیحنامنفی.17تعریف 

علاوههوب         هرگاهگوییم،   صفررویۀمرتب

                                                         (6)  

     رابانماد   عملگرهایدیفرانسیلازمرتبهصفرروی-   همهۀمجموع 
  
.دهیمنشانمی     

عنوانتوانبهرامی               ضربیجردنابرجبرلی-هوم- یصفرروۀیکعملگردیفرانسیلازمرتب 

  یعنی.عملضربباتقریبیکاسکالردرنظرگرفت

                                     

      صورتداریمدراین
  
       

مرتب    یک   فرضکنیم. 11گزاره  ابرجبرلی-هوم- مشتقروی    یک   صفروۀعملگردیفرانسیلاز

                 صورت دراین.باشند               ضربیجردن

       فرضکنیم.برهان
  
 برایعناصرهمگندلخواه ،21و99بنابرتعاریف              و     

داریم        

                         

                                                     (9)  

                                                            
  چنینداریمهم 

                

         

         

         

        (1)  

                 گیریمکهنتیجهمی ،(1)و(9)سرانجامبنابرروابط 

 [
 D

O
I:

 1
0.

52
54

7/
m

m
r.

6.
2.

19
1 

] 
 [

 D
O

R
: 2

0.
10

01
.1

.2
58

82
54

6.
13

99
.6

.2
.1

3.
4 

] 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

r.
kh

u.
ac

.ir
 o

n 
20

24
-0

4-
26

 ]
 

                             7 / 16

http://dx.doi.org/10.52547/mmr.6.2.191
https://dorl.net/dor/20.1001.1.25882546.1399.6.2.13.4
https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2789-en.html


 هایریاضیپژوهش9911تابستان،2،شماره6جلد191

(نشریهعلومدانشگاهخوارزمی)

ابرجبرلی-هوم- مشتقروی    یک   صفروۀعملگردیفرانسیلازمرتب    یک   فرضکنیم .19قضیه 

             صورت دراین.باشند               ضربیجردن
    
      

        فرضکنیم.برهان
  
یکنگاشتخطیهمگناز     یهیاستکهبد           و     

داریم       برایعناصرهمگندلخواه،21و99اکنونبنابرتعاریف.است         درجه

                                                                          

                                                      (1)  

  ازطرفدیگر 

                                                      
                                                                  
                                                                    

        
                                                               (99)  

:داریم (1)ۀحالبنابرتعریفبراکتدررابط 

                                                   (99)  

:گیریمنتیجهمی،(99)ۀدررابط(99)و (1)گذاریروابطباجای,اکنون

                                                       

                                                     

                                        (92)  

            شودکهنتیجهمی(92)ۀازرابط99سرانجامبنابرتعریف 
    
     

ابرجبرلی-هوم- یکاولرویۀعملگرهایدیفرانسیلازمرتبتوانبهتعریفمی،91ۀوقضی91ۀباتوجهبهگزار 

 .دستیافت               جردنضربی

دیفرانسیلعملگر      یک.باشدضربیجردنابرجبرلی-هوم- یک               کنیدفرض. 11 تعریف

     مشتقروی    صفرویکۀدیفرانسیلازمرتبعملگر    عبارتاستازمجموعیک   اولرویۀازمرتب

ۀگاهبنابرقضیآن    باشند مشتقروی    یک   صفروۀعملگردیفرانسیلازمرتب    یک   اگر .11تذکر 

ۀبنابرگزار،جاییباشندهغیرجاب   و   استواگر          ۀیکنگاشتخطیهمگنازدرج       ,91

       نگاشتخطیهمگن،91ۀبنابرقضی،چنینهم.است   مشتقروی      یک    نگاشتخطی،91

مرتب      یک از دیفرانسیل استۀعملگر صفر بر. بنا همگن،[99]اکنون خطی  یک     عملگر

  .اولاستۀعملگردیفرانسیلازمرتب     

 .پردازیممیضربیجردنابرجبرلی-هوم- یکسرانجامبهتعریفنوعیازعملگرهایدیفرانسیلازمراتببالاترروی

یکعملگردیفرانسیلاز.ضربیباشدابرجبرلیجردن-هوم- یک               فرضکنید. 11تعریف 

     اولرویۀدیفرانسیلازمرتبعملگر   عبارتستازترکیب   روی     ۀمرتب

,کندکهخواصعملگرهایدیفرانسیلازمراتببالاتررابیانمی21و29ۀدونتیج،91ۀوقضی91ۀگزار،ازتعاریف

 .آیددستمیهراحتیبهب

 روی   مرتبهعملگردیفرانسیلاز    یک    و   ۀعملگردیفرانسیلازمرتب    یک   فرضکنید  .11 ۀنتیج

 ۀعملگردیفرانسیلازمرتب      یک      صورتدراین        کهطوریهباشندب              
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 .است   روی    

 روی   ۀعملگردیفرانسیلازمرتب    یک    و   ۀعملگردیفرانسیلازمرتب    یک   فرضکنید  .14 ۀنتیج

عملگردیفرانسیلاز      یک        صورتدراین          کهطوریهباشندب              

 .است   روی   ۀمرتب

 ها عملگرهای دیفرانسیل روی مدول. 1

 بخشبه این رویبررسیدر دیفرانسیل برایمدول-هوم- عملگرهای ابرجبر-هوم- ها جردنهای ضربیلی

پردازیممی . کنیدبرای فرض منظور                این -هوم- یک لی سهضربیجردنابرجبر  تاییو

  .باشد   مدولروی-هوم-   یک        

عملگردیفرانسیلاز    رایک       یکنگاشتخطیهمگن ,  برایهرعددصحیحنامنفی .11تعریف 

 علاوههوب         هرگاه,گوییم   صفررویۀمرتب

                                        (99)  

     رابانماد   صفررویۀازمرتبدیفرانسیلهایعملگر    ۀمجموعههم 
  
 .دهیمنشانمی    

عنوانعملضربباتقریبیکاسکالردرتوانبههارامیمدول-هوم-   صفررویۀیکعملگردیفرانسیلازمرتب

  یعنی.نظرگرفت

                   

این داریمدر       صورت
  
مرتب        از دیفرانسیل عملگرهای بۀچنین را میهصفر برایوضوح  توان

  که               جردنضربیابرجبرلی-هوم-  رویمدول-هوم-  عنوانیکهب     

   
   
   
   

                                    
   
   
   

   

 (.راببینید1مثال)مشاهدهکرد

بهتعریفنوعی،(راببینید92تعریف)جردنضربیابرجبرلی-هوم- یکاکنونباالهامازمفهومیکمدولروی

 .رسیمهامیمدول-اولرویهومۀدیفرانسیلازمرتبازعملگرهای

مرتب      یک. 16تعریف  دیفرانسیلاز یکنگاشتخطیاعبارت   مدول-هوم-  اولرویۀعملگر ستاز

  علاوههوب         که       همگن

                                            (91)  

-هوم- رویمشتق    یک   و   مدول-هوم-   صفررویۀازمرتبعملگردیفرانسیل     یک   کهدرآن 

  اولرویۀعملگرهایدیفرانسیلازمرتب       ۀهمۀمجموع.است               جردنضربیابرجبرلی

     رابانماد   مدول-هوم- 
    
 .دهیمنشانمی     

-  یک         تاییضربیوسهجردنابرجبرلی-هوم- یک               فرضکنید .17 ۀگزار

  نگاشتخطی     صورتبرایهردراین.باشد   رویمدول-هوم

                                       
 .است   اولرویتبۀعملگردیفرانسیلازمر    -یک

 : داریم92بنابرتعریف.باشد   مدولروی-هوم- یک         تاییتاییوسهفرضکنیدسه.برهان
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  علاوههب 

                                             (91)  

  آوریمدستمیهب (91)ۀاکنونازرابط 

                                            (96)  

 : داریم91بنابرتعریف 

                                                    (99)  

               روی(مشتقداخلی-   -یا)مشتق  - کهیک              داریم  (9)ۀبنابررابط 

  چنینباتعریفنگاشتهم.است

                                           

  داریم

                                (91)  

کارهاکنونباب.است   اولرویۀعملگردیفرانسیلازمرتب   -یک    نگاشتخطیهمگن26کهبنابرتعریف 

  :گیریمنتیجهمی,رابازنویسیکنیم(96)ۀاگررابط،(91)و(99)بردنروابط

                                   (91)  

رویاولۀعملگردیفرانسیلازمرتب      یک,    کهیمدهنشانمی (91)ۀرابط26بنابرتعریف,سرانجام 

 .است    مدول-هوم- 

 یکعنوانرابه   صورتدراین.ضربیباشدابرجبرلیجردن-هوم- یک               فرضکنید .11مثال 

یک     عبارتدیگربه.گیریمدرنظرمی   رویخودشتحتعملبراکتمتناظرباهمریختیمدول-هوم- 

عملگردیفرانسیل   -یک   اولرویۀعملگردیفرانسیلازمرتب   -هر،29ۀگزاربنابر.الحاقیاستمدول-هوم- 

  .است     مدول-هوم- اولرویۀازمرتب

       اگر.19تذکر 
  
         و    

این      میدر ساده محاسبات با دادصورت نشان  توان

         
    
   مدول-هوم- صفررویۀتواندیکعملگردیفرانسیلازمرتبنمی       اگرچه     

تواندیکعملگردیفرانسیلازنیزنمی   مدول-هوم- اولرویۀچنینبراکتدوعملگردیفرانسیلازمرتبهم.باشد

 .اولباشدۀمرتب

باشد   رویمدول-هوم- یک   فرضکنید. 11تعریف  عبارت   روی     ۀیکعملگردیفرانسیلازمرتب.

  .اولرویۀعملگردیفرانسیلازمرتب   ستازترکیبا

 .دستآوردهب99توانازتعریفرامی99ۀنتیج21باتوجهبهتذکر

       فرضکنید.  11 ۀنتیج
  
 
           و    

صورتدراین     

         
    
   

     

 

 حساب دیفرانسیل

اینبخش در روی, حسابدیفرانسیل از نوعی مفهوم به داریم بپردازیم-هوم- قصد ضربی لیجردن .ابرجبر

ب[91]متعاقبتعریفحسابدیفرانسیلرویجبرهایلی تلاشهبا کاربردنکوهمولوژیرویایندستهازجبرها

دست               جردنضربیابرجبرلی-هوم- کنیمکهبهتعریفنوعیازحسابدیفرانسیلروییکمی

.یابیم
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 ضربیابرجبرهای لی جردن  -هوم حساب دیفرانسیل روی. 1

-هوم- یک               فرضکنید لی مرکزابرجبر با ضربی باشد      جردن . بر 29گزارهبنا

  ،کهدرآن                  تاییسه

                                            

  گیریمباعملزیردرنظرمیمدول        -عنوانیکهراب   اکنون.استابرجبرلی-یکهوم

                             

بیان2چهکهدربخشبنابرآن.است    متناظربا        مدولروی-یکهوم          بنابراینسهتایی 

مجموع زنجیرهایروی-مهو  -همهۀشد، در        هم مقادیر نماد   با با     که
نشان            

  عملگرهممرزۀضابط.گیریمدهیم،درنظرمیمی

      
               

               

         صورتزوجدراین.دادهشدهاست(1)ۀبارابط 
یکمجتمعکوهمولوژی                     

 .است

ۀبرپای               جردنضربیابرجبرلی-هوم- دیفرانسیلروییکاکنون،بهتعریفنوعیازحساب

 .پردازیممی   مشتقاتروی

لی-هوم- یک               فرضکنید .11تعریف  مرکزجردنابرجبر باشد      ضربیبا  مجتمع.

    
صورتیکزیرمجتمعازآن دراین.گیریمدرنظرمی مدول        - عنوانیکهراب                

ریختارهای شامل یک      که را باشد، از   -چندخطی پایه   حسابدیفرانسیل از     بر    مشتق

 .نامیممی

دراین ابرجبرلی-هوم- بهمفهومحسابدیفرانسیلروییک،92سازیوبهترفهمیدنتعریفمحققبرایجا

پردازیمبدونمرکزمیجردنضربی یعنی   مشتقاتۀاگرهم. در                مشتقاتداخلیباشند،

   روی        کنیمکهعملتوجهمی.درنظرگرفت        عنوانزیرجبرپایاازهراب   توانصورت،می این

  شودصورتتعریفمیدینب

                                            

  چندخطیشبهمتقارن-  -نگاشتهایۀحالمجموعههم

               

در-مهو  -یک مقادیر با زنجیر نماد                     روی   هم با        را
نشان            

دهیممی کهدقتمی.        کنیم
یکهب             با       - عنوان متناظر براکت تحتعمل مدول

       صورتباقراردادن دراین.است    همریختی
  آوریمدستمیهراب(29)زنجیرهم-،هوم              

    
  

      
            

  

    
    

      
            

  

         (29)  

  هممرز-کهعملگرهومجایی 

         
                  

               

 :شودضابطهتعریفمیاینبا
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 درحالتخاصداریم 

                                              
                      (29)    

 چنینداریمهم                 کنیمکه،توجهمی 

                                                                          (22)  

  کندصدقمی(29)ۀدررابط                   روی   هممرز-هوم-9دهدکه،یکنشانمی (22)ۀرابط 

                                                              (29)  

        تر،عبارتدقیق به 
 (29)ۀچنینرابط هم.است   بامقادیردر   مشتقاز-     -یک            

 .است      صورتهمشتقداخلیب      یک                   هممرزروی-هوم9 کندکههربیانمی

ابرجبرلی-رابهیکهوم،آن  زوجروی،اغلبدرنظرگرفتنیکنگاشتخطی  مفروضابرجبرلیبراییک: مثال

باشد،ابرجبرلیویژهاگرایننگاشتیکهمریختیهب .گوییمابرجبرلی-چنینروندیراساختارهوم.کندتبدیلمی

ضربی،ابرجبرلی-ثابتکردندکهساختارهوم 2 ولیو 9 ،کایو2999درسال.ضربینامیمابرجبرلی-آنراساختارهوم

خودریختییکیایایکخودریختیبدیهیسادهبابعدمتناهیرویمیداناعدادمختلط،لزوماًابرجبرلیخانوادهروی

باجزییات،[22] 1 یوولی 9یوآنوسیلۀبهابرجبرهایلیضربی-ساختارهوم2991سپس،درسال.[1]همانیاست

متناهیبیش بعد ابرجبرهایلیکلاسیکبا رویهمه شدتر مختلطانجام رویمیداناعداد ثابتکردندکه. آنها

 .مضرباسکالریازخودریختیهمانیاستدهندلزوماًدستمیههاییکهچنینساختاررابنگاشت

.یمکنضربیرامحاسبهابرجبرلی-هوم- مشتقروییکۀدراینمثالقصدداریمکهحسابدیفرانسیلبرپای

راشرحپردازیموسپسحسابدیفرانسیلرویآنمی         ابرجبرلی-بهساختنهومبرایاینمنظورابتدا

 .دهیممی

 هایتوسطماتریس    ،ابرفضایبردایباشدکه                فرضکنید

   
   
   
    

     
   
   
   

     
   
   
   

                        (21)  

 هایماتریسوسیلۀبه    و 

   
   
   
   

     
   
    
   

                                                               (21)  

  :کنیمصورتتعریفمیدینرارویعناصرپایهبابرجبرلیضرببراکت      ابتدابرای.تولیدشود 
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ابرجبربنابراینهمهمشتقاترویاین.بدونمرکزاستابرجبرلییک                   صورتزوج دراین 

  اکنوننگاشتخطی                         وداریمهستندداخلیلی

                     

  .گیریمدرنظرمی(26)ۀراباضابط

                  
 

                      
 

 
             (26)  

این  -یکهوم                      تاییصورتسهدر لی اگرابرجبر یک   استکه لی ، ابرجبر

 .[9]تواندباشدنمی

  عبارتدیگرباتعریفنگاشتبه      کنیماکنون،فرضمی

                    

-هومیک           تایی بنابراینسه.داریم     متناظربا         ابرجبرلی-یکنمایشبدیهیرویهوم

               نمادبارا   درمقادیربا          رویزنجیرهم    همهمجموعه.است          مدولبرای

  :بامقادیرمختلطعبارتاستاز          همزنجیرهایروی-هوم    پسمجموعههمه.دهیمنشانمی

       

                                        

         دهیمقرارمی

  مرزعملگرهم     برایهرعددصحیحمثبت                

          

                     

                

 شودتعریفمی(29)ۀباضابط 

                   

 

   

                                  
                              

   

       

                                                           

                                                                                                   (29)  

         کهجایی 

 معنایحذفبه    ونماد                       ،  ۀدرج    ،               

             زوجبنابراین.است  

ابرجبر-کوهمولوژیرویهوممجتمعیک                       

  بهعبارتدیگر.است                     لی

                                     

               

-هومعبارتاستاززیر                       ابرجبرلی-،حسابدیفرانسیلرویهوم92بنابرتعریف 

  مجتمع

    
  

       

              
  

    
  

       

              (21)  

رابط  بر بنا (29)ۀ هومهم-هوم9 فضای روی مشتقاتداخلی همان لی-دورها                  ابرجبر

  عبارتدیگربه.است    

                                   

رابطهم  بر بنا 29)ۀچنین، فضایهمه-هوم9 فضای( عبارتاستاز نیز     همدورها
-شتقاترویهومم 

  عبارتدیگر،به                    ابرجبرلی
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           فرضکنیداکنون 

               (21)صورتهباسکالری،مرزهم-هوم2 عملگرۀبطضابنابر

 است

                                                                     

                    (21)  

  :صورتداریمدراین.باشد                      همدوراز2 یک   کنیمحالفرضمی 

                                                                   (99)  

 :داریم(99)ۀدررابط            جایهب         تاییگزینیسهباجای 

                                                 

  :داریم (26)ۀبنابرتعریفبراکتورابط 

               
 

 
     

  

 
        

  درنتیجه 

                                  

  هایزیرراتاییطورمشابهاگرسههب                وریمآدستمیهبنابراینب 

                                                 
                                                 

  :وریمآدستمیهیمبکنگزینجای (99)ۀدررابط            جایهباگرهمانندبالا 

                                             
                             

  :ضابطهتعریفکنیماینرابا              حالاگرنگاشتخطی 

     
 

   
                      

   

 
        

     
 

 
                           

  چنینوهم                  صورتداریمدراین 

                                                                                                                                                    
(99)         

هایگزاریزوجباجای 
                                                                  

  عبارتدیگربه          گیریمبامحاسباتسادهنتیجهمی(99)ۀدررابط         جایزوجهب 

                                           

  .نیزمحاسبهکرد         همدورهارابرای-هوم    هممرزهاو-هوم    توانفضایطورمشابهمی به 
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