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 چکيده
چندجملهۀاید از استفاده مقاله، این انتگرالایاصلی معادلات -هایچبیشفبرایحل فردهلمتأخیردیفرانسیل ی

پذیرنیستیادرصورتامکانبسیارمشکلهایتحلیلیامکانروشحلاینمعادلاتبهمعمولاً.خطیبامراتببالااست

است به. نظر مورد اینروشمعادله دستگاهایروابطماتریسیبینچندجملهۀوسیلدر به مشتقاتآنها هایچبیشفو

شودمعادلاتخطیتبدیلمی روشتائوبرایمحاسبتأخیرهایعملیاتیعملگرهایماتریس. با ضرایبۀومشتقهمراه

شونداستفادهمیمجهولبسطچبیشفجواب همگراییروشبررسیشدهاست. اعتباروکاراییروشمثال. هایعددی،

.چنیننتایجحاصلازروشبانتایجموجودمقایسهشدهاستهم.دهندارائهشدهرانشانمی

 
هایاییفردهلم،روشتائو،ماتریسعملیاتی،چندجملهتأخیردیفرانسیل-ی،معادلهانتگرالتأخیردیفرانسیلۀمعادل:کليدی های واژه

.چبیشف  

 

 مقدمه

دیفرانسیل-انتگرالمعادلات پدیدهدرتأخیری گوناگون های مدلمانند وزیستمسائلسازی فیزیک شناسی،

یتأخیردیفرانسیل-انتگرالمعادلاتعددیحلبهتمایلونیاز،اخیرهایسالدر[.6]-[9]شوندمیظاهرمهندسی

برایحلعددییهاروشناگزیربهاستفادهاز،استمشکلمعادلاتاینتحلیلیحلجاکهآناز.استروبهافزایش

هستیممعادلاتاین روشرهاموجکروشمانندمتعددیعددییهاروش. روشلژاندرموجک، ،گالرکینموجک،

اندکارگرفتهشدهبرایحلاینمعادلاتبهغیرهووالشیهاسریتیلور،روشمحلیهم،روشآدمینتجزیهروش

[9]-[98].

باs ۀفردهلمخطیمرتبیتأخیردیفرانسیل-انتگرالمعادلهعددیجوابیافتنحلبرایروشیکمقالهایندر

صورتضرایبمتغیربه
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مرکبشرایطتحت  
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  کهطوریبه ،  
  ارائهمعلومپیوستهابعتو و ، دهیممیهستند، این. در    ضرایبجا ،    ،        و

.یحقیقیهستندهاثابت
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 .روندمیکاربهبسطمحاسبهضرایبمجهولبرای

تعمیمراآن[00]اورتیزد،شمطرحمعمولیدیفرانسیلبرایحلمعادلات[91]زوچلنوسیلۀبهابتدادرتائوروش

.داد

استمتعامدهایایچندجملهکاملازمجموعهیکبرحسبعناصرنظرموردتقریبیجواببسطشاملروش

[09]،[00].

کاربردهایهاطیسال برایحلمسائلروشیاخیرتحقیقاتمتعددیاز مختلفتائو -[03]استانجامشده

[06].

هابخش  استمقالهاینی شرح این به موردروابطبه0بخش: اصلی از درچبیشفهایایچندجملهنیاز

را(0)-(9)سازیروشتائوچبیشفبرایحلمسئلهپیادهۀنحو3بخش.استشدهدادهاختصاصبعدییهابخش
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ذکراستکهلازمبه.پردازدبهبیاننتایجمقالهمی6بخش.استشدهانجامموجودیهاروشباایمقایسه.شودمی

.استفادهکردیممیپلافزارنرمبرایانجاممحاسباتاز

 

 مفاهيم و تعاریف مقدماتی

.کنیممعرفیمیراداریمنیازآنهابهبعدهایبخشدرمعادلاتیکهوروابطمفاهیم،بخشایندر

وشوندمیتعریف                    صورتبه      ۀبازرویچبیشفمتعامدهایایچندجمله
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درنظرصورتدینبچبیشفهایایچندجملهاستوبسطآنبرحسب      ۀپذیررویبازتابعیانتگرال تابع
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ۀدرمعادل     آیدودرنتیجهدستمیبه بردار(43)و(40)مجهول   معادلهو   باحلدستگاه

.توانمحاسبهکردرامی(1)

:داریم(44)صورتبهخطیفردهلمیتأخیردیفرانسیل-انتگرالۀمعادل(9)جایمعادلهلازمبهذکراستاگربه  
1 1

( ) * ( ) *

1 1
0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )  ,
s l

k r

k r

k r

p x y x p x y x f x k x t y t dt k x t y t dt 
 

 

        

(44)
.راباعبارتماتریسیزیرعوضکنیم(49)در پیوستهمعلوماست،بایدماتریسدومتغیرهتابع  کهدرآن 

      
      

       
     

                   
          (45) 

  که
ماتریس                   و به  است، 8)ۀصورتمشابهمعادلمعلوماستو .آیدمیدستبه(



 برآورد خطا و تحليل همگرایی

.پردازیمدراینبخشبهبررسیهمگراییروشعددیطرحشدهمی

فرضکنیمضرایب.شودتعریفمی(4)ۀتقریبیازآنباشدکهبارابطnyو(9)ۀجوابمعادلyفرضکنیم .5ۀ قضي

,,0دستآمدهباشدوتوابعبه3بسطمتناظرازروشبخش 1, ,kp k s،* 0,, 1, ,rp r l، پیوسته و

)اگر.ندباش )e xگذاریتفاضلعباراتحاصلازجای( )y xو( )ny xباشددراینصورت(1)درمعادله

2 2 2( 1,1) ( 1,1) ( 1 ,1 )

2 ( ) 2 ' ( ) 2

0,1,..., 0,1,...,|| || || || ( ) || || .
2L L L

m m m m

s l

n
e c n y c y

     

         (46)  

:داریم(9)تحتشرایطمفروضقضیهاز:اثبات

( )

( )

( ) * ( ) ( )

0 0

1

1

( ) * ( )

0 0

| ( ) | | ( )( ( ) ( ) ) ( )( ( ) ( ) )

( , )( ( ) ( ))

| ( ) | | ( ) ( ) | | ( ) | | ( )

|

k

k

s l

k r r

k n r n

k r

n

s l

k r

k n r n

k r

e x p x y x y x p x y x y x

k x t y t y t dt

p x y x y x p x y x y

 

 



 



 

     

   

    

 



 

  

 
( )

1

1

( ) |

| ( , ) | | ( ) ( ) | .

r

n

x

k x t y t y t dt



 




   

 

کنیمفرضاگر
( 1,1)1

0
max ||

L
k s

kM p  
 

و
( 1,1)2

0

*max ||
L

l
r

r
M p  

 
کنیمفرضعلاوهبه

3
1 , 1

| ( , ) |max
x t

M k x t
  

1وقراردهیم 2 3max{ , , }M M M Mداریم،دراینصورت:

( )( ) ( ) ( )

0 0

1

1

| ( ) | | ( ) ( ) | | ( ) ( ) |

| ( ) ( ) | .

k
s l

k r r

n n
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n

e x M y x y x M y x y x

M y t y t dt
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1lبدونکاستنازکلیتفرضکنیم s درنتیجه

( )
1 1

( ) ( ) ( )

0 0

1

1

| ( ) | ( | ( ) ( ) | | ( ) ( ) |

| ( ) ( ) | ).

kk r r

n n

k r

n

e x M y x y x y x y x

y t y t dt

 

 

 



     

   

 



 

 

پس
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2 2 ( ) 2 ( ) ( ) 2

0 0
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| ( ) | 2 ( | ( ) ( ) | | ( ) ( ) |

( | ( ) ( ) | ) .

kk r r

n n
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e x M y x y x y x y x

y t y t dt

 

 

 



     

   

 


:شوارتزداریم-گیریازنامساویفوقواستفادهازنامساویکوشیانتگرالبا  

( ) ( )

2 2 2( 1,1) ( 1,1) ( 1 ,1 )

1 1
2 2 ( ) 2 ( ) 2

0 0

1 1
2

1 1

|| || 2 ( || || || ||
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L L L
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e M y y y y

y t y t dt dx

 

 

    
 

 

   

   

 

 
 

)برای[09]ومرجع(36)و(33)باتوجهبهروابط 1,1)my H 1 و 1m n  داریم:

2 ( 1,1)
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2 2

1
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d y
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:داریم

2 2 2( 1,1) ( 1,1) ( 1 ,1 )

2 ( ) 2 ' ( ) 2

0,1 0,1|| || || || ( ) || || ,
2L L L

m m m mn
e c n y c y

     

    

1lدرحالت(46)بنابرایننامساوی s برای.دستآمدبه, 1l s روندقابلتعمیماست. 

)ۀدهدکهخطاازمرتبنشانمی(46)نامساوی ) )
2

( mn
o استوباافزایشnوmاگر.یابدخطاکاهشمیn

.کندنهایتمیلکنندخطابهصفرمیلمیبهبیmو

 

ی عددیها مثال  

.کنیممیونتایجحاصلرابررسیبریممیکاربهمثالچندبرایراشدهطرحدراینبخشروش

 زیراولۀمرتبخطیفردهلمیتأخیردیفرانسیل-انتگرالۀمعادل.9مثال 

                                 
 

  

                

.[98]گیریمرادرنظرمی                  باشرط

اینمثالداریم در :    ،         ،        ،  
       ،  

       و        ،

          .

.است         جوابدقیقاینمسئله

.زنیممیتقریب(49)صورتبهراجواب   برایقبلیبخشدرشدهارائهتکنیکازاستفادهبا

            
  

 
                                                 (49)  

:داریم  

    
  
 
 
          

 
 
 
        

   
 
 
 
        

   
 
 
 
     

  
 
 
       

   ،     ،      قابلتوجهاستکه
   ،   
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و 

  

 
 
 
 
 
 
    

 
  

 
 

  

 
   

   
 
 
 
 
 

  

  بنابراین

      
     

     
         

                  
     

 

 
 
 
 
  

  

 

  

 
      

 
    

 
 
 
 

  

:داریم (40)ۀبااستفادهازمعادل

                                                              (48)  

:داریم(43)چنینبااستفادهازهم 

                                                         (41)  

:داریم(41)و(48)باحلکردندستگاهمعادلاتخطی 

                        

.کههمانجوابدقیقمسئلهاست          داریم(41)ۀدرمعادلدستآمدهبهضرایبگذاریجایبا

 متغیرضرایبباسهۀمرتبخطیفردهلمیتأخیردیفرانسیل–انتگرالۀمعادل.0مثال 

                                             

            
 

 
 
 

 
    

 

  

                

 .گیریممینظردررا                   باشرایط

:داریم(44)ۀمعادلازاستفادهبا

                                   ،          
      ،

  
                        

 

 
 

 

 
و                        . 

.است       جوابدقیقمسئله

دستبه   و   متناظرباایازنقاطدردستهخطییتأخیردیفرانسیل-انتگرالمعادلهتقریبجواب

.قابلمشاهدهاست9جدولدرعددینتایج.آمدهاست

 رازیرمتغیرضرایببادومۀمرتبخطیفردهلمیتأخیردیفرانسیل-انتگرالۀمعادل.3مثال 
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0آناليز خطای مثال. 5 جدول
         

                                          x 

0.13e-02 

0.70e-03 
0.30e-03 

0.20e-03 

0.0000 
0.0000 

0.0000 

0.12e-03 
0.42e-03 

0.99e-03 

0.19e-02

1.6500 

1.4925 
1.3502 

1.2216 

1.1052 
1.0000 

0.90484 

0.81861 
0.74040 

0.66933 

0.60461

0.31e-02 

0.13e-02 
0.50e-03 

0.10e-03 

0.0000 
0.0000 

0.0000 

0.50e-04 
0.50e-03 

0.85e-03 

0.21e-02 



1.6456 

1.4905 
1.3494 

1.2213 

1.1052 
1.0000 

0.90484 

0.81868 
0.74056 

0.66947 

0.60443

0.5 

0.4 
0.3 

0.2 

0.1 
0.0 

-0.1 

-0.2 
-0.3 

-0.4 

-0.5

      و          شرایطبا
 

 
 .است             مسئله جوابدقیق.بگیریدنظردر

:داریم(44)ۀمعادلازاستفادهبا

           ،                            
      ،  

       ،

             
 

   
              ,                   . 

عددینتایج.آیدمیدستبه   و   متناظرباخطییتأخیردیفرانسیل-انتگرالمعادلهعددیبرایجواب

.ببینید0جدولدررا

 3آناليز خطای مثال . 2 جدول

         

                                      x 

0.370e-02 
0.244e-02 

0.140e-02 

0.650e-03 
0.170e-03 

0.00000 

0.180e-03 
0.730e-03 

0.167e-02 

0.305e-02 

0.490e-02 



1.50778 
1.48404 

1.46002 

1.43573 
1.41116 

1.38629 

1.36116 
1.33573 

1.31000 

1.28398 

1.25766

0.447e-02 
0.281e-02 

0.154e-02 

0.680e-03 
0.170e-03 

0.00000 

0.170e-03 
0.650e-03 

0.144e-02 

0.253e-02 

0.391e-02 



1.50764 
1.48394 

1.45996 

1.43570 
1.41114 

1.38629 

1.36114 
1.33570 

1.30994 

1.28388 

1.25752

0.5 
0.4 

0.3 

0.2 
0.1 

0.0 

-0.1 
-0.2 

-0.3 

-0.4 

-0.5

 

 گيری بحث و نتيجه

دیفرانسیل-انتگرالمعادلات،استچبیشف-تائوروشۀپایبرکهماتقریبیروشکندکهییدمیأتمقالهاین

بهدستگاهمتغیرضرایببابالاۀمرتبخطیفردهلمیتأخیر روشیکارآمد،کندمیتبدیلخطیجبریمعادلاترا

برایتواندمیتقریب،باچندتغییر.ثرباشدؤمتواندمیکهاینروشبرایحلمسئلهدهدمینتایجعددینشان.است

.کارروددیفرانسیلفردهلمبه-یومعادلاتانتگرالتأخیرحلمعادلاتدیفرانسیل
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