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 کاربردهایی از انحنای کازوراتی برای منیفلدهای آماری  

 همگن مرکزی شبه های و ابررویه
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علومریاضیۀ،دانشکددانشگاهصنعتیاصفهان  
01/17/78پذیرش23/18/77دریافت

 چکیده
مفصلیازمقدماتلازمسپسبیان.شودفرضمیعنوانزمینۀاصلیکارهدربخشابتداییهندسۀآفینبدراینمقاله

متفاوتدرزمینه انحنایثابت–φزیرمنیفلدهایآماریازمنیفلدهایآماریساساکینبادراینبخش.داریمهاینسبتاً

گیریممیموضوعمحوریدرنظرعنوانبه مفصل،یکنامساویبهینهبینانحنایعددینرمالسپسبایک. روندتقریباً

تعمیمیافتۀ شده انحنایعنوانبهیکزیرمنیفلد، دستهیکخاصیتبیرونیبعنوانبهکازوراتیآن-δخاصیتذاتیو

نتیجۀمستقیمیازاینمطلب.کنیمراهمتعیینمی بینایندوانحنا نامساوی درتساویدرادامۀآنشرطوجود.آوریممی

انحنایکازوراتیاست و انحنایعددینرمالشده بین یکنامساویبهینه بخشدوم.وجود انحنایدر از استفاده با

قابلیتیبیش نتایجیدرکازوراتیبا انحنایمقطعی، از ابررویهتر همگنهایمورد مرکزیموضعاً فرمشبه فضا بادر ها

بانحنای آوریمدستمیهصفررا همگنابررویهوجبریبرایاینمطالببهبیانیتحلیلی. منجرهایشبهمرکزیموضعاً

.شودافزارهاموجبمیدراستفادهازنرمهایآفینراکاراییمدلکهشودمی

 
.منیفلدآماری،منیفلدساساکین،موضعاًهمگنشبهمرکزی،انحنایکازوراتی،:های کلیدی واژه



 مقدمه

علومهایشاخهازبعضیدرحتیوتجربیعلومدرمطرحمسائلبرایریاضیمدلیکارائهدرمهماهداف ازیکی

نتایجبهدسترسیجهتدرریاضیابزارازاستفادهوسویکازخلاصهروشیبهمسئلهبیانامکانایجادانسانی،

هندسیهایلمدزیاد،کاربردبامواردازیکیبینایندر.استدیگرسویازبالامنطقیاستحکامباومدللصورتبه

0723اولینرسالهدرموردهندسۀآفیندرسال.بردنامراآفینۀهندستوانمی،نمسئلهایبرشاهدیعنوانبه.است

مانند،هاپایامیهایآفینخطینیستند،اماچونتحتانتقالچندنگاشت هر.[0]بلاشکبهنگارشدرآمدوسیلۀبه

.جبرخطیدانستۀتواناصولاًهندسهندسهآفینرامی

اینناتومیابررویه،یکعنوانبهآفینهندسهمدلیکۀارائازپسآمده،دستهبنتایجبهتوجهباهندسهایندر

انجامامکانسازیفراهمتناظر،ایناهمیتکهاستبدیهیالبته.ساختمتناظرایچندجملهیکبانحویبهرابررویها

کهدرادامهکنیمیمیانبمثالسهنمونهبرای.استنتایجبهیابیدستدرریاضیافزارهاینرمازاستفادهوحاسباتم

.پردازیممیعنوانیکیازاهدافاصلیبهمقالهبهمثالسوم
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هایریاضیپژوهش0011تابستان،2،شماره7جلد512
 (نشریهعلومدانشگاهخوارزمی)

 الگوسازیبرایراآفینقطعهقطعهدیفرانسیلمعادلاتازکلاسیکنترلِنظریِدیدگاهگلاسلئون0771سالدر

ۀدور کهشوندمیعملواردحالتیدرآفینقطعهقطعهالگوهای[.2]کردارائهشیمیایی،وواکنشیهایشبکهژنتیک

 .باشداصلاحقابلپاشیدگیهمازوتولید

شدهثابتمثالعنوانبه.استتربیشابعادبافضاهایِدرهازمان-فضانشاندنعلاقه،موردمسائلازیکیامروزه

آفیندرفضاهاینمودارایهابررویهومرکزآفینهایهیابرروعنوانبهتواندیموالکر-روبتسونزمان-فضا کهاست

باشندوالکر-روبرتسونزمانهای-فضارویلورنتزیمترهایهماندقیقاٌالقایینسبیمترهایکه شودنشانده قسمیبه

 نظردرآفینزیرمنیفلدهایطبیعیروشیبهراآنهازیرمنیفلدهایوهانزما-فضااینشودکهیمموجبمطلب این [.3]

بگیریم درنتیج. استنباط،اینۀ از هندسابزاراستفاده مطالعبرایآفینۀ زیرووالکر-روبرتسونهاینزما-فضاۀ

.شودمیپذیرامکان آنهامنیفلدهای

منیفلدهایآماریدرتلاقیچندزمینهتحقیقاتینظیرهندسۀاطلاعات،هندسهدیفرانسیلِآفینوهندسۀهندسۀ

استهسیان شده واقع . آماری منیفلد وسیلۀبهاصطلاح سال هندسۀ0781آمَریدر نام با مبحثجدیدی در و

اطلاعاتتعریفشده استاستو کرده ایفا تحقیقاتی جدید اینرشته ساختن 0]نقشمهمیدر فرضکنیم[.

                    پارامتری با احتمال باشد                یکچگالی برایهر.

𝛼عددثابت :دهیم،قرارمی  
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یکمترریمانیروی اگر.است   معینمثبتروی-یکفرمدرجهدومِنیم  شودکهراحتیملاحظهمیهب

 وسیلۀبهالتصاقآفینیاستکه    حالیکه یکمنیفلدآماریاست،در          گاهباشد،آن 

    
      

   

    

   
 

 

   
  

معهروف             التصاقآمَرینسبتبهه-𝛼باناممتریکفیشروترتیبهب 𝛼  و درواقع.شودتعریفمی

معادلهکدآزی،یکزوجمتشکلازیهکالتصهاقوسیلۀبه.هایآماریمفیدهستنداستنتاجاینابزاربرایفهم.هستند

وجهودهناپهذیربهدومینفرماساسهی،سهاختاریآمهاریروییهکابرصهفحۀزوالالقاییویکفرماساسیآفین،یعنی

 .راساختارکدآزینیزگویندبههمیندلیلگاهیساختارآماری.آوردمی

جنبه اینبررسیهایمختلفقابلمنیفلدهایآماریاز از سالهستند، در اینمقالاتبسیاریهایاخیررو در

باعنوانونوگوچیوسیلۀبهاشارهکردکه  [1]توانبهمییکیازاولینمقالات،عنوانبه.زمینهبهچاپرسیدهاست

آما منیفلدهای بهندسهً درهری خواصی بررسی عمده التصاقطور استمورد داده قرار توجه مورد را آماری .های

ساختارمنیفلدآماری،[6]استهیلبرتمدلشدههندسهمنیفلدآماریبابعدنامتناهیدرحالتیکهرویفضای
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ساختارهایسیمپلکتیکرویمنیفلدهایآماری[7]براینسبیتعام نشان[8]یا  تحقیقگستردگینحوهٌدهندهٌ،

.رویاینموضوعاست

وجودامکاناتخاص،منیفلدهایآماریساساکینوکنموتسودرمرکزتوجهبسیاریازمحققاندراینۀواسطهب

ثابتشدهاستکهشرطپذیرشساختارساساکینبراییکابررویهدریک[7]مثالدرعنوانبه.اندزمینهقرارگرفته

یابیبهدست[01]چنیندرهم.منیفلدآماریهولومرفمعادلبایکشرطرویعملگرهایشکلاینابررویهاست

استکهمثیک یکمنیفلدکیلریخاصبیانشده تحتیکشرطمعیناز المهمیازمنیفلدآماریکنموتسو

 .منیفلدآماریهولومرفیکخواهدبود

بررسیموضوع دستاورد و بحثدارد جای نیز آماری منیفلدهای برای دیفرانسیل، هندسه در انحناهایانحنا

دربارۀرویکردجدیدیرا فوروهاتایکیازافرادیاستکه.ملیبرایایندستهازمنیفلدهااستأمختلف،نتایجقابلت

ویشرطیرویانحناییکمنیفلدآماریارائهکردکهآنمنیفلدرامثالعنوانبه[.00] موضوعآغازکردهاستاین

رایباشارهکردکهدرآنپایاهایآماری[02]توانبهازموارددیگرمی .کندقادربهپذیرشیکابررویهًاستانداردمی

.استبررسیشدهثابتانحنایبرشی -تسوباآماریازیکمنیفلدآماریکنموزیرمنیفلدهای

فلسکازوراتیریاضیوسیلۀبهمفهومیاستکهکازوراتیانحنای برانحنایسنتی(0871-0831)دانایتالیایی،

تعبیری[.03]گاوسیوانحنایمتوسطبهایندلیلترجیحدادهشدکهتطابقبهتریباشهودعمومیازانحناداشت

مثالعنوانبه هاراحنایکازوراتیِزیرمنیفلدهادرمنیفلدهایریمانیومفهومآندرهندسهودیگرزمینههندسیازان

ایبینخواصبیرونیویکیازاهدافکلیدرهندسۀمنیفلدها،رسیدنبهرابطه.یافت[06]،[01]،[00]درتوانمی

ازکاربردهایوسیعومهمانحنایکازوراتی،.هااستطورخاصفضافرمهخواصذاتیزیرمنیفلدهادرمنیفلدهاوب

یکخاصیتبیرونیوانحنایاسکالرعنوانبهاثباتوجودیکنامساویبهینهبانامنامساویچنبینانحنایکازوراتی

فرمیخاصیتعنوانبه فضا در )هایمختلفاستذاتیبرایزیرمنیفلدها 07]برایمثال بب[ ینیدرا خاصهب(. طور

در زیرمنیفلدهایصادق نامساویشناسایی برایحالتتساویدر استکه اهدافمهم از یکی حاصل، هایبهینۀ

آلدرایناستکهحداقلتنشمزیتزیرمنیفلدهایایده.آلگویندکهبهآنهامنیفلدهایایدهدهدمنیفلدهاییرخمی

.کنندممکنراازفضایزمینهخوددریافتمی

ایاختصاصداردکهبااستفادهازانحنایکازوراتی،درهایبهینهایازاینمقالهبهاثباتنامساویقسمتعمده

.شودموردزیرمنیفلدهایآماریدرمنیفلدهایآماریساساکینباانحنایخاصثابتانجاممی

قبلیونتایجآندرهایبخشبهینهمشابهبانامساویاینمقاله،بااستفادهازتعدادینامساوی پایانیبخشدر

هایموضعاًهمگندرفضاهایاقلیدسیهاییبرایابررویهبندیموردبطورپایاشبهنافیبودندرحالتتساوی،دسته

.شودارائهمی

 پیشنیازها

 نمایش   جاایندر بعد از هموار ریمانی منیفلد همۀ یک و فرضمی است هموار شونداشیا مجموعه.

 روی      هایتانسوریهموارازنوعمیدانۀومجموعههم    Γرابانماد هایبرداریهمواررویمیدان

نماد با دهیمنشانمی          Γ را  یکالتصاقآفینروی فرضکنیم. یکمتریک            و

ریمانیباشد  چیویتامربوطبه-لویالتصاق. فقط   بارا دهیمنمایشمی   یا 𝜑بافرض.  Γ         و

𝜉  Γ    کنیمساختارآماریوساختارساساکینمیترتیبمروریبره،ب.
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 (نشریهعلومدانشگاهخوارزمی)

بدونتابباشدومعادلهکدآزیبرایهر نامند،هرگاهالتصاق  آماریروی  رایکساختار     زوج .1 تعریف

.باشدبرقرارزیرصورتهب،           

                       
:کنیمتعریفمی(0)صورت رابه  ،     برایساختارآماری

                        
                                                 (0)  

وگویند نسبتبه یکالتصاقآفیناستکهبهآنالتصاقدوگان  شودکهراحتیملاحظهمیهصورتبدراین

هب آماریاست      علاوه نیزیکساختار     چنینداریمهم.
 

 
         آماری. و      برایهرساختار

ودراست          عضویاز درنتیجه             ،  :دهیمقرارمی،         برایهر

.کندصدقمی(2)روابط

                                                                         (2)  

یک          گاهزوجصدقکند،آن(2)درشرط            اگر، برعکسبراییکمترریمانی

          :داریمعلاوههب.کندساختارآماریتعریفمی
 

 
.دهندنشانمی      رابا   غالباٌ      

نشان یابهاختصاربا   رابا باشدتانسورانحناینظیر  یکساختارآماریروی      فرضکنیم .5 تعریف

 :کنیمتعریفمی،           برای.دهیمنمایشمی   رابا    همینطریقدهیموبهمی

        
 

 
                    

خواصتانسورۀهم       شودکهسادگیملاحظهمیهب.شودنامیدهمی     میدانتانسورانحنایآماری  و

:داریم             برایهرویژههب. است         Γعضویاز بنابراینانحنارادارد،

                            
ازانحنایآماریثابت       یکمنیفلدآماری .3 تعریف ،            برایهرگوینداگر   را

:رابطهبرقرارباشداین

                            
گاهدهیم،آننشان    رابا     یکساختارآماریبرای   چیویتای-اگرمیدانتانسوریانحناینظیرالتصاقلوی

:رابطهبرقراراستاین           برای  

                             

هایتقارن  تعریفشود،چون ونه تواندبااستفادهازمیدانتانسوریمی     شودکهانحنایبرشیکیدمیأت

 [.08] چویتاراندارد-میدانتانسوریانحناازیکالتصاقلویکافی

              اگر آن    یکزیرمنیفلد یکمنیفلدآماریو باشد، التصاقالقایی       گاه ومتریک با

 .،نیزیکمنیفلدآماریاست القایی

𝜋فرضکنیم .4 تعریف   انحنایبرشی .باشد   درنقطه   یکزیرفضایدوبعدیاز           

 :شودصورتتعریفمیدینب𝜋برای

𝜎 𝜋  
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یکپایه           باشدو   یکپایهمتعامدیکهبرایفضایمماس            هرگاه،   برای

  برایمتعامدیکه
 ,شودبیانمی(3)رابطۀبا در𝜏گاهانحنایاسکالرباشد،آن  

  𝜏     𝜎                                                                             (3)  

.شودتعریفمی(0)صورتهب ازρچنینانحنایاسکالرنرمالشدههم

  ρ  
   

      
                                                                  (3)  

:شوندصورتبیانمیدینب ترتیببانمادهایهبنیز  میدانبرداریانحناهایمتوسط

  
 

   
         

   

   

                          
 

   
           

   

   

 

:شودصورتمحاسبهمیهدینب   از  برداریانحنایمتوسطبرایزیرمنیفلدهایمیدانرومربعطولازاین

      
 

      
      

 

   

   

 

 

              
 

      
  

    

     

     
    

   

   

     

      

     

 

𝛼و             کهدرآن              ،

    
                                 

                     

کهاز         :داریم روی  و هایاساسینسبتبه،برایدومینفرم          باتوجهبه

می آن نتیجه که         شود حالی، در   که برداریانحنایهب  و میدان اساسیو ترتیبدومینفرم

.هستند  روی   چویتای-متوسطمتناظرباالتصاقلوی

کهیکزیرمنیفلدآماریمییادآوری        شود التصاق            در ژئودزینسبتبه تماماً نامیده   ،

(.راببینید[08]نمونهبرای)همهجاصفرباشد روی شوداگردومینفرماساسیمی

انحنایمتداولگاوسیسنتیانحنایبرهاییبرتریآید،میادامهدر[00] ازآنتعریفکهکازوراتیانحنای یا

اگرفقطواگرصفراسترویهیکبرایکازوراتیانحنای .شودمیاشارهآنهاازیکیبهنمونهعنوانبهکهداردبرشی

یکیاستکافیرویهگاوسیانحنایشدنصفربرایکهدرحالیباشند،صفرزمانطورهمهبدوهر،آناصلیانحناهای

کهدرحالیشد،قائلاستوانهوصفحهبینتمایزیتواننمیگاوسیانحنایبامثالبرای.باشدصفراصلیانحناهایاز

.کندمیایجادمسائلگونهایندربهتریشهودکازوراتیانحنایبنابراین.کندمیتفکیکرادواینکازوراتیانحنای

پایهیک.شدبا     بعدی       هموار منیفلداز همواربعدی      زیرمنیفلدکی کنیمفرض

برای              یکهمتعامدپایهویک   در      مماسضایفبرای            یکهمتعامد

  قائمفضای
 .کنیماختیارمی،  

انحنا .2 تعریف کازوراتیهای نمادهای 𝒞و𝒞با
 

نقطه،   از  زیرمنیفلدرایب تعریفصورتدینب   در

:ندشومی

𝒞
 

 
 

   
     

 

   
   

   

     

    

     

   
     

𝒞
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   بعدیاز- یکزیرفضای فرضکنیم  یکپایهمتعامدیکهبرای         و   ، انحنای.باشد

𝒞و   𝒞کازوراتی
 
:شودصورتبیانمیدینب برای   

𝒞    
 

 
   

 

     

    

     

   
          𝒞

 
    

 

 
   

 

     

    

     

   
      

 :شودتعریفمیصورتدینب برایزیرمنیفلد   𝒞  و   𝒞 شدهکازوراتینرمال- انحناهای

  𝒞      
 

 
𝒞

 
 

   

      
    𝒞    هصفحابر از     است      یک 

    𝒞       𝒞
 

 
    

      
    𝒞    هصفحابر از     است      یک 

میهب مشابه طور نرمال-  انحناهایتوان   شدهکازوراتی
𝒞        و

𝒞     برایزیرمنیفلد فقطبا  از را

𝒞گذاریجای
 

:صورتتعریفکرددینب𝒞بهجای

   
𝒞      

 

 
 𝒞

 

 
 

   

      
     𝒞

 
     یک ابرصفحه از     است    

    
 
𝒞        𝒞

 

 
 

    

      
     𝒞

 
     یک ابرصفحه از     است    

:قراردهیم      مخالفبا اگربرایهرعددحقیقیمثبت .2 تعریف

     
                

      
  

  و   بهرایههر،  از  بهرایزیرمنیفلهد     𝒞 شدهتعمیمیافتههکازوراتینرمال- گاهانحنایآن

:استصورتتعریفشدهدینب           ،

  𝒞         𝒞
 

         𝒞    صفحهابر از     است      یک 

درمرجع 0      هرزیربرایصورتبهنیز     𝒞  شدهتعمیمیافتهبانمادکازوراتینرمال- انحناهای

.بیانشدهاست[6]

   𝒞         𝒞
 

         𝒞    هصفحابر از     است      یک 

انحناهایهب 𝒞 کازوراتینرمالشدهدوگان-  علاوه،
       𝒞  و

         برایزیرمنیفلد   از درهرنقطه،

1ترتیببرایه،ب    :تعریفشدهاستصورتدینب        و         

  𝒞
           𝒞

 

 
         𝒞

 
هصفحابر از     است          یک 

   𝒞
          𝒞

 

 
         𝒞

 
صفحهابر از     است          یک 

کازوراتی-  و– ،تعمیمیطبیعیازانحناهای(دوگان)شدهتعمیمیافتهکازوراتینرمال-  و– وضوحانحناهایهب

  ،   𝒞   ،  𝒞 کهاینهستندبهدلیل(دوگان)شدهنرمال
𝒞   و  𝒞

باقراردادنمقادیرخاصیتوانندمی    

𝒞     ،  𝒞     ، 𝒞 ترتیبازهب جایبه
𝒞  و      

:بازیافتشوندصورتدینب      

       𝒞    
 𝒞  

      
    

      
                              𝒞    

  𝒞  
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      𝒞
     

 𝒞
  

      
    

      
                              𝒞

     
  𝒞

  
      

    

      
        

 

 و منیفلد های آماری ساساکین کازوراتیانحنای 

  .ورودبهنتایجاینبخش،ابتدالازماست،تعاریفمربوطبهمنیفلدساساکینبیانشودیرای

تماسیروی 𝜑 𝜉   تاییسه.2 تعریف تقریباٌ یکساختار  را برایهر این ،         گویندهرگاه

:هابرقرارباشدتساوی

  𝜑𝜉           𝜉 𝜉         𝜑          𝜉 𝜉        𝜑         𝜑      

η،         برایهر ωو        :گیریمصورتدرنظرمیدینراب           

η        𝜉                  ω          𝜑     
شودکه،سادگینتیجهمیبه

η 𝜑       

   𝜑  𝜑          η   η      
هب تماسی متریکتقریباً یکساختار تاریخی وسیلۀبهطور می   𝜑 𝜉 η چهارتایی شودنمایشداده کهچنان.

.آوردهنشدهاستη،8همیندلیلدرتعریفشود،بهدیگرمقادیرتعیینمیوسیلۀبهηملاحظهشد

تماسی .2 تعریف شود،اگرتساویزیربرایهرنامیدهمییکساختارساساکین روییکساختارمتریکتقریباً

.برقرارباشد،         

    𝜑       𝜉         𝜉     

 چهارتایی آماری   𝜑 𝜉 η یک ساختار یک رویرا   ساساکین هرگاه و     گویند آماری ساختار یک

   𝜑 𝜉 رابطهبرقرارباشداین،         علاوهبرایهرهیکساختارساساکینباشدوب:

    𝜑   𝜑            
ساختارساساکینآماری.    و یکساختارآماریساساکینروی   𝜑 𝜉 η چهارتاییفرضکنیم .2 تعریف

:رابطهبرقرارباشداین،           گویند،هرگاهبرایهر برشیثابت-𝜑راازانحنای

        
   

 
                        

              
   

 
 ω     𝜑  ω     𝜑   ω     𝜑  η   η     η   η     

                      η         𝜉  η         𝜉                                                                                        (1)  

اگرانحنایبرشیدارایهمانمقداربرایهربرشیثابتاستاگروفقط-𝜑یکمنیفلدآماریساساکینازانحنای

𝜑-بنابرتعریف،یک،   درهرنقطه.برشدرهرنقطهباشد𝜑-وسیلۀبهمعنییکصفحهتولیدشدهبرشبه

𝜉عمودبراستکهاینصفحه 𝜑 و بردارهاییکۀمماس
 

.است

        بعدی-(2n+1)بعدیازیکمنیفلدآماریساساکین-     یکزیرمنیفلد فرضکنیم  .12 تعریف

 و  باشد روی این .باشد متریکالقایی فرمولدر صورت گاوسبرای          های ،   برای را    و

:داریمصورتدینب
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برای   در ترتیبتانسورانحناینشانندههتانسورهایمتقارنهستندکهگاهیبهآنهاب-(2و0)،  و کهدرحالی

  و ترتیبباهراب  و هایتانسوریانحنانسبتبهمیدان.گویند    برای   در وتانسورانحناینشاننده   

،             برایهر  نسبتبهالتصاق   از گاوسبرایزیرمنیفلدمعادلهبنابراین.دهیممینمایش

:ستازاعبارت

                                                                 

ۀگاهمعادلباشد،آن   و  هایهایتانسوریمتناظرباالتصاقنمایشمیدانترتیبهب   و  طورمشابهاگرهب

:صورتاستدینب             برایهر     گاوسنسبتبهالتصاق

                                                                    

[.7]کنیمبیانمثالیازیکمنیفلدآماریساساکینبیانمیبرایایدارد،راکهاثباتساده00گزاره

گاه،آن        و       و یکساختارآماریساساکینروی 𝜑 𝜉     اگرچهارتایی. 11ۀ گزار

      𝜑 𝜉 ویژههب.یکساختارآماریساساکیناست      𝜑 𝜉 نیزیکساختارآماریساساکیناست.

.شودتردومثالمطرحمیجابرایآشناییبیشدراین

:قراردهیم ،         برایهر باشدو یکساختارساساکینروی 𝜑 𝜉   فرضکنیم  .15مثال 

       η   η   𝜉  
ساختارآمارییک،       چنینبرایهم.کندصدقمی        𝜑   𝜑    و(2)در بنابراین

داریم  روی 𝜑 𝜉            ساساکین این. انحنایآماریدر  حالتمیدانتانسور میدانتانسوربا

.برابراست  انحنایریمانی

مختلطاستاندارد و     یکابرکرهیکهدرفضایاقلیدسی      فرضکنید  .13مثال  یکساختارتقریباً

𝜉 هیمدباشد،قرارمی     میدانبرداریقائمیکهروی هرگاه.باشد    عنوانبه     روی 𝜑و    

𝜋وسیلۀبهرا       برمماسفضایرویبه     مماستصویرطبیعیفضای𝜋کهکنیم،درحالیمیتعریف   

است با. را ابرکره استاندارد می متریک دهیمنمایش ساساکینساختاریک 𝜑 𝜉   صورتدراین. آماری

باانحنایبرشیآماریثابتبرابر     توانساختارهایآماریساساکینروی،می02بنابرمثال.است     روی

.برشینیزثابتیکاست-𝜑علاوهانحنایهب.بایکساخت

 𝜑 𝜉              آماریساساکینبعدی       منیفلداز بعدی      زیرمنیفلدکی فرضکنیم

تجزیه  ومولفهقائم  هایمماسلفهؤطوریگانهبهمهتواندبمی به 𝜑مماسگاههرمیدانبرداریآن.باشد

 :ستازاعبارت براساسپایهمماسبیانشدهبرای چنینمربعطولهم.       𝜑شود،یعنی

        

   

     

            

   

     

 𝜑          

   

     

         

را00ۀابتدالازماستقضیشود،شودبهیکمسئلهاکسترمممقیدمربوطمیایکهدرادامهاثباتمیکهقضیهجاازآن

.کنیمبیان[07]از
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شود،تعریفمی کهروی ،تاموهمبندباشدوگرادیانتابع       از فرضکنیمزیرمنیفلد.14ۀ قضی

 نقطه هر    در باشد بر عمود . دوخطی فرم  ،             هرگاه با که       برایهر

ۀضابط

                                                                                                 (6)  

.است          یکجواببهینهبرایمسئلهاکسترمممقید  گاهمعینمثبتباشد،آن   شود،درتعریفمی

.است        برایهر باتعریفزیر     تانسوریازنوع،       جامنظورازشودکهدراینیادآوریمی

                              
.است  چیویتاروی-التصاقلوی  درآنکه

،   گاهآننقاطبحرانیمعینمثبتباشد،آن-نیم رویزیرمنیفلد(6)ۀدرمعادل ،اگرفرمدوخطی[07]بنابه

اکسترممهایبهینهکلیمسئله،جواب(یعنینقاطاکسترمم)عموداست درآنهابر میدانبرداریگرادیانکه

.هستند          مقید

هاییبینانحناهایاسکالر،متوسطوانحنایکازوراتیبرایزیرمنیفلدهایدرواقعاثباتوجودنامساوی،01ۀقضی

 .انحنایثابتونیزبررسیشرطتساویدرآنهااست𝜑 آماریازیکمنیفلدآماریساساکینبا

 .12ۀ قضی کنیم  فرض منیفلد زیر بعدی      یک منیفلد یک از ماریآبعدی       آماری

گاهآن.باشد انحنایثابت𝜑 با 𝜑 𝜉             ساساکین

الف ) عدد هر  برای           که انحناهای نرمال- ، کازوراتی یافته تعمیم و     𝒞 شده

 𝒞
:کندصدقمی(7)درنامساوی      

  
 

      
  

𝒞      
 

 
𝒞  

      

 
    

 
 

     

 
           

      

       
         

                                 
 

      
                                                                                 (7)  

  کهدرحالی
𝒞     و𝒞 صورتبهترتیبهب   

𝒞       𝒞       𝒞
𝒞  𝒞 و        𝒞 تعریف

 .شوندمی

𝒞  و     𝒞  شدهتعمیمیافتهکازوراتینرمال- ،انحناهای        که برایهرعدد(ب
      

:کندصدقمی(8)نامساویدر

  
 

      
  

𝒞
       

 

 
𝒞  

      

 
    

 
 

     

 
            

      

       
         

                    
 

      
                                                                                               (8)  

  درحالیکه
𝒞
𝒞   صورتهب      

 
        𝒞        𝒞

 
 .شودتعریفمی     

   و برقراراست،اگروفقطاگرتانسورهایانحناینشاننده   درنقطه(8)و(7)علاوهحالتتساویدرهب

   درشرط،   وهر𝛼برایهر،   و  هایدوگانمتناظرباالتصاق
      

 .صدقکنند  

:چنینتعریفمیدانتانسورانحنایآماریداریموهم   و  هایبهالتصاق باتوجهبهمعادلاتگاوسنسبت: اثبات
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                                                                                                                          (7)  

در      ممهاسضهایفبرای            یکهمتعامدپایه.فرضشدهاست             کهدرحالی

  قائمفضایبرایرا              یکهمتعامدپایهو   
درمجموعهۀ   بهرای.کنهیماختیارمهی  

انحنهایثابهت𝜑 دارای  کههجااماازآن.             دهیمقرارمی(7)در،         

:داریم(1)است،بنابر

                    

   

     

                       

   

     

 

                               
   

 
                                        

   

     

 
   

 
    ω       𝜑          ω       𝜑      

     ω       𝜑             η    η              η    η          

    η            𝜉        η            𝜉                                  

                            
   

 
     

 

   

     

        

 
   

 
    ω

 
       

   

     

  ω       ω         

   

     

    η
 
    

   

   

   

چنههین،هههم         ωامههابههاتوجهههبهههمفروضههات،.همههاندلتههایکرونکههراسههت   کهههکهههدرحههالی

 η
 
    

   
ω      بنابرتعریف و      

 
       

   
:روداریمازاین     

                      
   

 
          

   

 
   
                                    (01)  

علاوه،هب

               
         

   

     

             

   

   

            

   

   

  

                                                             

                                                         (00)  

نتیجه𝜏واستفادهازتعریف          برای(7)،جمعکردنجملات(00)و(01)محاسباتکمکبه

:گیریممی
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  𝜏                                
          

   

     

 

𝜏 بنابراینازاینکه :داریم        

  
   

 
         

 

      
               

         

   

     

  

       
 

      
               

      

       
                                               (02)  

توجهبه    با
 

 
          ،    

 

 
       2ومعادلاتگاوسملاحظ         استفادهاز. درنتیجهبا

𝒞  𝒞و       :داریم تعریف  𝒞 .تواننوشتمی(02)اولسمتراستۀاکنوندرموردجمل:

     
 

              

                             

                                              

               بنابراین
 

 
 

 
     

 

 
      موردجملهدومسمتراست. استدلالمشابهدر (02)با

 :داریم

               
         

   

     

                            

   

     

 

                              
 

 
                      

   

     

 
 

 
                 

          

   

     

 

 ازطرفی

                                         

    

     

   

     

   

     

                         

    

     

      

                                                      
    

 

   

     

    

       

                                                            

                                                        
   

   

     

    

     

      𝒞  

.شودحاصلمی(03)تساوی(02)گذاریاینروابطدربنابراینباجای



  
      

 
    

 
 

   

  
             

 𝒞 

 
 

𝒞  𝒞 

   
 

   
 

      
                

      

        
                                       (03)  

بهمعرفییکچندجمله(03)براساستساوی هایموردنظر،اکنونبرایاثباتنامساوی دومبرحسبۀایدرج،

.پردازیممیاساسیصورتهایدومینلفهؤم
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𝒬  
 

      
  𝒞      𝒞      

   

  
             

𝒞  𝒞 

   
         

       
 

      
                 

      

        
                                                  (00)  

شودکهنتیجهمی(03)ازطرفیاز.است    یکابرصفحهاز ،   برای(00)در

   

   
             

              

      
 

      

       
        

   
      

 
    

 
 

𝒞 

 
   

.نیزقابلبیاناست(01)صورتهدراینحالتب𝒬بنابراین

   𝒬  
 

      
  𝒞      𝒞      

      

 
    

 
 

 𝒞 

 
                                        (01)  

صورتبااستفادهازایندرتولیدشدهباشد،         وسیلۀبه کنیمابرصفحهبدونکاستنازکلیت،فرضمی

    و  𝒞هایگذاریمعادلتعریفانحنایکازوراتیابرصفحه،جای
 
:داریم(01)در 

𝒬    
      

       
      

    
    

       

   
           

    
      

 

      
      

    
    

 
           

        (06)  

.کمکآنهایکنامساویمناسبنتیجهبگیریمپردازیمتابهمی(06)اکنونبهبازکردنعباراتجمعی

      
           

   

       

   

     

      
    0 
    

 

   

       
   

 

   

              
     

      
   

 

     

        
   

       

       
   

 

   

                                                                      

      
 

   

   

 

 

       
   

 

   

              
          

 

       

    
                                     

:داریم(06)در𝒬گذاریاینمقادیربرایباجای

𝒬           
    

          

       

 

       

          
   

 

   

 
             

        
      

   

 

   

    

     

 
 

      
     

 

         

    
  

 

       
             

      

   
             

        
      

   

 

   

 
 

      
     

 

       

    
 

    

     

 
 

       
             

       

𝛼اکنونبرای عبارتسمتتعمیمیازعنوانبهرا         ،یکفرممربعی             

 :کنیمتعریفمی(07)ۀ،باضابطمذکورآخردرراستنامساوی
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               (07)  

سپس مقید اکسترمم      مسئله تحتقید      𝔈را
 

     
 

               
 

برایعدد    و

دانیمبراییافتننقاطبحرانیبایدمی.کنیمرابررسیمی( یعنیمجموععناصرقطریبرایهر)  حقیقیثابت

 بنابراین  گرادیان دهیم، قرار صفر برابر  را            برایهر  𝛼و از،             

.اولزیرراداریمۀدستگاهمشتقاتجزئیمرتب (07)

 
 
 

 
    

     
 

 
                

        
    

  
 

      
      

      
  

 

   

   

   

   
   0    0 
 

 
   

       
            

  
 

      
     

 

 

   

   

  

 و               کند،برایهرصدقمی 𝔈شودکهجوابدستگاهبالاکهدرقیدسادگیملاحظهمیبه

𝛼 :صورتاستدینب             

 
 

     
  

       

                 
   

            
  

      

 
              

  

ضابطهدرنظراینبا  رابرای(6)در                ایدلخواهباشدودوفرمنقطه𝒬  ،فرضکنیم

:گیریممی

                                             
𝒬نمایشدومینفرماساسی  حالیکه در     در     نمایشضربداخلیاستاندارددر   استو

:استصورتدینب        بانماد  حاصلمحاسبههسیان.است

  

 

 
 
 
 
 
 
 

                

        
 

 

      

 
 

      

                

        

 

 
 

      
                 

 

      

 
 

      
                

 

      

   

 
 

      
                  

 

      

 
 

      
                

 

      

 

                

        
 

 

      

 
 

      
                

   

   

 
 
 
 
 
 
 

   

 

 𝔈چون درعنوانبه، ابرصفحه     یک برداری میدان یک فرض با است، ژئودزی که𝔈    تماماً

        
:آوریمدستمیهب،   
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ازآن00ۀحالبنابهتوضیحبعدازقضی بهینهیعنیتنهاجوابمعینمثبتاست،پس-نیم جاکهملاحظهشد،

     بحرانیۀکلیمسئله،نقطکمینهنقطه
 

     
 

               
 

علاوههب .است 

       
      

                
      

𝒬بنابراین :دهدنتیجهمی   از کهبرایهرابرصفحه  

  
 

      
  𝒞      𝒞      

   

  
             

 𝒞  𝒞  

  
           

 
 

      
                   

      

        
                   

و(7)هاینامساویترتیبهب،   از هایازنامساویبالارویهمهابرصفحهبیشینهنتیجهباگرفتناینفیممودر

ابتدانقاطبحرانی.گیریمدرنظرمی(8)و(7)هاینامساویاکنونحالتتساویرادر.آیددستمیهب(8)

        
        

                  
          

                   
      

 :کنیمجوابدستگاهمعادلاتهمگنخطیزیرراتعیینمیعنوانبهرا𝒬از

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
  𝒬

     
 

   
             

        
     

  
 

      
     

 

   

       

                                               

 𝒬

             
 

 
  

       
            
  

 

      
     

 

 

   

                                           

 𝒬

     
 

 
                       

        
    
                                                                       

 𝒬

         
 

 
          

       
         

 

 

   

                                                                                   

  

    شودازایندستگاهنتیجهمی
𝛼وهر   که           برایهر                 

        ،     وبرای
        چنینبافرضهم.1  

  
ترتیبنتیجهههدستگاهباولودومۀمعادل،   

:دهندمی

            
  

        

 
و     

  
         

                     
        (08)  
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 بنابراین،                      :پساگرقراردهیم

    
  

  

 
            
                                                (07)  

:هاداریمدرنتیجهبااستفادهازاینجواب

𝒬                   
  

 
 
             

        
 
  

 
 

 
    

     

 
 

   
 
   

 
 

      

 
 
  

 
 

 

  
 

       
                

𝒬کهبنابراینباتوجهبهاین بالعکسچون.استکمینهیکنقطه𝒬برای  گیریمکهنقطهبحرانی،نتیجهمی  

.کندصدق(07)و(08)وبنابرایندر دردستگاهبالادیکنقطهبحرانیبرایآناست،بای،𝒬برایکمینههرنقطه

    پس
𝛼وهر   که             برایهر     برایهرعلاوههوب             

        :داشتخواهیم،     
   .

   دهد،اگروفقطرخمی(8)و(7)هایدرنتیجهحالتتساویدرنامساوی
      

.𝛼وهر   برایهر،   

.کنداینمطلباثباتقضیهراکاملمی

بیننتیجه ارتباط و شده نرمال عددی انحنای تعریف به توجه با قضیه این از فوری      𝒞 ای ،  𝒞     ،

 𝒞
𝒞  و      

:استصورتدینب      

. 12ۀ نتیج کنیم  فرض زیرمنیفلد بعدی      یک منیفلد یک از        آماری آماری بعدی

گاهآن.باشد انحنایثابت𝜑 با 𝜑 𝜉             ساساکین

𝒞 و   𝒞 شدهکازوراتینرمال- انحناهای(الف
.کندنامساویزیرصدقمیدر    

                  𝜏          
𝒞         𝒞             

 
                

                            
      

 
     

 

 
                   

  کهدرحالی
𝒞     و𝒞 صورتبهترتیبهب   𝒞       𝒞       𝒞

2𝒞  𝒞و        𝒞 تعریف

 .شوندمی

𝒞  و   𝒞  شدهکازوراتینرمال- انحناهای(ب
.کنددرنامساویزیرصدقمی    

                       𝜏          𝒞         𝒞              
 
                               

                                           
      

 
      

 

 
                   

𝒞      𝒞      𝒞   صورتبه   𝒞   کهلیحادر
 
.شودمیتعریف   

 

 های موضعاً همگن انحنای کازوراتی و ابررویه

خطی      اولۀلفؤمبهنسبتهرگاه،نامندآفینرا   هموارمنیفلدرویالتصاقیککه شودمی یادآوری

چنینهم.استآفینالتصاقیکچویتا-لویالتصاقبنابراین.کندعمللایبنیتزیطورهبدومۀلفؤمبهنسبتوباشد

–منیفلدبرای  بعدی   برζقائمبرداریمیدانهرگاهنامندآفینوریغوطهرایک       φوریغوطه،

،   هربراییعنیباشد،تراگردوریغوطهبهنسبتکهباشدموجود    در، تصویر
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                 ζ

      

فرمولگاوسراداریمکه  دریکهمسایگی و  مماسبرداریدومیدانهربرایکهاینبااستمعادلمطلباین

شد آناشاره به بخشپیشنیازها .در اینبخشفرضکنیم و    درهموردمشتقنمایشترتیبهب و  در

متررا متقارندوخطیفرم.باشد(آفین)اساسیفرمدومینبرایدینما وباشند رویالقایییاآفینالتصاق

 فرضباچنینهم.نامندآفینۀابرروییکرا  وآفینقائمبرداریمیدانراζحالتایندرعلاوههب.گویندنیزآفین

ζ   صورتبهوینگارتنفرمول،(آفین)شکلعملگرعنوانبه .داریمرا    

  و چویتای-لویهایالتصاقباترتیبهبریمانیمنیفلدهای           و      کنیمفرض.12 تعریف

وریغوطهیک               صورتدراین.باشدطولپاوریغوطهیک                  وباشند

برایکهاستشرطاینباوریغوطهبهنسبتتراگردζۀیکقائمبرداریمیدانیکدارایکهاستمعنااینبهآفین

[21]از37ۀصفحبهمثالعنوانبه)تاسمماس بر جهتدر،     درهرζهموردمشتق،   هر

(.مراجعهشود

همسایگیک،ی در و ۀنقطدوهربرایهرگاه،گویندهمگنموضعاٌرا    از  ۀابرروییک.12 تعریف

 کهبقسمیباشدموجود            مستقیمضربنیمدرحاصل یکتبدیلو در از  

مربوطآفینمترهرگاهگویند،محدبقویطورهبموضعاًرا آفینۀرویرابچنینهم.      و       

 .شودمیفرضمثبتمعینآفینمترآفین،قائمبرداریمیدانعلامتریتغیبالزومصورتدر.باشدمعینآنبه

برایکلیبندیدسته یککنیمکهمیرایادآوری[20]از  ۀقضیتر،هدفاینبخشباجزئیاتبیشبیانبرای

 .دهدمیارائهصورتدینبرا         ،  حالتدر طبیعیعددهر

         با    درمحدبقویطورهبموضعاٌوهمگنموضعاٌآفین،ۀابرروییک  کنیمفرض .12ۀ قضی

،باشد    درمختصاتنمایش                       و       ،       اگر.باشد

.آفیناستارزهمزیرۀابررویمحدبقسمتبا  گاهآن

   
 

 
   

 

 

   

       
 

 
   

 

 

   

        

 .سازدکنیمکهمطالباینبخشراباانحنایکازوراتیمربوطمیرابیانمی21ابتداتعریف

–هموارمنیفلدازهمواربعدی  منیفلدزیریک کنیمفرض .52 تعریف تماماٌرا  گاهشد،آنبا  بعدی 

موجود    و...و  قائمۀیکمتعامددوهبدوبردار    هرگاهگویند،   ۀنقطدر(یناف)مرکزیشبه

متمایزۀویژراستاهایوباشدداشته   تکرارباایویژهمقدار  ایهجهتۀهمبهنسبتشکلعملگرکهباشد

و باراقائمۀیکبردارباشد،  یکابررویهاز ،یعنی   برابربا کهدرصورتی.باشدیکسان  هربرای

.دهیمنمایشمیμوλترتیبباهراب1 و   تکرارباجهت،اینبرایشکلعملگرۀویژمقدارهای

تکراریکازماتریسهایویژهچنیندرحالتیکهجهتهم با متناظربامقادیرویژهً ً   یکسان   هاۀًبرایهم

.پایدارشبهنافیگویندطورهراب(یناف)مرکزیشبهتماماٌباشد،زیرمنیفلد

هاابررویهبودنمرکزیشبهوکازوراتیانحنایبرشرایطازبعضیوجودارتباطمورددرشدهاثباتایقضیه

 .صورتوجوددارددینب
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با         بعدی-   حقیقیفرمفضایکاززیرمنیفلدیک  کنیمفرض( 0.0قضیۀ، [22]) .51ۀ قضی

  انحنایبرشیثابت باشد  شدۀانحنایعددینرمالنمایشρباشدو آن. ρگاه   𝒞        اگرو

 .باشد         دربدیهیقائمالتصاقبامرکزیشبهزیرمنیفلدیک  فقطاگر

.نیازداریم[00]ازیلمبرایبیاننتایجاینبخشبهبیان

ابرروییک  کنیمفرض .55 لم     درمرکزیشبهومحدبقویطورهبموضعاٌهمگن،موضعاٌآفینۀ با

       شرطبا      0                 ۀیکمتعامد- ۀپاییکصورتدراین.         

  که و ثابتاعدادبرایکهداردوجود 
        

    
 

 

   موضعیتوابعو
   و 

 :داریم 

   
                                                

      
      

      
      

       

   
       

 

  
                           

   
 

 
    

 

  
     

   
      

   
 

  
                        

            

   
        

 

 

   

                                 
         

     
  

 

   

     

   
                      

   
 

  
                    

   
 

  
           

 

 

   

    

شودمیحاصلنتایجی،کازوراتیانحنایمورددر 20ۀقضیو[23]درشدهمطرحقضایایلم،ایننمادهایبهتوجهبا

جاتاپایانمقاله،بخاطررعایتاختصاروعدمتکرار،قبلازبیانایننتایجازاین.شوندمیواثباتبیانادامهدرکه

عددیانحنایعلاوههبهستندوهمگنموضعاًوشدهورغوطهطولپاییطورهبهاشودکهابررویهمیفرضدرهمۀموارد

 .ستاه،مساویشدنرمالکازوراتی-δانحنایباهاآنۀشدنرمال

.باشد    درهابرروییک  کنیمفرض.53ۀ قضی

حالتبرایگاهآن،باشد    درمختصاتنمایش        0         و         هرگاه(الف

.استزیرۀابررویمحدبقسمتباآفینارزهم  درلمفوق،   و     

   
  

 
 

 

 
 

  
 

 

   
           . 

ازیکیازمحدبقسمتیباآفینارزهم گاهآن،باشد   درمختصاتنمایش          و   اگر(ب

 .استزیرهایابررویه

     
 

 
               

     
 

 
       

 

 
        

      
 

 
            

      
 

 
   

  

  
      . 

هایابررویهازیکی محدبِقسمتیبا گاهآن،باشد1 درمختصاتنمایش            و   اگر(ج

 .استآفینارزهمزیر
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طورهنیفلدبمیکزیر   شودمینتیجهکازوراتیانحنایوعددیانحنایتساویاز،20ۀقضی به توجه با:اثبات

 .است    نافیدرپایدارشبه

اثباتبهمنجرکهسازدمیفراهمرا[23]از3,0ۀقضیبرایکافیشرایطقضیه،مفروضاتباهمراهمطلباین

نهایتدر.دهدمینتیجهرابقسمت،[20]ازAۀقضیوبودننافیشبهپایدارطورهبچنینهم.شودمیالفقسمت

 .کندمیاثباتراجقسمت[20]از3ۀقضیباهمراهموجودهایرضف

   کنیممیفرضجاایندر ،         ،                           با 3برابر کنجو

:گیریممیظرندرحالتچهار.شد با22 لمهمانندنیز  رویموضعیۀیکمتعامد  

   ،        (الف

   ،        (ب

    ،         (ج

.   ،       (د

.استصورتدینب23ۀقضیدرالفقسمتازمستقیمۀنتیجیکبنابراین

برایگاهآندهد،رخالفحالتو         هرگاه.باشد  درهابرروییک  کنیمفرض .54ۀ گزار

.استزیرۀابررویمحدبقسمتباآفینارزهم    ،از             مختصات

   
  

 
 

 

 
 
  

 
 

  

 
 

  

 
         

 .شودمیحاصل[22]از012ۀگزاراز21ۀنتیجفوراٌنیزبدرحالت

ابرروییک  کنیمفرض.52ۀ گزار باشد  دره حالتو         هرگاه. برایگاهآندهد،رخب

.استزیرۀرویابریکیازدومحدبقسمتباآفینارزهم  ،  از               ختصاتم

      
  

 
 

 

 
 
  

 
 

  

 
                               

       
  

 
 

  

  
 

  

 
           

.آیدمیدستهب26ۀنتیججحالتدر،[22]در013ۀگزارازاستفادهبا،مشابهطورهب

مختصاتبرایگاهآندهد،رخجحالتو         هرگاه.باشد   درهابرروییک  کنیمفرض .52ۀ گزار

.استزیرۀابرروییکیازدومحدبقسمتباآفینارزهم     از              
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.شودمینتیجه27ۀگزار،[22]در010ۀگزارکمکبهد،حالتو 1   براینهایتدر

ابرروییک  کنیمفرض .52ۀ گزار باشد  دره حالتو         هرگاه. برایگاهآندهد،رخد

.استزیرۀابرروییکیازسهمحدبقسمتباآفینارزهم ،    از                 مختصات

     
 

 
                                                            

     
 

 
                  

     
 

 
                       

 .شودمی28ۀقضیبیانبهمنجر   حالتبرای23ۀقضیالفقسمتو27تا20هایگزارهبندیجمع

ارزهم  گاهآن.باشد  درمختصاتنمایش              و   درهابرروییک  کنیمفرض .52ۀ قضی

.استزیرهایابررویهیکیازمحدبقسمتباآفین

     
 

 
                       

     
 

 
               

 

 
        

     
 

 
            

 

 
                  

     
 

 
                   

      
  

 
 

 

 
 
  

 
 

  

 
 

  

 
                            

     
  

 
 

 

 
 
  

 
 

  

 
            

      
  

 
 

  

  
 

  

 
                  

     
 

 
                                

     
  

 
 

  

  
                                                 

       
  

 
 

  

  
     

  

  
                        

      
 

 
                       

 باکازوراتیانحنایباعددیانحنایتساویشرطارزیهمو[20]مرجعاز0ۀقضیازکهدیگریتوجهقابلمطلب

.استشدهبیان27ۀقضیدرشود،میحاصلبودنسرهنافیشبهشرط

.برابرباصفراست    گاه،آنباشد    درابررویهیک  اگر .52ۀ قضی

  ترتیبهبرا 23و 07،20قضایاینتایجکنیمفرض ...  ،ترتیبهبرا27الی20هایگزارهنتایجو  و  ، ،  

.شودمیحاصل31ۀقضیصورتایندر.کنیمفرضمی6راهمانندتعریف    ، عددبرای.بنامیم
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در،  یعنی    ،برایهر  ۀشدنرمال عددیانحنایکهباشد    درابررویهیک  اگر .32ۀ قضی

.استبرقرار برای  الی  و    ،،  نتایجۀهمگاهآنکند،صدقزیرشرایطازیکی

 .باشد صادق          𝒞      ۀرابط          اگربرای(الف

 .باشدبرقرار          𝒞       ۀرابط        هرگاهبرای(ب

 .باشدبرقرار       𝒞     تساویهرگاه(ج

  الی  و    ،،  موردهردرشدهاشارهمراجعو[21]در0قضیۀ از هردو وب الف هایقسمت .اثبات

.شوندمیحاصلوبالفهمانند،شدهبیانمراجعو[21]در1ۀقضیازجقسمت.شوندحاصلمی

 

 گیری نتیجه

شوند،بسیاردورازهندسهمطرحمیمباحثپیشرفتۀپیوستهمانندمنیفلدهاکهدراشیاییازیکدیدگاهابتدایی،

به آمار گسستۀ ظاهراً میمفاهیم رسندنظر اوایل. در برایاما آماری منیفلدهای از استفاده میلادی، هشتاد دهۀ

هایدراینمقالهبااثباتنامساوی.گذاریشدنظریهاطلاعات،پایهنامهایمربوطبهآماردرموضوعجدیدیبهاستنتاج

ومشخصۀبیرونیانحنایکازوراتیبرایزیرمنیفلدهایآماریازمنیفلدهای انحنایعددی بهینهبینمشخصۀداتی

بندیعلاوهیکدستههب.شودپذیرمیترینتنشدرآنهاامکانآماریساساکینخاص،شناساییزیرمنیفلدهاییباکم

ایبرایاستفادهشودکهمقدمههایبهینهارائهمیهادرایننامساویهایفضاهایحقیقیبراساستساویبرایابررویه

.استافزارهابرایحلمسائلدراینزمینهازنرم
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