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 چکیده
ۀبرایاینمنظورابتداالگوریتمیبرایمحاسب.نقاطاست آلمرزیبراییکایدهۀپایبررسیموضوعاصلیاینمقاله،

پایایده مرتبو براییکایدهۀآل آن نظیر مرزی نقاط دارایچندگانگیهستند)آل که پردازیممی( ازایده. نقاط آل

کاربردهایمختلفیدرعلومومهندسیبرخورداراستکهدراینمقالهمابهکاربردآندریافتنمدلآماریبهینهاشاره

کنیممی بیانمطالبمورد. پساز پایان، استفاده در با روشنیاز، محاسباز به اینمقاله، در هایمدلۀهایارائهشده

.پردازیمهایارائهشدهمیهایواقعیوتوضیحکارآییمدلمختلفبرایمثالیبرمبنایداده

 

 ها،رگرسیونمولر،طرحآزمایش-آلنقاط،الگوریتمبوخبرگرمرزی،ایدهپایۀ:های کلیدی واژه

13P10، 14Q99،.68W30(:0202)بندی ریاضی رده

 

 مقدمه

ایمدلهایچندجملهآلایدهوسیلۀبهتوانندشوند،میبسیاریازمسائلیکهدرموضوعاتمختلفعلمیمطرحمی

گربنرپایۀ.بسیارمهمدرریاضیاتتبدیلکردهاستیایرابهموضوعهایچندجملهآلایدهبررسیشوندکهاینامر

به یکهمواره عنوان برای قوی محاسباتی ابزارهای از چندجملهآلایدهبررسیی استهای بوده مطرح ای امروزه،.

ایده اصلی زمینهپایۀهای از بسیاری در مدولگربنر مانند دیگر حلقههای موضعیها، لی،های جبرهای جبرهای،

پایۀمحاسبۀبرای9161لینباردرسالبوخبرگراو.دیفرانسیلیودربرخیساختارهایجبریدیگرتوسیعیافتهاست

 در الگوریتمبوخبرگررا 4]دکترایشدررسالۀگربنر، ارائهداد[ . در خودمحکیبهناممحکبوخبرگررارسالۀاو

دومحکمناسبتوانستۀباارائ9171چنیندرسالهم.معرفیکردکهنقشاساسیدرساختاراینالگوریتمدارد

پسازبوخبرگردانشمندانیازجملهلازارد،مولر،موراو[.3]ترکندتروازلحاظاجرائیسریعالگوریتمخودراقوی

بهبوددادند فوژربااستفادهازارتباط[.20]،[97]تراورسوبهتحقیقدراینزمینهپرداختندوالگوریتمبوخبرگررا

که)  الگوریتمافزایشی2002ودرسال[8]راطراحیکرد   الگوریتم9111جبرخطیدرسالگربنروپایۀ

توانبهگربنرمیپایۀترینکاربردهایازمهم[.1]راارائهداد(گربنراستپایۀمحاسبۀترینالگوریتمموجودبرایسریع

ایازهایچندجملهحلوتحلیلدستگاه.ایاشارهکردهایچندجملهآلوحلوآنالیزدستگاهعضویتدرایدهۀلئمس

موضوعاتمطرحدرهندسهجبریاست ایهایچندجملههاییبرایحلدستگاهبنابراینآنالیزوطراحیالگوریتم.
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هایریاضیپژوهش9311زمستان،4ۀ،شمار6جلد992
 (نشریهعلومدانشگاهخوارزمی)

هموارهموردتوجهریاضیدانانبودهاست ایدارداماهایچندجملهرنقشمهمیدرحلدستگاهگربنپایۀهرچند.

هاییکهدرعملباآلبرایمثالبرخیازایده.مواردکارآییلازمرانداردۀهاییکهدارد،درهمدلیلبرخیضعفبه

یستوپایداریهانآلاینایدهبررسیگربنرابزارمناسبیبرایپایۀ.سروکارداریم،دارایضرایباعشاریهستندآنها

مرزیمعرفیشدکهدربرخیمواردبهترازپایۀدرنتیجهمفهومجدیدیبهنام.داردرانلازمبرایحلمسائلمربوط

گربنرداردویکویژگیبارزآنداشتنپایداریبهترنسبتبهپایۀاینپایهخواصیشبیهبه.کندگربنررفتارمیپایۀ

اخیرموردتوجهۀهایمرزیموضوعیاستکهدردودههاینظریومحاسباتیپایهشچالبررسی.گربنراستپایۀ

هایمختلفبررسیبهشیوه(صفروغیرصفربعدی)ایهایچندجملهآلمرزیبرایایدهپایۀمفهوم.قرارگرفتهاست

هایکارآمدیالگوریتمبررسی.[28]،[21]،[24]،[23]،[22]،[98]،[96]،[94]،[93]،[92]وتوسیعیافتهاست

کههاییپژوهشالبتهاکثر.صورتجدیبهآنپرداختهنشدهاستمرزی،موضوعیاستکهتابهحالبهپایۀمحاسبۀ

بعدصفربودهاستآلمحدودبهایدهاستانجامشدههایمرزیپایهۀدرزمین هایبا تلاش،[26]مورنوتربوشه.

مفهوم از استفاده با اعمالمحدودمعرفیشد[29]مکالیوسیلۀبهپایهکه- کردندتا  یمعرف و خاص یهاتیو

.هایبابعدمثبتارائهدهندآلمرزیایدهپایۀمحاسبۀآلمرتب،روشجدیدیبرایایده-شبه عنوان تحت یمفهوم

هایبابعدمثبتازتعمیممحکبوخبرگراستفادهآلمرزیایدهپایۀمحاسبۀچنینچنومنگنیزدرارتباطباهم

[.28]کردند

دندامااینالگوریتمبرخلافکرآلنقاطمطرحگربنرایدهپایۀمحاسبۀالگوریتمیافزایشیبرای(2006)فاروگائو

کروتزر.[7]مؤثروکارآمدنیستآلنقاطیکمجموعهباتعدادزیادینقطهایدهمحاسبۀمولربرای-الگوریتمبوخبرگر

الگوریتمبوخبرگرۀنسخ(2099)وپولیس آلنقاطمرزیبرایایدهپایۀمحاسبۀمولرارائهدادندکهبه-دیگریاز

هایمرتبآل،بسیاریازایدهاستایجملهجاکهساختاراینالگوریتموابستهبهیکترتیبتکازآن.[91]پردازدمی

مرزییکپایۀروشیراارائهدادکه(2093)کاسپار.ندنیستکمجموعهازنقاطازاینروشقابلمحاسبهنظیربهی

ترتیبتکایده از بدوناستفاده [92]کندایتعریفمیجملهآلرا . پکوتا توانستندالگوریتمیبرای(2001)برانو

هایآماریبهینههاینقاطدریافتنمدلآلیکیازکاربردهایایده.[2]هایمرتبپیشنهاددهندآلایدههمۀمحاسبۀ

استبرایداده برخوردار کاربردهایعملینیز از هایواقعیاستکه ویناینارتباط. پیستونهو رابرایاولینبار

هایوشیبراییافتنمدلگربنرتوانستندرپایۀسپسگیلیو،ریکومگنوووینبااستفادهازابزار.[27]بررسیکردند

ترتیبگربنروابستهبهپایۀکهساختارباتوجهبهاین[.90]هاورگرسیونارائهکنندهایطرحآزمایشآماریدرزمینه

هایمرزیرودراینمقالهبااستفادهازپایهازای.پذیرنیستهایبهینهامکان،استخراجتمامیمدلاستایجملهتک

.یابیمهایبهینهدستمیمدلۀند،بههمدارایجملهوساختاریمستقلازترتیبتکزیادکهپایداری

اینمقالهبهاینصورتاستکهدربخشدوممفهوم معرفیوگربنرایدهپایۀگربنروپایۀساختار آلنقاطرا

پایۀآلمرتبمفهومزموتعریفایدهدربخشسومپسازبیانمقدماتلا.یمکنآنرابیانمیمحاسبۀهایالگوریتم

ایدههایچندجملهآلمرزیبرایایده معرفیمیآلنقاطنظیربهمجموعهایو نقاطرا کنیمایاز دربخشچهارم.

آنارائهمحاسبۀنقاطباچندگانگیرابیانوسپسالگوریتمیجدیدبرایۀآلنقاطبرایمجموعتعریفمربوطبهایده

.پردازیمهامیطرحآزمایشۀلئمسآلنقاطدردرپایاننیزبهکاربردایده.دهیممی
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 990هاورگرسیونطرحآزمایشمسئلۀآلنقاطوکاربردآندرپایۀمرزیایده

 آل نقاط گربنر ایده پایۀ

مرجعتربیشبرایتوضیحات.پردازیمگربنرمیپایۀمعرفیبرایدرادامهبهبیانبرخیازمقدماتومفاهیملازم

.راببینید[6]

 .0 تعریف کنیم  فرض روی کلی ترتیب    یک
باشد  تک . ترتیب بهجملهرا هرگاه گوییم هرای ازای

𝛼        
  

𝛼اگر  .9 𝛼گاه،آن          

𝛼ازایهربه  .2     
 .𝛼        داشتهباشیم 

الفبایی). 0 مثال ترتیب )       𝛼فرضکنیم
  𝛼گوییم       ناصفر مؤلفه اولین هرگاه سمتچپاز

  𝛼مثبتباشد.

.                  زیرا            برایمثالداریم

یک تناظر به توجه بهبا اعضای بین    یک
تک  ایجملهو حسب بر ترتیبمی،       های یک توان

.کاربردههانیزبایجملهتکۀایرابرایمقایسجملهتک

. 3 تعریف حلقجملهیکترتیبتک فرضکنیم روی ای ایجملهچندۀ ℛهای حسب            بر

ایجملهچند.باشد باضرایبدرمیدان       
              

ۀرووجملرو،ضریبپیشایپیشجملهصورتتکدراین.گیریمدرنظرمی    و       کهدرآن

     و     ،     کنیموبانمادهایتعریفمی    و  و  صورتهب،ترتیببه،را روپیش

ۀرووجملرو،ضریبپیشایپیشجملهمتغیره،تک هایایبایددقتشودکهدرحلقهچندجمله.دهیمنشانمی

بهپیش بستگی تکرو دارندجملهترتیب حلقه روی شده تعریف ای . ℐاگر  ℛایده ایدهیک باشد، جملهآل آل

.کنیمتعریفمی ℐ           ℐ   صورترابهℐپیشروی

ℛیرویاجملهیکترتیبتک فرضکنیم . 4 تعریف صورتدراین.باشد ℛیکدنبالهدر         و

ℛ           تایی-  ،ℛ  برایهر
 

کهطوریموجوداستبهℛ  و
                

.شودعادنمی                 هیچعضویازوسیلۀبه ایازیاهیچجمله   و

 .9 تعریف کنیم تک فرض ترتیب جملهیک روی ℛای باشدایدهℐو آن در آلی مجموع. ۀ   متناهی

          ℐگربنرپایۀرایکℐنامیمهرگاهمی نسبتبه

   ℐ                     

پایۀرایک .باشد ایجملهترتیبتکنسبتبهℐآلگربنربرایایدهپایۀیک ۀفرضکنیممجموع .6 تعریف

گوییم،هرگاه گربنرکاهشیافتهنسبتبه

 .نباشد قابلتقسیمبهسایراعضای هیچعضو .9

.برابریکباشد رویتماماعضایضریبپیش .2

 .7 مثال ℛفرضکنیم             ،            ،            ،     

       تک                و ترتیب اجملهیک روی باشدℛی .    محاسبۀبا

باتوجه.است          آلگربنربرایایدهپایۀیک             ۀ،مجموع                
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هایریاضیپژوهش9311زمستان،4ۀ،شمار6جلد990
 (نشریهعلومدانشگاهخوارزمی)

ازطرفی.گربنرحذفکردپایۀرااز  و  توانشوند،میعادمی      وسیلۀبه      و      کهبهاین

       گاهآن                  پساگرقراردهیم.کندراعادمی  یکجملهاز      

.است          آلایدهۀگربنرکاهشیافتپایۀیک

برایاینمنظورابتداتعریففضای.یکپایهبرایفضایخارجقسمتیاستمحاسبۀگربنرپایۀیکیازکاربردهای

.کنیمخارجقسمتیرابیانمی

ℐفرضکنیم .8 تعریف  ℛآلباشدیکایده نمادℐبرℛفضایخارجقسمتی. با ℛرا ℐ دهیمونمایشمی

:کنیمصورتتعریفمیدینب

ℛ ℐ     ℐ   ℛ   
ℛفضایخارجقسمتی.است ℐ       ۀمجموعℐ     لازمبهذکراستکهمنظوراز ℐ توانرامی

.فضایبرداریدرنظرگرفت- عنوانیکبه

ℐفرضکنیم(مکالیۀقضی) .5ۀ قضی  ℛایرویجملهیکترتیبتک وℛیک چنینفرضکنیمهم.باشد

ۀصورت،مجموعدراین.باشد نسبتبهℐگربنربرایپایۀ

     ℐ  ایجملهتک است  ,          که      و   یک 

ℛیکپایهبرایفضایخارجقسمتی ℐ فضایبرداریاست- عنوانیکبه.

آلنقاطاست،کهکاربردواهمیتگربنرکهموردنظردراینمقالهاستمفهومایدهپایۀیکیازمفاهیممرتبطبا

اییکسیستمدینامیکیچندجملهۀمحاسبۀلئتوانبهحلمسازکاربردهایآنمی.زیادیدرعلومومهندسیدارد

(غیرهژی،شیمی،علومجوزمینوهایمنظمژنی،اکولوژی،اقتصاد،فیزیولوازجملهدرشبکه)هادربسیاریاززمینه

ایچندجملهوسیلۀبهودینامیکنظیربههرکدامرا    متغیر هارابااگراینسیستم[.9]کاربردیهستند

اینقاطثابتسیستمجملههایاینسیستمچندگاهریشهیم،آنکنمشخص                چندمتغیره

منظورتشخیصبه.اندشناختهشده  درمهندسیالکترونیکایننقاطبهنامنقاطعامل.هستنددینامیکیموردنظر

آلنقاطایدهمحاسبۀستبهاایمربعیبراییکمجموعهازنقاطدادهشده،کافیهایچندجملهوجودچنینسیستم

بپردازیمآنهانظیربه اینمقدم. هاینقاطدرعلومومهندسی،درادامهبهبیانآلکوتاهازنقشپراهمیتایدهۀبا

.پردازیممیآنهاتعریف

آلصورتبرایاینمجموعهایدهدراین.باشدمتمایزمتناهیازنقاطۀیکمجموع    فرضکنیم .02 تعریف

:کنیمصورتتعریفمیدینوب دهیمنمایشمی    رابانماد صفرساز

        ℛ                
.نامیمآلنقاطنیزمیرایکایدهℛ     آلصفرسازایده

باخواصجبریحلق ۀکهخواصهندسیمجموعباتوجهبهاین     بررسیمرتبطهستند     ℛۀ،

آلبراییکایدهمولدۀتوانیکمجموعهامیآلاشتراکایدهمحاسبۀگربنروپایۀبااستفادهاز.دایداراهمیتویژه

الگوریتمیبرای(9182)بوخبرگرومولر.هایباتعدادزیادینقطهمؤثرنیستنقاطیافتامااینروشبرایمجموعه

کهدرادامهاین(راببینید[96]تربیشبرایجزئیات)[91]آلنقاطارائهدادندایدهۀگربنرکاهشیافتپایۀمحاسبۀ

ترومنظورنمایشسادهبه(گربنربهجایانجامعملیاتسطریمقدماتیپایۀاستفادهاز)زئیالگوریتمراباتغییراتج
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کنیمکارآییبهترارائهمی یکچندجمله درالگوریتمزیراگر. ایجملهیکترتیبتک گربنروپایۀیک ای،

.کندرامحاسبهمی  بر تقسیمۀماندباقی(  ,   )          صورتباشددراین

                              

1:                                             

2:                                                                     

3:                                     
4:              

5:                                            

6:                                
 
              

7:                    

8:                          
 
           S=        ]                 

9:                                                                  

10:           

11:                   

12:                   
 
                                           

13:                 
14:                                                                                               
                                                                            
15:             

16:           

17:              

استوباتغییراتایجادشدهشدهبررسی[96]اینالگوریتمدرپذیریلازمبهذکراستکهاثباتدرستیوپایان

.پذیریتفاوتزیادینخواهدکرداثباتدرستیوپایان

 .00 مثال کنیم                                    فرض و نقاط مجموعه ترتیب یک

گربنرپایۀصورتبااستفادهازالگوریتمبالادراین.ایالفباییمدرجباشدجملهتک
                                , 

.شودمحاسبهمی    برای

VanishingIdealافزارمیپل،یعنیقابلتوجهاستکهاجرایاینالگوریتمدرمقایسهباتابعمتناظرآندرنرم

زمانمحاسبات گیریچشمبهمیزانرا 9جدول)دادبهبود نقاطیکهکاملاً(. برایمجموعه صورتبهاینمقایسه

ترتیبدرمقیاسثانیهودرمحاسباتانجامشده،زمانوحافظهمصرفیبه.اند،انجامشدهاستتصادفیانتخابشده

کارههابایجملهتکۀایاستکهبرایمقایسجمله،ترتیبیتکdlexچنینترتیبالفباییمدرجیاهم.استمگابایت

بهاینمی درججملهصورتکهتکرود ترتیبتکتراستودرصورتتساویدرجهبزرگترۀبیشایبا ایجملهها،

ایاستکهجمله،ترتیبیتکdrlعلاوهترتیبالفباییمعکوسمدرجیابه.شودهااعمالمیایجملهالفباییرویتک

برایمقایس بایجملهتکۀ اینمیکارهها به تکرود درججملهصورتکه با بیشای صورتبزرگترۀ در استو تر

.شوندایالفباییمعکوسمقایسهمیجملهها،بااستفادهازترتیبتکتساویدرجه

اینمقالهتوصیفمیشایانذکراستکهالگوریتم نرمافزارمیپلپیادههاییکهدر اندودرسازیشدهشونددر

.ندهستقابلدسترسhttps://amirhashemi.iut.ac.irۀصفح

 VanishingIdealو  Buchnerger-Mollerهای  الگوریتم ۀمقایس. 0جدول 

           order time memory 

VanishingIdeal dlex 220.77 46972.55 

Buchberger-Möller dlex 110.86 11084.75 

            order time memory 

VanishingIdeal dlex 2023.78 331846.36 

Buchberger-Möller dlex 506.72 49632.27 
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هایریاضیپژوهش9311زمستان،4ۀ،شمار6جلد994
 (نشریهعلومدانشگاهخوارزمی)

 

 

 

 

آلنقاطمطرحگربنرایدهپایۀمحاسبۀالگوریتمیافزایشیبرای(2006)کهدرمقدمهاشارهشدفاروگائوچنان

توانگفتاینکند،میرادریافتمیمتمایزعنوانورودییکمجموعهازنقاطدرحالتیکهالگوریتمبه.[7]دندکر

درادامهشبهکداینالگوریتمآورده.متغیرهاستهایتکایچندجملهیابینیوتنبرایالگوریتمتعمیمطبیعیدرون

 .اصلیمراجعهشودۀبهمقالتربیشبرایتوضیحات،شودمی

                     

1:                                                                             

2:                                                   

3:        
4:                      

5:                                            

6:                                

7:                                    

8:               

9:                 

10:                          

11:                                                              

12:                                                

13:                        
14:                   

15:               

16:         

17:            

 

 آل نقاط مرزی ایده پایۀ

گربنراستکهدربرخیمواردازکارآییبهترینسبتپایۀمرزیتوسیعیازپایۀکهدرمقدمهاشارهکردیمچنان

.پردازیمطورمختصربهمعرفیاینپایهمیدرادامهبه.گربنربرخورداراستپایۀبه

𝒪چنینفرضکنیمهم.باشدℛهایایجملهتمامتکۀمجموع  فرضکنیم.00 تعریف ۀیکزیرمجموع   

متناهیوغیرتهیباشد را𝒪ۀکهیکیازعضوهایمجموع  هایعضوایجملهتکۀهمۀمجموع. عادکنند، را

𝒪آلمرتبنامیمهرگاهرایکایده𝒪ۀمجموع.دهیمنمایشمی 𝒪گوییموبانماد𝒪بستار  𝒪 .

𝒪فرضکنیم .03 تعریف ۀمجموع.آلمرتبباشدیکایده   

 𝒪    
  𝒪   𝒪     𝒪      𝒪  𝒪 

          order time memory 

VanishingIdeal drl 46.97 884.77 

Buchberger-Möller drl 25.74 286.18 

          order time memory 

VanishingIdeal lex 7.11 135.58 

Buchberger-Möller lex 25.77 448.23 

           order time memory 

VanishingIdeal dlex 127.82 2818.01 

Buchberger-Möller dlex 69.59 1001.34 

           order time memory 

VanishingIdeal lex 11.57 1210.14 

Buchberger-Möller lex 187.13 14598.90 

           order time memory 

VanishingIdeal drl 211.42 3324.34 

Buchberger-Möller drl 109.71 1232.48 

           order time memory 

VanishingIdeal Dlex 223.26 5897.19 

Buchberger-Möller Dlex 101.63 1382.39 
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 999هاورگرسیونطرحآزمایشمسئلۀآلنقاطوکاربردآندرپایۀمرزیایده

  منظوراز)نامیممی𝒪رامرز
(.است  هایدرجهیکدرایجملهتکۀمجموع 

 .04 مثال 𝒪فرضکنیم اینایدهیکایده                     با متناظر مرز آلمرتبآلمرتبو

:صورتباشددینب

 𝒪                  

.آلمرتببادایرهتوپرومرزآنبادایرهنمایشدادهشدهاستاینایده9درشکل















 مرز آنآل مرتب و  نمایش یک ایده: 0شکل 

𝒪فرضکنیم .09 تعریف 𝒪 آلمرتبویکایده           دراینصورت.مرزآنباشد          

      برای  می       و قرار     𝛼       دهیم
 
        𝛼که ۀمجموع.

.مرزیگوییمپایۀپیش-𝒪رایک           

𝒪فرضکنیم .06 تعریف یک           چنینفرضکنیمهم.آلمرتبباشدیکایده          

𝒪-مرزیوپایۀپیشℐ  ℛباشد آلشاملیکایده نامیممیℐآلمرزیبرایایدهپایۀ-𝒪رایک ۀمجموع.

ℛفضایبرداری- یکپایهبرای             𝒪ۀماندهایباقیهرگاهکلاس ℐ تشکیلدهند.

ℛفرضکنیم. 07  مثال         ℐو آلباشدیکایده                  اینصورت. در

     ℛ ℐ     مجموع. 𝒪ۀ ایده            یک که است مرتب 𝒪       ℛ آل ℐ  و

 𝒪 ۀبنابراینمجموع.                 

                                             

مرزیپایۀ -𝒪یک چنینشرایطتعریفقبلبرقرارهستندودرنتیجههم.استℐمرزیبرایپایۀپیش -𝒪یک

.استℐبرای

ایدهچنان مطرحشد بکه مختلفو علوم صنعتدارهآلنقاطکاربردهایزیادیدر در دویژه طرفیساختار. از

.هاداشتهباشیموپایاییاینپایهیبرمحاسبهتربیشدهدتاکنترلهایمرزیبهمااجازهمیمستقلازترتیبپایه

براساسالگوریتم بوخبرگرایدهمحاسبۀهای الگوریتم مانند نقاط فار -آل الگوریتم و همکاران-مولر و هاشمی گائو،

الگوریتم برای ایده پایۀمحاسبۀهایی کردندمرزی معرفی نقاط [99]آل بازگشتیالگوریتمآنها چنینهم. های

BM-AllOrderIdeals برایFG-AllQuasiOrderIdealsو پایهآلتمامیایدهمحاسبۀرا هایهایمرتبو

 نظیر ایدهآنهامرزی یک دادندبرای ارائه شده، داده نقاط آل بهالگوریتم. مذکور شدهگونههای طراحی کهای اند

ایدهمی بر علاوه تمامیشبههایمرتبیکایدهآلتوانیم نقاط، ایدهآلایده-آل برایآن نیز مرتبرا نقاطهای آل

ایننتایجمارابراینداشتتا.پردازیمهادرعلمآمارمیدربخشآخراینمقالهبهکاربرداینالگوریتم.دستآوریمبه
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هایریاضیپژوهش9311زمستان،4ۀ،شمار6جلد996
 (نشریهعلومدانشگاهخوارزمی)

منظوبه به دسترسی ایدهپایۀر تمامی آلمرزی به بخشبعد در نقاط، ایدهپایۀمحاسبۀهای برایمرزی نقاط آل

.نقاطباچندگانگیبپردازیمۀمجموع

 

نقاط با چندگانگیۀ آل نقاط برای مجموع مرزی ایده پایۀ

آلنقاطبرایمرزیایدهپایۀدربخشقبلبه.پردازیمبخشاولنتایججدیداینمقالهمیۀدراینبخشبهارائ

پرداختیمۀیکمجموع شده نقاطداده می. نظر در ایننقاطدارایچندگانگیاکنونحالتیرا بعضیاز گیریمکه

هستند است. منابعگوناگونتعاریفمختلفیبرایچندگانگیبیانشده در این. ایکهسادهمقالهتعریفنسبتاًدر

.[1]کنیماسترابیانمیبررسیشدهسرلینسووموردووسیلۀبه

 :کنیمصورتتعریفمیدینراب  عملگردیفرانسیلی.              فرضکنید. 08 تعریف

   
 

       
 

        

           
  

   مجموعهمتناهی .05 تعریف
 

یکمجموع میۀرا برایاعضایاینمجموعهشرطترتیبدلتا نامیمهرگاه

وارداشتهباشیمصورتمؤلفهتقسیمبرقرارباشد،یعنیاگربه

                        
.   گاه،آن   و

:کنیمصورتتعریفمیدینراب دلتایۀومجموع ۀ،نقط اینظیربهچندجملهۀبسطتیلورکوتاهشد .02 تعریف

                     

   

  

                 جاییکه درمقایسهبابسط        ۀشایانذکراستدربسطتیلورکوتاهشد.

کامل تک      تیلور به ضرایبنظیر مجموعجملهتنها تواننظیرشاندر هاییکه نظرۀ در را دارد قرار دلتا

.گیریممی

نقط ایناصفربرایهرچندجمله .00 تعریف    ۀومجموع    ۀ،
 

 دارایچندگانگی ۀگوییمنقط

عبارتدیگربه.صفرشود ۀنسبتبهمجموع ۀدرنقط ۀاستاگربسطتیلورکوتاهشد

                     

   

    

ترتیبباکهچندگانگیایننقاطبهطوریمتناهیازنقاطباشدبهۀیکمجموع         فرضکنیم .00 تعریف

:کنیمصورتتعریفمیدینآلصفرسازایننقاطرابایدهۀمجموع.شوندنمایشدادهمی       هایمجموعه

                                                        

آلصفرسازنظیربهنقاطیکهدارایچندگانگیهستند،گربنرایدهپایۀمحاسبۀافزایشیبرایفاروگائوالگوریتمی

آلمرزیایدهپایۀمحاسبۀدراینمقالهدرنظرداریمبااستفادهازالگوریتممذکورالگوریتمیبرای.[7]ارائهکردند

(.4الگوریتم)صفرسازمجموعهنقاطباچندگانگیرابیانکنیم

 زیرالگوریتم میBorderTermDivisionابتدا استفاده آن از بعد الگوریتم در که میرا ارائه را دهیمکنیم این.

تقسیمۀماندمرزیرادریافتوباقیپایۀیخاصویکپیشهاباویژگی ایعنوانورودییکچندجملهالگوریتمبه

.دهدراخروجیمی نسبتبه 
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1:                                                                                 

2:                                                                     

                       

 

   

 

   
               

4:                   
 
    

5:             

 
                            

1:                                                                                          

2:                                                 

3:      ,      
4:                      

5:                                       

6:                      

7:                                                                                 
                                

     
8:                                     

9:                             
              

   

10:                          

11:                           

12:                  

13:                       
14:                   
15:                    
16:             

17:                          

18:                                                

19:                                                                  

                                 
20:                   
21               

22:         

23:            

 

هاینظیربهآنیکمجموعهنقاطوچندگانگی                        فرضکنیم .03ۀ قضی

باشد هم. کنیم فرض تک چنین ترتیب باشدجملهیک ای این. در الگوریتم 4صورت برایپایۀیک مرزی

.کندمحاسبهمی                    

ۀبرایاثباتدرستیاینالگوریتمتنهابهاید.است[7]پذیریاینالگوریتممشابهالگوریتماصلیدراثباتپایان:اثبات

   وضوحبرایبه.دهیمانجاممی  اثباترابااستقراروی.راببینید[99]تربیشاثباتپرداختهوبرایجزئیات

است برقرار حکم . باشد                        مرزیبرایپایۀیک         فرضکنیم حال.

راداردبنابراینتریندرجهکم  کهجاازآن.الگوریتمباشد7ۀایانتخابشدهدرمرحلچندجمله  فرضکنیم

𝒪 کهآلمرتباستوباتوجهبهاینیکایده𝒪ۀدرنتیجهدرپایانمجموع.آلمرتباستیکایده          

وضوحیکپایهبه𝒪اما.است𝒪مرزیمتناظرپایۀیک هایمتناظردرمرزاستپسشاملچندجمله ۀمجموع

.کندخارجقسمتیاستکهایناثباتراکاملمیۀبرایحلق

 .04 مثال کنیم مجموعه                        فرض و نقاط مجموعه هاییک

                   ترتیبمجموعهچندگانگینظیربهبه                      و .باشند  و

ۀدراینصورتمجموع
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هایریاضیپژوهش9311زمستان،4ۀ،شمار6جلد998
 (نشریهعلومدانشگاهخوارزمی)

𝒪آلمرتبنستبهایده                  آلنقاطمرزیبرایایدهپایۀ .است              

 

ها و رگرسیون آل نقاط در طرح آزمایش کاربرد ایده

کاربردهایایده یافتنمدلیکیاز و آمار علم ایدهآلنقاطدر از استفاده آماریبا هایمرتبدرآلهایبهینه

آمار،تحلیلرگرسیونتکنیکیبرایتعیینرابطهدرعلم.هاورگرسیوناستهایمختلفمانندطرحآزمایشزمینه

آنبتوانتغییراتمتغیروابستهراباتوجهبهۀوسیلموجودبینمجموعهمتغیرهایمستقلومتغیروابستهاستتابه

هایمختلفمانندکشاورزی،اقتصاد،هایرگرسیونیدرزمینهرومدلازاین.بینیکردتغییراتمتغیرهایمستقلپیش

.ندشوبینیاستاستفادهمیکهنیازبهپیش...علومزیستی،علوماجتماعیو

مدل تعیین مهمدر از یکی رگرسیونی، شاخصهای علامت هایترین با که است تعیین ضریب مدل، کفایت

R-Squareمتغیربادرصدیازتغییراتمتغیروابستهاستکهۀدهنددرواقعضریبتعییننشان.شودنشاندادهمی

میمستقلبیانمی و کندشود اختیار یکرا و بینصفر مقادیر تواند ضریبتعیینمدل. چه هر استکه واضح

شودایناستکهبنابراینسوالمهمیکهدراینزمینهمطرحمی.تراسترگرسیونیبهیکنزدیکباشدمدلبرازنده

.هایمختلفراپیداکنیموباتوجهبهمتناهیبودنآنبتوانبهترینمدلرابیابیممدلۀهمبتوانیم

درFG-AllQuasiOrderIdealsوBM-AllOrderIdealsهایماتوانستیمبااستفادهازخروجیالگوریتم

بینیمدرادامهمی.داشتندهاییدستیابیمکهضریبتعیینبالاییپرداختیم،بهمدلآنهاکهدربخشقبلبه[99]

داده از نمونه یک برای خاککه الگوریتمهای از استفاده با توانستیم مدلشناسی شاخصهایمان که بیابیم هایی

R-Squareآنها نزدیکبه بسیار می9مقدار اختیار کندرا استکه. قابلذکر حتی مقدارمدلبیندر ما های

R-Square =1دشنیزمشاهده.

نقطه90خاکدر  ρ وچگالیظاهری     فرضکنیدهدفبررسیمقادیرظرفیتتبادلکاتیونی. 09 مثال

ظرفیتتبادلکاتیونیخاک،عبارتازحداکثرمقدارکاتیونیاستکهوزنمعینیازخاکقادراستدر.استمتفاوت

نگهخود دکنداریجذبیا وهیدروژنقابلتبادلدرکاتیونۀمجموعۀظرفیتتبادلکاتیونییکخاکنمایند. ها

استجذبصدگرمازخاک میلیاکیوالانباشدودرموقعیت اگرظرفیتتبادلکاتیونیبرایخاکمعینی.

تفاضل900میلیاکیوالانکاتیوندرجذب  معینی داشتهباشد،  گرمخاکخشکقرار مصرفمقدار و

استهیدروژنموجوددرجذبکلوئیدهایهمانوزنخاک ۀترتیبظرفیتتبادلکاتیونییکخاکنمایندبدین.

فشردگیۀدهندیخاکنشانچگالیظاهر.استهاوهیدروژنقابلتبادلدرجذبصدگرمازخاکمجموعهکاتیون

استخاک . آلی    ارتباطبینهدایتهیدرولیکیاشباع ماده مقدار چگالیظاهری، ظرفیتتبادل    با ،

.شودمیرابررسی     ویژه کاتیونیوسطح

   گیریشدههایمستقلاندازهبرایسهولتبههریکازشاخص ،    ،   ،ρ ترتیببه21درمثال

نظیرمی           متغیرهای کنیمرا متغیروابسته  چنینبهویژگیهم. نسبتمی ، دهیمرا 2جدول.

به.دهدهایبالارانمایشمیگیریشاخصهایثبتشدهمربوطبهاندازهداده ۀمؤلفعنوانهریکازاینمتغیرهارا

براینداریمبنا.گیریمدرنظرمی  یکنقطهدرفضای
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Table 2. Design for the agriculture case and response KS 



ρ  
 

OM 

 

CEC 

 

SSA 

 

KM 

1.30 
1.25 
1.22 
1.15 
1.33 
1.45 
1.52 
1.42 
1.46 
1.35 

1.25 
1.73 
1.69 
2.31 
1.72 
1.96 
1.31 
3.19 
1.35 
2.24 

13.64 
12.12 
16.22 
13.84 
3.920 
11.33 
3.680 
8.350 
10.00 
13.84 

76.900 
110.50 
136.20 
154.40 
97.100 
53.900 
90.600 
52.300 
39.400 
73.500 
 

0.55 
0.57 
0.27 
0.28 
0.28 
0.60 
0.23 
0.57 
0.95 
1.60 

خارجقسمتینظیربهۀبینیم،مجموعهمولدهاییبرایحلقایکهدرادامهمیهایچندجملهقابلذکراستکهمدل

.انددستآمدهمرزیبهپایۀکهبااستفادهازمحاسباتاست ۀآلنقاطمجموعایده

 .0مدل 

                      
    

    
    

   

Table 3. Excluded Variable   

Model Beta In t Sig. Partial Correlation 

Collinearity Statistics 

Tolerance 

      
                                        

        
                                         

a. Predictors in the Model: (Constant),   
    

                   

b. Dependent Variable: y 

Table 4. Variables Entered/Removed 

Model Variables Entered Variables Removed Method 

1    
    

                  
  - Enter 

a. Tolerance=.000 limits reached. 

Table 5. Model Summary 

Model R Multiple R-Square Adjusted R-Square Std. Error of the Estimate 

1         0.971 0.869 0.15175 

a. Predictors :  (Constant),   
    

                   

Table 6. ANOV   

Model Sum of Square df Mean Square F Sig. 

1     Regression 1.530 7 0.219 9.494        

Residual 0.046 2 0.023   

Total 1.576 9    

a. Predictors : (Constant),   
    

                   

b. Dependent Variable: y 

Table 7. Coefficient   

 Unstandardized Coefficients Standardized Coefficients   

Model B Std.Error Beta t Sig. 

1   (Constant) -16.866 9.774  -1.726 0.227 

   -0.012 0.005 -1.083 -2.625 0.120 

   -0.527 0.121 -5.347 -4.341 0.049 

   -4.368 1.202 -6.148 -3.635 0.068 

   29.264 10.744 8.255 2.724 0.112 

     0.333 0.070 7.611 4.753 0.042 

  
  0.080 0.039 1.747 2.039 0.178 

     -5.804 1.861 -8.856 -3.120 0.089 

a. Dependent Variable: y 
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 .0مدل 

                                     
   

Table 8. Excluded Variable   

Model Beta In t Sig. Partial Correlation Collinearity Statistics 

Tolerance 

                  . .                

a. Predictors in the Model: (Constant),   
                                

b. Dependent Variable: y 

Table 9. Variables Entered/Removed 

Model Variables Entered Variables Removed Method 

1   
                               

  - Enter 

a. Tolerance=.000 limits reached 

Table 10. Model Summary 

Model R Multiple R-Square Adjusted R-Square Std. Error of the Estimate 

1         0.990 0.913 0.12327 

a.  Predictors:  (Constant) ,   
                                

Table 11. ANOV   
Model Sum of Square Df Mean Square F Sig. 

1     Regression 1.561 8 0.195 12.843        

Residual 0.015 1 0.015   

Total 1.576 9    

a. Predictors: (Constant) ,  
                                

b. Dependent Variable: y 

Table 12. Coefficient   

 Unstandardized Coefficients Standardized Coefficients   

Model B Std. Error Beta t Sig. 

1   (Constant) 12.508 1.904  6.569 0.096 

   .127 0.081 11.280 1.559 0.363 

   -0.057 0.293 -0.574 -0.193 0.879 

   -3.268 0.562 -4.600 -5.814 0.108 

     -0.041 0.016 -8.314 -2.554 0.238 

     -0.083 0.049 -7.945 -1.684 0.341 

     0.593 0.143 13.569 4.138 0.151 

     -0.767 0.309 -9.324 -2.485 0.244 

  
  -0.687 0.790 -0.519 -0.870 0.544 

a. Dependent Variable: y 
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