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 شیتس برداری مقدار پذیری در فضاهای لیپ تقریب

  

 کبرا اسمعیلی بریران

فنی و مهندسی ۀدانشگاه اردکان، دانشکد  

01/18/98پذیرش20/10/98دریافت

 چکیده
 لیپبرایبررسیچگالبودنبرخیزیرفضاهایفضایمعیارهایی،اینمقالهدر ،          شیتسبرداریمقدار

ارائه        استوℂفضایباناخرویمیدانمختلط  ،فضایمتریکفشرده      وقتی کهدرحالتی.شودمی،

ثابتمی        ، در              شود چگالاست               ، وباچنینهم. فضاهایباخنر از استفاده

 دوگان میفضاهای ثابت            شود توابع، به- فضای مشتقمقدار پیوسته طور روی در     پذیر ،

.چگالاست              

 

پذیریتقریببرداری،پذیر،اندازهطورپیوستهمشتقمقداربهشیتسبرداریمقدار،توابعبرداریفضایتوابعلیپ: های کلیدی واژه

 

 مقدمات و پیشنیازها

فضایبرداری .     استوℂفضایباناخرویمیدانمختلط)         فضایمتریک،     فرضکنید

باشرط  روی کراندارمقدار- متشکلازهمهتوابع

            
            

       
                     

متشکلازتمامیتوابعباشرط،          زیرفضاییاز.دهیمنمایشمی           رابا

           

            

       
   

،کهدرآن            هرازایهب                     تعریفنرمبا.دهیمنمایشمی           رابا

     روی سوپرمم  نرم باناخ                      کهثابتکردتوانمیراحتیبهاست،  واستفضای

-  شیتسرافضاهایلیپ           و           فضاهای.است          زیرفضایبسته           

جایبه       و        ترتیبازنمادهای،بهباشد ℂمیداناعدادمختلط کهدرحالتی.نامیممیمقدار

        ℂ   کنیماستفادهمی ℂ        و شیتسبرداریمقدارفضاهایلیپ[0]جانسون. دکربررسیرا در.

اینجبرها.شودشیتسگفتهمیبهآنهاجبرهایلیپوشیتسجبرهایباناخهستند،فضاهایلیپحالتاسکالرمقدار

به گسترده شدهطور [0]اندبررسی ،[0] ،[6] 0]در[.7]، به[ استونکارگیریبا جبرهایبرایوایرشتراس-قضیه

همین.چگالاست       در       جبر     وقتیثابتشدکه،[1]منصوببههدبرگشیتسلیپ
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،بادراینمقاله.بهاثباترسیدهاست[0]وبابرهانیمتفاوتدرهاوفضاهایدوگان،بااستفادهازنظریهاندازهنتیجه

دهیمکهمعیاریارائهمی  ،مقداررویبرداریهایکمکفضایاندازهبهو[0]رشدهدکارگرفتهشبهکارگیریروبه

 بودن چگال می           یهازیرفضابرخی مشخص کندرا می. نشان سپس در              دهیم ،

ازفضاهایباخنرودوگاندرنهایت .چگالاست                استفاده با در           کنیمثابتمی،

.کنیم،نتایجاصلیراثابتمیازارائهتعاریفونمادهایاولیهپس،دربخشبعدی.چگالاست              



 نتایج اصلی  

فضایهاسدورف   فرضکنید موضعاً فضایباناخرویمیداناعدادمختلطباشد  وفشرده فضایمتشکلاز.

متشکلازهمهتوابعیکهدربینهایت       وزیرفضاییاز       با تویبه همهتوابعپیوستهوکرانداراز

شونددادهمینشان        باشوندصفرمی نرمسوپرمم. با                    ،اینفضاها فضایباناخ،

ندهست حالتی. در  ℂ  که ، ترتیببهاینفضاها     با مینشان     و هم.شوندداده ۀفضایمتشکلاز

با   بورلمنظمرویمختلطهایاندازه        را مینشان   با   دوگانفضایباناخفضایو شودداده فضای.

 :شوددادهمینشان         شرایطزیرصدقکنندباکهدر  روی μمقدار-  بورلمنظمهایاندازه

i. برایهر    ،   μ          ؛ 

ii. کهطوریبهداردوجود ثابت          μ        .افرازهایمتناهیۀرویهمدراینرابطهسوپرمم

       باشرط  در    ومجموعهنقاط     دومجزا به دو هایبورلمنظممتشکلازمجموعه 

 .شودگرفتهمی

μ اندازه  ازایهرمجموعهکهبهشودچنینتعریفمی      در μاندازه.رادرنظربگیرید   و        

باشیم  در  بورل     μ         μداشته کلی. نماد  μتغییرات مشخصمی   μ  با و چنینهمشود

 μ    μ     .کلیاندازهتغییراتμبانماد μ  صورتمشخصشدهوبه μ              μ       

 Aمتناهیافرازهایروی،مقدار-  بورلمنظمهایاندازهدرتعریف   دراینرابطه،مشابهسوپرمم.دشوتعریفمی

 .    μ   μ دهیمقرارمی.         تواننشاندادکهراحتیمیبه.شودنظرگرفتهمیدر

μ فرضکنید          به.          ازایهر ،    μ 
 

ازحدگیری-صورتانتگرالریمنبه اشتیلیس،

افرازهایمتناهی     کهدرآنآیددستمیبه     μ        بهفرمهایپیمجموعدرهایپیرویتظریف

Xجوعکنیدر[8]تربهبرایجزئیاتبیش .      هایبورلدوبهدومجزااستوبهمجموعه.

   دراینصورت.      و                  ،فضایمتریکفشردهباشد      فرضکنید

صورتبهرا   راروی  تابع          ایرب.راثابتدرنظربگیرید     .استفضاییموضعاًفشرده
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کنیمتعریفمی                      پاازیکعملگرخطیطول      نگاشت تواننشاندادکهراحتیمیبه.

به که                توی است آن                 در چنینهم. نگاشت          تصویر این در تحت

 .گیردقرارمی         

.هستنددرحالتاسکالرمقدار[0]پردازیمکهمشابهنتایجمی،بهبیاندولمقبلازارائهنتایجاصلی

εو           ازایهربه.  1لم  𝜈ۀانداز،   کهطوریوجودداردبه           

         

  

      

 

                                  

.        μ کهطوریبهشودمییافت V از K ،زیرمجموعهفشرده       μ کهباتوجهبهاین. برهان

قراردهید

Φ         μ           

   

 

     افرازمتناهی.داراستکرانΦ تابعکخطیدهیمنشانمی.است        تابعکخطیرویΦ واضحاستکه

متناهیایدنباله       وفرضکنیددومجزارادرنظربگیریدهایبورلدوبهمتشکلازمجموعه،    مجموعهاز

داریم        ازایهربه صورتدراین.      کهطوریباشدبه    در

           μ         μ               
 

                                μ             

                               μ                

δ>شودنتیجهمی                       δ بافرض و 

                       
 

δ
       

داریم        و     از      بنابراینبرایهرافراز

           μ           
 

δ
        μ        

 تواننتیجهگرفتیسمیاشتیل-باتوجهبهتعریفانتگرالریمان  

 Φ           μ

   

      
 

δ
        μ        

ν  اندازهتوانمی،[0،8لم]کارگیریبابه.دارددنبالرابه      روی Φ داریتابعکخطیکهکران           

 کهطوریبهرایافت

Φ            

 

                       

شودنتیجهمی،              ازایبه
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      μ      

   

         μ

   

           μ                         

بیانلمبعدی معرفیبرخینمادهاقبلاز به ابتدا پردازیممی، به. تابعک     و      ازایهر روی        ،

ضابط             بگیرید                         ۀبا درنظر را که. است و      واضح تابعکخطی

μ اندازه[0،8لم]بنابر.است       داررویکران  کهطوریوجودداردبه        

                                μ    
 

             

 کنیمصورتتعریفمیدینراب     δاندازه در ازایهرمجموعهبورلبه

δ          
         

           
    

داریم            چنینبرایهرهم.است    آنبرابرگاهتکیه و                δ کهواضحاست

     
 

δ            
 

δ                                                          (0)  
(0)ۀرابط.است     تابعکبراییکاندازهنمایشی    δبنابراین.است   ایدراندازهجرمنقطه  δدرآنکه

.داریم             رهرابرای

νفرضکنید . 1لم  εو            𝜆صورتاندازهدراین.   گاهمتناهیوجودداردباتکیه         

که

             

  

                             

            تابعکخطیوکراندار .برهان
 

درنظربگیرید           روی  را از. استفاده ،[5،2.5لم]با

  هایخطیتابعک
     

       
کهطوریبهوجوددارند               و     

        
 

 

   

    
     

  کنیمتعریفمی   δ     
 

 
استبوده        در                گاهایباتکیهاندازه λصورتدراین.   

داریم                 وبرایهر

             

  

               δ     
 

 

 

   

  

                                              
 

 

   

    
      

                                                
 

 

   

    
         

                

توانمشابهاینقضیهدرحالتاسکالرمقداررامی.کنیمپذیریزیرراثابتمیهایفوق،قضیهتقریبکارگیریلمبابه

.دکرملاحظه[0]در
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.1ۀ قضی بگیرید            از زیرفضای درنظر را . ثابت عدد به فرضکنید دارد هرطوریوجود برای که

      داشتهباشیم روی کهطوریبه رایافت    بتوانتابع               وهر از  زیرمجموعهمتناهی

.چگالاست           در صورتایندر.              و

Φ دارتابعکخطیوکران.برهان Φ، کهرویطوریرادرنظربگیریدبه             ۀبااستفادهازقضی.  

بنابر                 دارایتوسیعحافظنرمروی Φباناخ،-هان ،[8،0لم]استو μ اندازه وجود         

کهطوریداردبه

Φ         μ 
  

                              

εبرای λ ،اندازه2و0هایدلخواه،بنابرلم   کهطوریشودبهیافتمی  گاهمتناهیباتکیه        

 Φ         

 

                          

داریم  کهرویطوریشودبهیافتمی   باتوجهبهفرضمسئله،تابع.رادرنظربگیرید             تابع

بنابراین.              چنینوهم   

 Φ         

 

                              

     و     Φکهاینباتوجهبه
 

      
 

بنابراین.                  Φ شود،نتیجهمی

Φ     وΦ .چگالاست           در درنتیجه.  

برایحالت[0]کاررفتهدربههرچندبرهان.دهددرحالتبرداریمقدارارائهمی[0،1.1لم]ایمشابهنتیجه0ۀقضی

.برداریمقدارقابلاستفادهنیست

                 ،تابع     از  وهرزیرمجموعهمتناهی                 ازایهربه.1ۀ قضی

.              و  روی     کهطوریوجودداردبه

و    دهیمقرارمی.             کهطوریبه                و       فرضکنید.برهان

کنیموتعریفمی       

              
      

       

                                         

و
                                                                               

روی   بنابراین.                  داریم         برایپیوستهاستو      صورتتابعدراین

  می. نشان              دهیم               و . کنید .            -  -       γفرض

γبنابراین :افتددوحالتاتفاقمی   باشرط      برای.  

ودرنتیجه -  -    - دراینحالت.        -  ،داشتهباشیم            {ازایبه. حالت اول

                             
   

       

                  

بنابراین
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 (2)  

و

  
     -     

 

  -  
   

      -    -    

   -  -   
  -   - 

   -  -   - 
                       (1)  

. -     کهطوریبه     -      و     -      ،داشتهباشیم                برای: حالت دوم

 داریم -     حالت،بادرنظرگرفتنایندر

                                  
 

≥                                 
                 

 

     
    

       
                

 

                 
 
 

      
      

       
                 

 

 

                                                
 

    

       
                 

 
 

                      
 

      

       
  

بنابراین

      
            

 

     
 

 

 
    

    

   
 

                

         
 

         

              
    

  
 

 
    

      

   
 

 
 

 
     

 

  - 
                                                            (0)  

و

  
            

      
 

                

         
 

 
    

   
 

 

 
    

       
 

   

 

  
                

         
  

       

   
 

 

 

  
                

         
  

      

   
 

 

 
      

       
 

   

 

                                                                                                               (5)  

.برقراراست -     برایحالت(5)و(0)کنیمکهروابطملاحظهمی

گیریمنتیجهمی(5)یا(1)ۀوازرابط               گیریمنتیجهمی(0)یا(2)ۀدرهردوحالتفوق،بنابررابط

درنتیجه     -      .داریم ازاییکصورتبهدراین.   ازطرفدیگر،فرضکنید.                    

                  
    

       
        

      

       
      

 

        

بنابراین.          دهدکهنتیجهمی
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:داریم0و1هایمستقیمقضیهعنواننتیجهبه

 .چگالاست               در               زیرفضای.1ۀ نتیج

.1ۀ نتیج دراین       فرضکنید زیرفضاهای                               وصورت    در

.چگالهستند               

 ابطووبابستارگیریازر5ۀبااستفادهازنتیج.برهان

                 ⊇                ⊇               ⊇               

 .دشونتیجهمطلوبحاصلمی               ،تحتنرم

می نشان ادامه، در چگال            دهیم است                زیرفضای که. است  واضح

شودثابتمی[0]ومشابه               ⊆           

                                           

             بنابراین بسته است               زیرفضای . سره            درحقیقت، اززیرفضای ای

است                تقریب. بهبرایاثباتقضیه ادامه در داریمکه نمادهایینیاز تعاریفو به پذیریبعدی،

.پردازیممعرفیآنهامی

مختلطفضایباناخ   فرضکنید  ℂرویمیداناعداد مختلطبورلمنظمرویفضایهاسدورفو  ، اندازه

است  روی پذیرمقداراندازه- متشکلازتمامیتوابع        فضایباخنر.         باشدو فشرده

:کنندرابطهصدقمیاینکهدر

                    
 
 μ   

 

 

 
  

    

هایمجموعههمهترکیب         فرضکنید.دهیمنمایشمی(     رابا ℂ،      C  کهحالتیدر

توانثابتکردمی،[2]بااستفادهازتعریفانتگرالباخنر.         و      باشدکه  خطیمتناهیبهفرم

                در چگالاست     باتوجهبهچگالبودنفضای. توانثابتکردکه،می     در

.چگالاست       در      ،فضای         ازایهربه

 .کنیمرابیانمی7پذیریتقریبۀقضی2و0هایولممذکوربااستفادهازمطالب

 .چگالاست               در            صورتدراین.     فرضکنید.1 ۀقضی

Φ و         فرضکنید.برهان            
 

بااستفاده.  Φداشتهباشیم         کهرویطوریبه

قضی -هانۀاز Φباناخ، روی نرم حافظ پیوسته توسیع از          دارای استفاده با و 8]است لم ،0 ۀانداز[

 μ             کهطوریوجودداردبه 

Φ       
  

  μ                                    

 کهطوریگاهمتناهیوجودداردبهباتکیه             ۀ،انداز2و0هایبنابرلم.رادلخواهدرنظربگیرید      

    
  

  μ -   
 

    ≥                                                         (6)  
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≤       باشرط              تابع درنظربگیرید  را                       فرضکنید. مانند.

قضی برهان تابع0ۀ به            ⊆             ، دارد طوریوجود روی       که و    ،

تواننوشتبنابراینمی.پذیراستمشتق       جزبه  درهمهنقاط واضحاستکه.                

                                      
 

 

 

 دهیم قرار آن               -        اگر ، نقاط همه تقریباً برای داریم     گاه

          
 

  - 
         اساسیکرانبه  روی    نتیجهدر. استوطور            دار

 
     

 

 


.            شودنتیجهمی   بنابراینبرایهر

  باشرط    عددمثبت
 

 
درنظربگیریدوقراردهید     را

 

 - 
 قضیهبیان. قبلاز بنابرمطالبیکه

کهطوریوجودداردبه          کردیم،تابع

                             
 

 
   

 

 

 

 
  

 
 

    
 

  -     کهدرآن
 

 
 -  

 :کنیمصورتتعریفمیدینراب  تابع.    -         -   

                                   
 

 

 

.         عبارتدیگر،به.    استو پذیررویطورپیوستهمشتقتابعیبه  شودراحتیثابتمیبه

 شودنتیجهمی   ازایهرکارگیرینامساویهولدربهبابه

                             
 
  

 

 

 

≥               
 

 
   

 

 

 

 
  

     
 

   

 
      

 
  

    
                                              

 بنابراین

  -                -        
   -  

 
  

    
                                   (7)  

داریم    باشرط     طریقمشابه،برایهربه

           
                       

      
 ≥ 

 

      
          

 

 

         
 

 

 
 

 

       ≥  
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نتیجهدر

       -         
     -    -            

  -  
   

    -  
 

  - 

    
                      (8)  

داریم 8 و 7 باجمعکردنروابط

  -         -             -    
     -  

 
  

   -  
 
  -  

 

    
            (9)  

.کنیمرابرایدوحالتممکنبررسیمی(9)ۀرابط

  دراینحالت،باتوجهبهرابطه.   - اگر:حالت اول
 

 
  -  شودنتیجهمی

 

 
 
بنابراین.   -   

   -  
 
 
 
   -  

 
 
 -  

 

 
 

   -      -  
 
 
 -  

 

   -  
 
 
 -  

   -         -    

                       (01)  

 دراینحالت،.   - اگر:حالت دوم

   -  
 
  

   -  
 
  -  

 

 
 

  -  
 
 
 -  

     -    

   -  
 
 
 -  

   -         -    

                      (00)  

 شودنتیجهمی(00)و(01)و(9)هایازرابطه

  -       
  

   
                                 (02)  

داریم(02)و(6)های،بااستفادهازرابطه   ،λگاهورویتکیه     Φکهازاین

                
 

        
 

                      

              
 

                      

                                  

                 

 .چگالاست               در           شودواینیعنیحاصلمی  Φدرنهایتنتیجه
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