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 چکیده

شوورای ی روی  ۀباشوودد در ایم مقاله، به بررسووی و م ال  𝑅عضوووی از  𝑎دار نوتری و یکجایی جابه حلقۀیک  𝑅فرض کنید 

Ext𝑅پردازیم که تحت آن داشته باشیم: می 𝑅𝑎آل اصلی و ایده 𝑅 حلقۀ
1 (𝑅 𝑅𝑎, 𝑅⁄ )  د ∘ ≠

 های اصلیدآل، ایدههامدولExt₋های نوتری، حلقه های کلیدی:واژه

 

 مقدمه

موض ی  حلقۀیک  𝑅استد در حالتی که  𝑅عضوی از  𝑎ار نوتری و جایی یکدجابه حلقۀیک  Rمقاله،در سراسر ایم 

dim𝑅که برابر  𝔪مولد مینیمال برای  مجموعۀاست ت داد عناصر  𝔪آل ماکسیمال با ایده 𝔪⁄ (𝔪 𝔪2⁄ است را با نماد  (

𝑣(𝑅) ی چنیم تکمیل شدهدهیمد همنمایش می𝑅  نسبت به توپولوژی₋𝔪 ادیک را با نماد�̂� دهیمد برای نمایش می

Ext𝑅آشنایی با نمادها، مفاهیم فوق و ساختار 
1 (𝑅 𝑅𝑎, 𝑅⁄  مراج ه کندد] 3[ و] 2[ تواند به مراجعخواننده می (

که اگر می یک  ۀیک حوز 𝑅دانیم  یا  قۀصوووحیا  باشووود، آن₋کوهم حل کالی  با شووور  م ht𝑅𝑅𝑎گاه  = داریم:   1

Ext𝑅
1 (𝑅 𝑅𝑎, 𝑅⁄ )  شود:د بنابرایم پرسشی به شکل زیر م رح می∘ ≠

ht𝑅𝑅𝑎فرض کنید پرسش الف:  = Ext𝑅توان گفت که د در ایم صورت آیا می1
1 (𝑅 𝑅𝑎, 𝑅⁄ )  ؟∘ ≠

 تر به شکل زیر نیز بیان کرد:توان در حالت عمومیایم پرسش را می

Ext𝑅توان گفت که می 𝑅𝑎آل اصلی و ایده 𝑅 حلقۀتحت چه شرای ی روی  پرسش ب:
1 (𝑅 𝑅𝑎, 𝑅⁄ )  ؟  ∘ ≠

ایی به شکل زیر راب ه 𝑅موض ی  حلقۀاز  𝑎توان و غیر یکال دهیم که برای عضو غیر پوچدر ایم مقاله ابتدا نشان می

 برقرار است: 

inf  {𝑛 ∈ ℕ| Ext𝑅
1 (𝑅 𝑅𝑎𝑛, 𝑅⁄ ) ≠ ∘} ≤ inf  {𝑛 ∈ ℕ| (∘:𝑅 𝑎

𝑛−1) = (∘:𝑅 𝑎
𝑛)} 

های )الف( و )ب( جواب مثبت شوود که تحت آن پرسوشبیان می 𝑅𝑎آل اصولی و ایده 𝑅 حلقۀشورای ی روی  ،در ادامه

 شوددهایی برای درک بهتر م الب بیان شده ارائه میچنیم مثالداشته باشندد هم

 

                                                           
  نویسندۀ مسئول     nazari.ar@lu.ac.ir  
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 نتایج اصلی

Ext𝑅 مدولExt₋لم زیر در اثبات نتایج و بررسی صفر شدن 
1 (𝑅 𝑅𝑎, 𝑅⁄  داردد نقش کلیدی (

 ریختی به شکل زیر موجود است:، یک یک𝑅از  𝑎به ازای هر عضو  .1لم 

Ext𝑅
1 (𝑅 𝑅𝑎, 𝑅⁄ ) ≅ (∘:𝑅 (∘:𝑅 𝑎)) 𝑅𝑎.⁄  

 دقیق ۀاز رشت برهان.

∘
           
→   𝑅 (∘:𝑅 𝑎)⁄

    𝑎      
→   𝑅

           
→   𝑅 𝑅𝑎

           
→   ∘⁄  

 شود:دقیقی به شکل زیر حاصل می ۀرشت

Hom𝑅(𝑅, 𝑅)
    Hom𝑅(𝑎,𝐼𝑑𝑅)      
→             Hom𝑅(𝑅 (∘:𝑅 𝑎)⁄ , 𝑅)

          
→  Ext𝑅

1 (𝑅 𝑅𝑎, 𝑅⁄ )
            
→   ∘ 

 جایی دیاگرام زیرحال با توجه به جابه

Hom𝑅(𝑅, 𝑅)
    Hom𝑅(𝑎,𝐼𝑑𝑅)      
→             Hom𝑅(𝑅 (∘:𝑅 𝑎)⁄ , 𝑅) 

 یکریختی طبی ی یکریختی طبی ی                

                

    𝑅   
               𝑎                     
→                (∘:𝑅 (∘:𝑅 𝑎)) 

                                                                                  شوددیکریختی مورد نظر حاصل می

باشدد در ایم صورت  𝔪توان از عضوی غیر پوچ 𝑎و  𝔪آل ماکسیمال موض ی با ایده حلقۀیک  𝑅فرض کنید . 2قضیه 

Ext𝑅  موجود است به طوری که 𝑛یک عدد طبی ی مانند 
1 (𝑅 𝑅𝑎𝑛, 𝑅⁄ )  د ∘ ≠

 گیریم:را در نظر می 𝑅 حلقۀهای آلزنجیر افزایشی زیر از ایدهبرهان. 

(∘:𝑅 𝑎) ⊆ (∘:𝑅 𝑎
2) ⊆ (∘:𝑅 𝑎

3) ⊆ ⋯ ⊆ (∘:𝑅 𝑎
𝑛) ⊆ ⋯ 

موجود است به طوری که  𝑛شودد بنابرایم یک عدد طبی ی مانند ایم زنجیر متوقف مینوتری است  حلقۀیک  𝑅چون 

(∘:𝑅 𝑎
𝑛) = (∘:𝑅 𝑎

𝑛+1)کنیم که در ایم حالت داریم: د ادعا میExt𝑅
1 (𝑅 𝑅𝑎𝑛+1, 𝑅⁄ ) د فرض کنیم چنیم ∘ ≠

Ext𝑅نباشد و 
1 (𝑅 𝑅𝑎𝑛+1, 𝑅⁄ )  شت:خواهیم دا 1با توجه به لم  د در ایم صورت∘ =

 

(∘:𝑅 (∘:𝑅 𝑎
𝑛+1)) = 𝑅𝑎𝑛+1د  
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 توان نوشت:بنابرایم می

𝑅𝑎𝑛 ⊆ (∘:𝑅 (∘:𝑅 𝑎
𝑛)) = (∘:𝑅 (∘:𝑅 𝑎

𝑛+1)) = 𝑅𝑎𝑛+1 

𝑎𝑛موجود است به طوری که  𝑟مانند  𝑅در نتیجه عضوی از  = 𝑟𝑎𝑛+1   و لذا𝑎𝑛(1 − 𝑟𝑎) 1د چون ∘ = − 𝑟𝑎  یکال

𝑎𝑛است پس  Ext𝑅که تناقض استد بنابرایم فرض خلف باطل است و به اجبار داریم:  ∘ =
1 (𝑅 𝑅𝑎𝑛+1, 𝑅⁄ )  د                                                                                       ∘ ≠

باشدد در ایم صورت  𝔪توان از عضوی غیر پوچ 𝑎و  𝔪آل ماکسیمال موض ی با ایده حلقۀیک  𝑅فرض کنید . 3نتیجه 

 داریم:

inf  {𝑛 ∈ ℕ| Ext𝑅
1 (𝑅 𝑅𝑎𝑛, 𝑅⁄ ) ≠ ∘} ≤ inf  {𝑛 ∈ ℕ| (∘:𝑅 𝑎

𝑛−1) = (∘:𝑅 𝑎
𝑛)}  (∗) 

 برقرار استد                                             2 ۀحکم با توجه به برهان ارائه شده برای قضیبرهان. 

𝔭و  𝔪آل ماکسیمال موض ی با ایده حلقۀیک  𝑅فرض کنید . 4نتیجه  = (∘:𝑅 𝑎)  عضوی ازAss𝑅𝑅   باشدد در ایم

𝔪حالت به ازای هر عضو از  ∖ 𝔭   مانند𝑏  :داریمExt𝑅
1 (𝑅 𝑅𝑎𝑏, 𝑅⁄ )  د∘ ≠

𝔪از  𝑏فرض کنیم حکم برقرار نباشد و به ازای عضوی مانند  برهان. ∖ 𝔭  :داشته باشیمExt𝑅
1 (𝑅 𝑅𝑎𝑏, 𝑅⁄ ) در د ∘ =

𝑅:∘)خواهیم داشت:  1با توجه به لم  ایم صورت (∘:𝑅 𝑎𝑏)) = 𝑅𝑎𝑏 د چون𝑏 ∈ 𝔪 ∖ 𝔭  پس𝑎𝑏 د فرض کنید ∘ ≠

𝑟 ∈ (∘:𝑅 𝑎𝑏)  دلخواه باشدد در ایم صورت𝑟𝑏 ∈ (∘:𝑅 𝑎) = 𝔭 د چون𝔭 آلی اول است و ایده𝑏 ∉ 𝔭  پس𝑟 ∈ 𝔭 =

(∘:𝑅 𝑎) د بنابرایم تساوی(∘:𝑅 𝑎) = (∘:𝑅 𝑎𝑏) توان نوشت:برقرار است و در نتیجه می 

𝑅𝑎 ⊆ (∘:𝑅 (∘:𝑅 𝑎)) = (∘:𝑅 (∘:𝑅 𝑎𝑏)) = 𝑅𝑎𝑏د 

𝑎موجود است به طوری که  𝑟مانند  𝑅بنابرایم عضوی از  = 𝑟𝑎𝑏   و لذا𝑎(1 − 𝑟𝑏) 1د چون ∘ = − 𝑟𝑏  یکال است

𝑎پس  Ext𝑅که تناقض استد بنابرایم فرض خلف باطل است و به اجبار داریم:  ∘ =
1 (𝑅 𝑅𝑎𝑏, 𝑅⁄ )  د∘ ≠

𝑅 فرض کنید. 5مثال  = 𝐾⟦𝑥, 𝑦, 𝑧⟧ 〈𝑥2〉⁄  که در آن𝐾  یک میدان استد در ایم صورت𝑅  موض ی با  حلقۀیک

𝔪آل ماکسیمال ایده = 〈𝑥, 𝑦, 𝑧〉 〈𝑥2〉⁄ تد تصاویر اس𝑥  و𝑦  در𝑅  را به ترتیب با نمادهای�̅�  و�̅� دهیمد نمایش می�̅� 

 است که به ازای آن داریم: 𝑅 حلقۀتوانی از عضو پوچ

𝑅�̅� = (∘:𝑅 �̅�) = (∘:𝑅 (∘:𝑅 �̅�)) 

Ext𝑅خواهیم داشت:  1لذا با توجه به لم 
1 (𝑅 𝑅�̅�, 𝑅⁄ )  د بنابرایم در ایم حالت داریم:∘ =

inf  {𝑛 ∈ ℕ| Ext𝑅
1 (𝑅 𝑅�̅�𝑛, 𝑅⁄ ) ≠ ∘}⏟                      
=∞

≰ inf  {𝑛 ∈ ℕ| (∘:𝑅 �̅�
𝑛−1) = (∘:𝑅 �̅�

𝑛)}⏟                      
=3
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𝔭با فرض  ،0با توجه به نتیجه در حالی که  = 𝑅�̅�(= (∘:𝑅 �̅�) ∈ Ass𝑅𝑅)  و�̅� ∈ 𝔪 ∖ 𝔭توان ، برای عضو پوچ�̅��̅�  از

Ext𝑅داریم  𝑅 حلقۀ
1 (𝑅 𝑅(�̅��̅�), 𝑅⁄ )  و در نتیجه ∘ ≠

inf  {𝑛 ∈ ℕ|Ext𝑅
1 (𝑅 𝑅(�̅��̅�)𝑛, 𝑅⁄ ) ≠ ∘}⏟                      
=1

< inf  {𝑛 ∈ ℕ|(∘:𝑅 (�̅��̅�)
𝑛−1) = (∘:𝑅 (�̅��̅�)

𝑛)}⏟                          
=3

 

به آن اشاره  3 ۀکه در نتیج (∗) ۀتوان، در مورد درستی و یا نادرستی راب دهد که برای عناصر پوچم لب نشان میایم 

 توان گفتدشده است چیزی نمی

= ∘فرض کنید  .6نمادگذاری  ⋂ 𝔮(𝔭)𝔭∈Ass𝑅𝑅 آل صفر از حلقه مینیمال برای ایده ۀاولی ۀیک تجزی𝑅  باشد که در آن

𝔮(𝔭) آل ایده ₋𝔭عناصر مینیمال  مجموعۀای است که در تجزیه ظاهر شده استد اولیهAss𝑅𝑅  را با نمادmAss𝑅𝑅  نمایش

𝑁دهیمداده و قرار می = ⋂ 𝔮(𝔭)𝔭∈mAss𝑅𝑅توجه شود که در ایم حالت به ازای هر عضو از  د𝑅 ∖ ⋃ 𝔭𝔭∈mAss𝑅𝑅  مانند

𝑎  :داریم𝑅𝑎⋂𝑁 = 𝑎𝑁  و(∘:𝑅 𝑎) ⊆ 𝑁آل اصلی بنابرایم به ازای هر ایده د𝑅𝑎   با شرht𝑅𝑅𝑎 = داریم:  1

𝑅𝑎⋂𝑁 = 𝑎𝑁  و (∘:𝑅 𝑎) ⊆ 𝑁د  

ht𝑅𝑅𝑎باشد به طوری که   𝑅 حلقۀخواهی از عضو دل 𝑎فرض کنید  .7قضیه  = د در ایم صورت اگر یکی از دو 1

𝑎𝑁 شر  الف(  𝑅:∘)ب(  یا ∘ = 𝑎) ⊆ 𝑅𝑎 و 𝑎2𝑁 Ext𝑅گاه برقرار باشد آن ∘ =
1 (𝑅 𝑅𝑎, 𝑅⁄ )  د∘ ≠

𝑎ابتدا فرض کنید شر  )الف( برقرار باشدد چون  برهان. ∉ ⋃ 𝔭𝔭∈mAss𝑅𝑅  پس(∘:𝑅 𝑎) ⊆ 𝑁  و لذا𝑁 = (∘:𝑅 𝑎) د

𝐼  دهیمقرار می = √𝑅𝑎 د در ایم صورت عضوی ازℕ  مانند𝑛 ای اختیار کرد که توان به گونهرا می𝐼𝑛−1 ⊈ 𝑅𝑎 و 𝐼𝑛 ⊆

𝑅𝑎و  د فرض کنید حکم برقرار نباشدExt𝑅
1 (𝑅 𝑅𝑎, 𝑅⁄ ) 𝑁 ۀ، راب 1د در ایم صورت با توجه به لم ∘ = =

⋂ 𝔮(𝔭)𝔭∈mAss𝑅𝑅 ⊆ ⋂ 𝔭𝔭∈Spec𝑅 و 𝑅𝑎⊆𝔭 = 𝐼  و تساوی𝑅𝑎⋂𝑁 = 𝑎𝑁  خواهیم داشت: ∘ =

𝐼𝑛−1 ⊆ (𝑅𝑎:𝑅 𝐼) ⊆ (𝑅𝑎:𝑅 𝑁) = (𝑅𝑎⋂𝑁:𝑅 𝑁) = (∘:𝑅 𝑁) = (∘:𝑅 (∘:𝑅 𝑎)) = 𝑅𝑎 

𝑎2𝑁که تناقض استد حال فرض کنید شر  )ب( برقرار باشدد چون   پس با توجه به قسمت قبل داریم:  ∘ =

Ext𝑅
1 (𝑅 𝑅𝑎2, 𝑅⁄ ) ≠ ∘. 

 دقیق ۀرشت

∘
         
→  𝑅 ((∘:𝑅 𝑎) + 𝑅𝑎)⁄

    𝑎     
→   𝑅 𝑅𝑎2⁄

         
→  𝑅 𝑅𝑎

         
→  ∘⁄  

𝑅:∘)گیریمد چون را در نظر می 𝑎) ⊆ 𝑅𝑎شود:دقیق زیر حاصل می ۀدقیق فوق رشت ۀ، از رشت 

Ext𝑅
1 (𝑅 𝑅𝑎, 𝑅⁄ )

                      
→       Ext𝑅

1 (𝑅 𝑅𝑎2, 𝑅⁄ )
                  
→     Ext𝑅

1 (𝑅 𝑅𝑎, 𝑅⁄ ) 

Ext𝑅دهد چون که نشان می
1 (𝑅 𝑅𝑎2, 𝑅⁄ ) Ext𝑅پس   ∘ ≠

1 (𝑅 𝑅𝑎, 𝑅⁄ )  د                       ∘ ≠

 [
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𝑅 فرض کنید. 8مثال  = 𝐾[𝑥, 𝑦, 𝑧] (〈𝑥, 𝑦〉⋂〈𝑥2, 𝑦2, 𝑧2〉)⁄ که در آن𝐾  یک میدان استد تصاویر𝑥 ،𝑦  و𝑧  در

𝑅  را به ترتیب با نمادهای�̅� ،�̅�  و𝑧̅ داریم: 5دهیمد در ایم صورت با توجه به نمادگذاری نمایش می 

 𝑁 = 〈�̅�, �̅�〉 ،ht𝑅𝑅𝑧̅ = ht𝑅𝑅𝑧̅2 = 1 ،𝑧̅2𝑁 𝑅:∘)و  ∘ = 𝑧̅) ⊆ 𝑅𝑧̅داریم:  7 ۀد بنابرایم با توجه به قضی

Ext𝑅
1 (𝑅 𝑅𝑧̅2, 𝑅⁄ ) Ext𝑅و  ∘ ≠

1 (𝑅 𝑅𝑧̅ , 𝑅⁄ ) ≠ ∘. 

 باشد به طوری که  𝑅 حلقۀعضوی از  𝑎و  𝔪آل ماکسیمال موض ی با ایده حلقۀیک  𝑅فرض کنید . 9قضیه 

 ht𝑅𝑅𝑎 = 𝑎𝑁و  1 ht𝑅𝑅(𝑎داریم:  𝑁از  𝑛خواه د در ایم صورت به ازای هر عضو دل∘ = + 𝑛) = و  1

Ext𝑅
1 (𝑅 𝑅(𝑎 + 𝑛), 𝑅⁄ )  د ∘ ≠

  دانیم کهدهیمد مینمایش می mSpec𝑅را با نماد  Spec𝑅عناصر مینیمال  مجموعۀ برهان.

  mSpec𝑅 = mAss𝑅چون  د𝑛 ∈ 𝑁 ⊆ ⋂ 𝔭𝔭∈mSpec𝑅  و𝑎 ∉ ⋃ 𝔭𝔭∈mSpec𝑅 پس 

 𝑎 + 𝑛 ∉ ⋃ 𝔭𝔭∈mSpec𝑅 د بنابرایم تساویht𝑅𝑅(𝑎 + 𝑛) = به وضوح برقرار استد برای اثبات قسمت دوم، قرار  1

𝑏دهیم می = 𝑎 + 𝑛 0)داریم  5نمادگذاری د با توجه به م الب بیان شده در:𝑅 𝑏) ⊆ 𝑁  و بنابرایم𝑎(0:𝑅 𝑏) ⊆

𝑎𝑁 =  به شکل زیر برقرار است:هایی تساوی لذا د0

∘ = 𝑏(∘:𝑅 𝑏) = 𝑎(∘:𝑅 𝑏) + 𝑛(∘:𝑅 𝑏) = 𝑛(∘:𝑅 𝑏) 

𝑛و در نتیجه  ∈ (∘:𝑅 (∘:𝑅 𝑏))  د حال فرض کنیدExt𝑅
1 (𝑅 𝑅𝑏, 𝑅⁄ ) خواهیم  1با توجه به لم د در ایم صورت ∘ =

𝑅:∘)داشت:  (∘:𝑅 𝑏)) = 𝑅𝑏  و لذا𝑛 ∈ 𝑅𝑏 عضوی از د بنابرایم𝑅  مانند𝑟 موجود است به طوری که 

 𝑛 = 𝑟𝑏 = 𝑟(𝑎 + 𝑛) د چون𝑏 ∉ 𝑁  پس𝑟 ∈ 𝔪 د بنابرایم𝑛(1 − 𝑟) = 𝑟𝑎  1و − 𝑟  در𝑅  یکال استد لذا

𝑛 داریم  ∈ 𝑁⋂𝑅𝑎 = 𝑎𝑁 𝑏د در نتیجه ∘ = = 𝑎  غیر ممکم استد بنابرایم فرض خلف  7که با توجه به قضیه

Ext𝑅باطل است و داریم: 
1 (𝑅 𝑅𝑏, 𝑅⁄ )  د                           ∘ ≠

𝑁2ای باشد که به گونه (𝑅,𝔪)موض ی  حلقۀفرض کنید  .11قضیه  𝑅:∘)یا  ∘ = 𝑁) ⊈ 𝔪
د در ایم صورت به ازای 2

ht𝑅𝑅𝑎با شر   𝑅𝑎آل اصلی هر ایده = Ext𝑅داریم:  1
1 (𝑅 𝑅𝑎, 𝑅⁄ )  د∘ ≠

𝑁2فرض کنید  برهان. Ext𝑅و   ∘ =
1 (𝑅 𝑅𝑎, 𝑅⁄ ) خواهیم داشت:  1د در ایم صورت با توجه به لم ∘ =

(∘:𝑅 (∘:𝑅 𝑎)) = 𝑅𝑎  و در نتیجه(∘:𝑅 𝑎) ⊆ 𝑁 ⊆ (∘:𝑅 𝑁) ⊆ (∘:𝑅 (∘:𝑅 𝑎)) = 𝑅𝑎بنابرایم داریم:  د𝑁 ⊆

𝑅𝑎⋂𝑁 = 𝑎𝑁  و لذا𝑁 = 𝑎𝑁شود د با توجه به لم ناکایاما نتیجه می𝑁 𝑅:∘)بنابرایم  د∘ = 𝑎) یک  𝑎و لذا  ∘ =

Ext𝑅علیه صفر است که تناقض است زیرا در ایم حالت داریم عضو غیر مقسوم
1 (𝑅 𝑅𝑎, 𝑅⁄ )  د∘ ≠

𝑅:∘)حال فرض کنید  𝑁) ⊈ 𝔪
Ext𝑅و  2

1 (𝑅 𝑅𝑎, 𝑅⁄ ) خواهیم داشت:  1د در ایم صورت با توجه به لم ∘ =

(∘:𝑅 (∘:𝑅 𝑎)) = 𝑅𝑎 د عضوی از(∘:𝑅 𝑁) ∖ 𝔪
 گیریمد در ایم صورت داریم:را در نظر می 𝑥مانند  2

 [
 D

O
I:

 1
0.

52
54

7/
m

m
r.

7.
3.

67
5 

] 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

r.
kh

u.
ac

.ir
 o

n 
20

24
-0

4-
10

 ]
 

                               5 / 7

http://dx.doi.org/10.52547/mmr.7.3.675
https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2982-en.html


 های ریاضی پژوهش                                              1044 پاییز، 3 ۀ، شمار7جلد                                                            584
 (نشریه علوم دانشگاه خوارزمی)

 𝑥 ∈ (∘:𝑅 𝑁) ⊆ (∘:𝑅 (∘:𝑅 𝑎)) = 𝑅𝑎 د بنابرایم عضوی از𝑅  مانند𝑟  موجود است به طوری که𝑥 = 𝑟𝑎 د چون

𝑥 ∉ 𝔪2  پس𝑟  یکال است و لذا𝑎 = 𝑟−1𝑥 ∈ (∘:𝑅 𝑁) د بنابرایم(∘:𝑅 𝑁) = 𝑅𝑎 د در نتیجه داریم𝑎𝑁 و  ∘ =

Ext𝑅، 7لذا با توجه به قضیه 
1 (𝑅 𝑅𝑎, 𝑅⁄ )  که تناقض استد                              ∘ ≠

𝑣(𝑅)باشد به طوری که  𝑑موض ی از ب د  حلقۀیک  (𝑅,𝔪)فرض کنید  .11قضیه  ≤ 𝑑 + د در ایم صورت به 1

ht𝑅𝑅𝑎با شر   𝑅𝑎آل اصلی ازای هر ایده = Ext𝑅داریم:  1
1 (𝑅 𝑅𝑎, 𝑅⁄ )  د∘ ≠

𝑑دانیم که می برهان. ≤ 𝑣(𝑅) ≤ 𝑑 + 𝑣(𝑅)د اگر 1 = 𝑑گاه ، آن𝑅  یک حلقه منظم موض ی است و در ایم

𝑣(𝑅)حالت چیزی برای اثبات نداریمد پس فرض کنید  = 𝑑 + به عنوان  �̂�دست باوفا بودن د با توجه به یک1

₋𝑅 ،مدولExt𝑅
1 (𝑅 𝑅𝑎, 𝑅⁄ ) Ext�̂�اگر و تنها اگر  ∘ ≠

1 (�̂� �̂�𝑎, �̂�⁄ ) های د بنابرایم با توجه به تساوی∘ ≠

𝑣(�̂�) = 𝑣(𝑅) ،dim �̂� = dim𝑅  وht�̂��̂�𝑎 = ht𝑅𝑅𝑎در کلیت اثبات اشکالی ایجاد شود می که ، بدون ایم-

از پیوست منبع  21در ایم صورت با توجه به قضیه ساختاری کوهم ) قضیه  یک حلقه کامل استد 𝑅توان فرض کرد که 

𝑑از ب د  𝔫آل ماکسیمال با ایده 𝑆منظم موض ی مانند  حلقۀ( یک  ]1[ +  موجود است به طوری که 1

 𝑅 ≅ 𝑆 𝐽⁄  که در آن𝐽 آلی از ایده𝑆  است وht𝑆 𝐽 =  توانمیمکالی باشد حکم بدیهی استد بنابرایم ₋کوهم 𝑅د اگر 1

 مکالی نیست و داریم:₋کوهم 𝑅فرض کرد که 

𝐽 = (⋂𝔮(𝔭𝑖)

𝑙

𝑖=1

)⋂( ⋂ 𝔮(𝔭𝑖)

𝑘

𝑖=𝑙+1

) 

1که در آن برای  ≤ 𝑖 ≤ 𝑙 ،ht𝑆𝔭𝑖 = 𝑙و برای  1 + 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 ،ht𝑆𝔭𝑖 >  ]2[منبع  3224 د با توجه به تمریم1

⋂موجود است به طوری که  𝑓مانند  𝑆عضوی از  𝔮(𝔭𝑖)
𝑙
𝑖=1 = 𝑆𝑓 د بنابرایم چون𝐽 ⊆ 𝑆𝑓 توان نوشت:می 𝐽 =

𝑓(𝐽:𝑆 𝑓)  که در آن⋂ 𝔮(𝔭𝑖)
𝑘
𝑖=𝑙+1 ⊆ (𝐽:𝑆 𝑓)  وht𝑆(𝐽:𝑆 𝑓) > آلی د حال فرض کنید حکم برقرار نباشد و به ازای ایده1

ht𝑅 𝑅𝑎با شر   𝑅𝑎اصلی مانند  = Ext𝑅داشته باشیم  1
1 (𝑅 𝑅𝑎, 𝑅⁄ ) خواهیم  1 در ایم صورت با توجه به لم د∘ =

𝑅:∘)داشت:  (∘:𝑅 𝑎)) = 𝑅𝑎داریم یم حالتد در ا 

 (∘:𝑅 𝑎) ⊆ ⋂ 𝔮(𝔭𝑖)
𝑙
𝑖=1 𝐽⁄ = 𝑆𝑓 𝐽⁄ ≅ 𝑆 (𝐽:𝑆 𝑓)⁄  :و لذا خواهیم داشت 

(𝐽:𝑆 𝑓)𝑅 ⊆ (∘:𝑅 (∘:𝑅 𝑎)) = 𝑅𝑎 

𝑎بنابرایم با فرض  = 𝑎1 + 𝐽  که در آن𝑎1  عضوی از𝑆  است داریم(𝐽:𝑆 𝑓) ⊆ 𝑆𝑎1 + 𝐽  و در نتیجه(𝐽:𝑆 𝑓) =

(𝐽:𝑆 𝑓)⋂𝑆𝑎1 + 𝐽 د چون𝐽 = 𝑓(𝐽:𝑆 𝑓) ⊆ 𝔫(𝐽:𝑆 𝑓)   پس با توجه به لم ناکایاما داریم(𝐽:𝑆 𝑓) = (𝐽:𝑆 𝑓)⋂𝑆𝑎1 د

𝐽:𝑆)بنابرایم  𝑓) ⊆ 𝑆𝑎1 :و در نتیجه خواهیم داشت 

ht𝑆(𝐽:𝑆 𝑓) ≤ ht𝑆𝑆𝑎1 = 1 
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Ext𝑅پس فرض خلف باطل است و به اجبار داریم:  که تناقض استد
1 (𝑅 𝑅𝑎, 𝑅⁄ ) قسمت مثالی ارائه  در ایم د∘ ≠

𝑁2دهیم که در آن با وجود ایم که روابط می 𝑅:∘)و  ∘ ≠ 𝑁) ⊆ 𝔪
آل اصلی مانند برقرار است  اما به ازای هر ایده 2

𝑅𝑎   با شرht𝑅𝑅𝑎 = Ext𝑅داریم   1
1 (𝑅 𝑅𝑎, 𝑅⁄ )  برقرار نیستد 14دهد که عکس قضیهایم م لب نشان می د∘ ≠

𝑅 فرض کنید. 12مثال = 𝐾⟦𝑥, 𝑦, 𝑧⟧ (〈𝑥〉⋂〈𝑥3, 𝑦〉)⁄  که در آن𝐾 یدان استد در ایم صورت یک م𝑅  حلقۀیک 

𝔪آل ماکسیمال موض ی با ایده = 〈𝑥, 𝑦, 𝑧〉 (〈𝑥〉⋂〈𝑥3, 𝑦3〉)⁄  استد تصاویر𝑥 ،𝑦  و𝑧  در𝑅  را به ترتیب با

𝑁2 داریم 5دهیمد درایم صورت با توجه به نمادگذاری نمایش می 𝑧̅و  �̅� ،�̅�نمادهای  = 〈�̅�〉2 𝑅:∘)و  ∘ ≠ 𝑁) =

〈�̅�2, �̅� 〉 ⊈ 𝔪2 تساوی، در حالی که با توجه به 

𝑣(𝑅) = dim𝑅 + 1 = 3 

ht𝑅𝑅𝑎با شر   𝑅𝑎آل اصلی مانند شود که به ازای هر ایدهنتیجه می 11از قضیه  = Ext𝑅داریم  1
1 (𝑅 𝑅𝑎, 𝑅⁄ )  د∘ ≠

 برقرار نیستد  14 ۀبنابرایم عکس قضی
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