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 مرتبط   - کلاف کروی مماس مجهز به ساختار تقریبا ب  بندی رده 
 

 ، فرشاد فیروزی اسماعیل پیغان

 دانشگاه اراک
 09/98/ 26 : پذیرش                            05/98/ 13 : دریافت 

 چکیده 

ابتدا، کلاف کروی مماس بر یک منیفلد ریمانی     ,𝑀)در  𝑔)    با بعد 2𝑛)به عنوان یک منیفلد  + در نظر    (1

مجهز  مرتبط    - شود و در پی آن، ما این کلاف کروی را به یک متریک طبیعی به انضمام یک ساختار تقریباً بگرفته می

گاه، با توجه به کنیم. آنهای تانسور ساختاری متناظر با این کلاف کروی را محاسبه میلفه ؤ. در گام بعدی، مکنیممی

کلاف کروی    بندیرده نامیم(، به  می  1بستههم   بندیرده بط )که ما آن را به ایجاز،  مرت  -بندی ساختارهای تقریباً برده 

اهتمام می  -مماس مجهز به ساختار تقریباً ب با ساختار  ردهورزیم و  مرتبط طبیعی  را که کلاف کروی مماس  هایی 

دهیم که با  چنین، ما روابطی بر حسب تانسورهای انحنا به دست می آوریم. هم ها تعلق دارد، به دست مییادشده به آن 

 گانه تعلق داشته باشد.های یازده رده تواند به هر یک از این ها، کلاف کروی با ساختار مذکور می برقراری آن 

 ساختار تقریبا مرتبط، کلاف کروی، متریک طبیعی  های کلیدی:اژه و         

 

 مقدمه 

، از دیرباز یکی از مفاهیم بنیادی در علوم ریاضیات و فیزیک بوده است. نیوتن در قرن هفدهم به  بندی رده  هلأمس

های قوانین فیزیک برای اجسام بزرگ پرداخت و نزدیک به دو قرن بعد از وی، مکانیک کوانتومی خواص پدیده  بندی رده

ن است که این مفهوم، قوانین و اصولی را تبیین  در ای  بندی رده فیزیکی در ابعاد میکروسکوپیک را آشکار کرد. اهمیت  

مشخصی تعلق داشته   ردۀصادق است. به بیان دیگر، هر عضوی که به    ،رده  کند که برای تمام اعضای متعلق به آنمی 

به آن   به ارث می  ردهباشد، قوانین مربوط  ب را  هندسه منیفلدهای ریمانی،   ۀخصوص در مطالعه  برد. در ریاضیات و 

ویژگیمنیفلدها می   بندی رده از  زیادی  به  تواند شمار  منیفلدی  اگر  کند.  را آشکار  آنها  از  ۀردهای   بندیرده  خاصی 

های توان چنین گفت که آن منیفلد خواص و ویژگی می   یقینمنیفلدها تعلق داشته باشد، بدون بررسی آن منیفلد به  

کلاف کروی مجهز به ساختار تقریبا    بندی ردههای طبیعی به  این مقاله ما با استفاده از متریک  . درستمذکور را دارا   ۀرد

می   -ب که مشخص می مرتبط  معنا  این  به  از پردازیم.  رده  کدام  به  مذکور  به ساختار  مجهز  کنیم که کلاف کروی 

کلاف کروی مجهز به ساختار تقریبا    ۀردمرتبط تعلق دارد. بدیهی است که پس از آشکار شدن    -ب  منیفلدهای تقریباً

که نیاز به انجام محاسبات طولانی و برد، بدون آنرا به ارث می  ردهخواص مربوط به آن   همۀمرتبط، کلاف کروی  -ب

اثبات این خواص باشد. همچنین می طاقت  با جایگزینی متریفرسا در جهت  ک طبیعی این مقاله با هر متریک توان 

مطرح شده در از برقراری قضایای    دی یازهای  منیفلد دلخواه مثال   طبیعی دلخواه و نیز با جایگزینی منیفلد پایه با هر
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 1 Relevant Classification 

 [
 D

O
I:

 1
0.

52
54

7/
m

m
r.

7.
3.

46
7 

] 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

r.
kh

u.
ac

.ir
 o

n 
20

24
-0

4-
20

 ]
 

                             1 / 18

http://dx.doi.org/10.52547/mmr.7.3.467
https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2987-en.html


 های ریاضی پژوهش                                                                 1400 پاییز، 3 ۀ، شمار7جلد                                                             468

 ( نشریه علوم دانشگاه خوارزمی)   

در این است که فارغ از پژوهش حالات   بندی رده  مسالۀ  قوت  نقطۀموردی ارائه کرد. هر چند که    ۀاین مقاله برای مطالع

 .  استهای طبیعی برقرار متریک ۀمنیفلدها و هم همۀبندی برای هردخاص، این 

  بندی رده گیریم. این  مرتبط بهره می   -ب  برای منیفلدهای تقریباً  ردهشامل یازده    بندی ردهحاضر از یک    ۀدر مقال

در    ۀمطالع  سوژۀتاکنون   نویسنده  است.  واقع شده  پژوهشگران  از  باب طبقه   [،27] بسیاری  در  بندی قضایای مهمی 

ایم، و کلاف کروی با متریک طبیعی و معرفی کرده  𝒰1که ما در مقاله حاضر آن را با   ℱ1⊕ℱ4  ۀرد  ۀبیانچی دربار

 ۀردهای  ویژگی  ۀچندین گزاره دربار  [28]مرتبط به آن تعلق دارد، ارائه داده است. وی همچنین در    -ب  ساختار تقریباً

𝒰1     ۀردمطرح کرده است و نیز اثبات کرده است که  𝒰1    1,4نسبت به تبدیلات گروهC    پایای همدیس است. افزون

  همۀمطرح شده است.  𝒰1  ردهژئودزیک  قضایای مهمی درباب فرم بنیادی نوع دوم و خاصیت تماماً  [29]بر این، در 

تعلق    𝒰1  ۀردمرتبط به    -دهد که با اثبات این حکم که کلاف کروی مجهز به ساختار تقریبا باین شواهد نشان می 

. در واقع اهمیت اساسی  کردو به راحتی به کلاف کروی مذکور منتسب    را فوراً  ردهتوان بسیاری از خواص این  دارد، می

 اعضای آن نسبت داد.  همۀرا به  ردهتوان خواص ، میردهنیز در این است که به محض مشخص شدن   بندی ردهله أمس

کار بسیاری   ۀمایدستریمانی است که تا به امروز  ۀدار در هندسیکی از مفاهیم قدیمی و ریشه  1متریک ترفیع مفهوم  

ای برای  مورد علاقه  ۀ های ترفیع روی کلاف کروی مماس بدل به سوژدانان بوده است. به طور خاص، متریکاز ریاضی

پژوهشهندسه  و  است  شده  تدانان  قابل  ویژأهای  نگاه  است.  رسیده  انجام  به  حیطه  این  در  به  ریاضی  ۀملی  دانان 

های ترفیع متریک  ۀها در زمیندر انجام نخستین پژوهش  2انگیز ساساکی نبوغ شگفت   داروام  یقینهای ترفیع، به  متریک

گستره این  در  او  تحقیقات  است.  مماس  کلاف  ریاضیالهام   ،روی  از  زیادی  شمار  مطالعات بخش  انجام  برای  دانان 

ها روی کلاف مماس بوده  های جدید این نوع متریکهای ترفیع، به منظور معرفی گونه ای در قلمرو متریکموشکافانه 

دانان برای گسترش های ریاضیایجاد متریک ترفیع بر روی کلاف مماس توسط ساساکی، تلاش  ۀاست. از زمان طرح اید

ترین شکل متریک ترفیع )که امروزه به ، کلی[5]این عرصه از هندسه به طور روزافزون ادامه داشت و در نهایت در  

و همکارانش ارِائه شد. پس از رونمایی مفهوم متریک طبیعی،    4، به اهتمام عباسی مشهور شده است(  3متریک طبیعی 

دست آوردن دید  ه  دانان ریمانی انجام گرفت، که ماحصل آن ب کلاف مماس توسط هندسه   ۀ مطالع های زیادی برای  پژوهش

توان  های ارزشمندی که در این زمینه به ثبت رسیده است، می پژوهش   از جمله های مماس و کروی بود.  عمیقی از رفتار کلاف 

  5. شایان ذکر است که پژوهشگران نامی دیگری از جمله کواسکی کرد اشاره  [  3,  2,  4,  1] به تحقیقات عباسی و همکارانش در  

 ۀ مطالعات سودمندی را در این حوز  [13]در    7و کالواروسو  [ 11,  12,  10,  9,    8,  7] در    6، بوکس [ 02,  19,  18,  17,  16] در  

 اند. پرکاربرد از ریاضیات به ثمر رسانیده 

دیفرانسیل    ۀهندس  ۀپژوهش در زمین  ۀهای دیرین، یکی دیگر از مضامین قدیمی و سوژه ساختار تقریباً مرتبطمفهوم  

 [30]های ساساکی انجام گرفت. او برای نخستین بار این مفهوم را در  منیفلدهاست که پیدایش آن به همت پژوهش

 هندسۀ  ۀها در حوزدی از پژوهشمعرفی کرد و از آن پس، ساختارهای تقریباً مرتبط موضوع مطالعه و مبحث شمار زیا
 

1 Lifted metric 
2 Sasaki 
3 Natural metric 
4 Abbassi 
5 Kowalski 
6 Boeckx 
7 Calvaruso 
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متریک ضمیمه   -، یک ساختار تقریباً مرتبط را به ب[15]هشگران در  دیفرانسیل منیفلدها بوده است. چند تن از پژو

رائه دادند. این ا  (1,1)بندی از این ساختار را بر حسب مشتق کوواریان تانسورهای ساختاری از نوع  ردهکردند، و یک  

اختصار  هرد به  را  آن  که  یازده  بسته می بندی هم هردبندی  از    ردهنامیم، شامل  مَنِو هرداین  رائه  ااست. پس  ، 1بندی، 

گانه مجاهدت ورزید. برخی های یازدهردهتر این  خود را به آن معطوف کرد و در شناسایی هر چه دقیق  ۀتوجهات گسترد

 مشاهده نمود.  [24, 22, 26, 23, 21, 25]توان در از مطالعات وی در این راستا را می

را به   T1𝑀ریمانی بر روی کلاف کروی  ما در این مقاله، یک ساختار تقریباً مرتبط برآمده از یک متریک طبیعی شبه 

آییم.  بسته برمی هم  رده بندی بندی این ساختار با توجه به  هردکنیم و در پی آن، در صدد  متریک مجهز می   -ویژگی ب

ها تعلق دارد، به ساختار مذکور بر روی کلاف کروی مماس به آنبسته که  هم  بندی ردههایی از  ردهبه دیگر سخن،  

 شود. صورت دقیق مُسجل می 

های طبیعی روی کلاف مماس و  متریک  ۀ، به معرفی و مطالع2روند نگارش این مقاله بدین شرح است که در بخش  

,𝑀)کلاف کروی مماس یک منیفلد ریمانی   𝑔)  رفتار تانسورهای ساختاری 3پردازیم و به دنبال آن، در بخش  می ،

گیرد. سعی ما بر این بوده مرتبط روی کلاف کروی مماس، مورد نقد و مطالعه قرار می   -وابسته به ساختار تقریباً ب

چارچوب منطقی و هندسی کاملی را برای وارد شدن به بخش واپسین طراحی کند. در بخش    است که این دو بخش،

پردازیم و افزون بر این، ما روابطی را برحسب مرتبط می   -کلاف کروی مجهز به ساختار تقریباً ب  بندی رده انتهایی، به  

های ردهتواند به هر یک از  اختار مذکور می ها، کلاف کروی مماس با س دهیم که با برقراری آنرائه می اتانسورهای انحنا  

 بسته تعلق داشته باشد.  هم بندی رده ۀگانیازده
 

 های طبیعی روی کلاف کرویمتریک .1

های طبیعی بر روی کلاف مماس و رائه برخی از اطلاعات و تعاریف اساسی مورد نیاز از متریکادر این بخش، به   

 پردازیم. کلاف کروی مماس می

,𝑀)فرض کنیم  : های طبیعی روی کلاف مماسمتریک 1.1 𝑔)   یک منیفلد ریمانی از بعد(𝑛 + 1) 

مماس  فاز کلا (𝑥,𝑢)(T𝑀)دهیم. فضای مماس نشان می  ∇را با نماد  𝑔چویتای وابسته به متریک باشد. التصاق لوی 

T𝑀  نقطۀدر  (𝑥, 𝑢)   .به صورت زیر قابل تجزیه است 

 (T𝑀)(𝑥,𝑢) = ℋ(𝑥,𝑢)⊕𝒱(𝑥,𝑢), 

باشد. در واقع، به ازای می   ∇چویتای  ، به ترتیب فضاهای افقی و عمودی با توجه به التصاق لوی 𝒱و    ℋکه مقصود از  

𝑋هر   بردار   ∈ 𝑀𝑥  یک بردار منحصر به فرد ،𝑋ℎ ∈ ℋ(𝑥,𝑢)   از    2)که آن را ترفیع  افقی𝑋    به(𝑥, 𝑢) ∈ T𝑀  نامیم(  می

که   به طوری  دارد،  𝜋∗𝑋وجود 
ℎ = 𝑋  رابطه این  در  :𝜋، که  T𝑀 → 𝑀     ترفیع ایضاً،  است.  تصویر طبیعی  نگاشت 

𝑋بردار    3عمودی ∈ 𝑀𝑥  بردار ،𝑋𝑣 ∈ 𝒱(𝑥,𝑢)   توابع    ۀاست به قسمی که به ازای هم𝑓    روی𝑀  ،رابطۀ  𝑋𝑣(d𝑓) =

 
1 Manev 
2 Horizontal lift 
3 Vertical lift 
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𝑋𝑓    برقرار باشد. در آخرین تساوی، نمادd  جا، ست که در اینکند. گفتنی دلالت می  1گیری خارجیبر عملگر مشتق

,𝑥)(d𝑓)شوند ) در نظر گرفته می   T𝑀به دید توابعی روی    𝑀روی    d𝑓های  فرمییک 𝑢) = 𝑢𝑓  نگاشت .)𝑋 →

𝑋ℎ    یک ایزومورفیسم بین دو فضای برداری𝑀𝑥    وℋ(𝑥,𝑢)   باشد. همچنین،  می𝑋 → 𝑋𝑣  ومورفیسم  نیز یک نگاشت ایز

برداری   فضاهای  می   𝒱(𝑥,𝑢)و    𝑀𝑥بین  این،  بر  افزون  مماساست.  بردار  هر  𝑍    توان  ∈ (T𝑀)(𝑥,𝑢)   بر حسب را 

فرم  مولفه  به  عمودی  و  افقی  𝑍های  = 𝑋ℎ + 𝑌𝑣    بردارهای تساوی،  این  در  که  ,𝑋نوشت  𝑌 ∈ 𝑀𝑥   صورت به 

𝒰در مختصات موضعی به صورت    T𝑀روی    2شوند. میدان برداری عمودی کانونی فرد مشخص می منحصربه  = 𝑢𝑖
𝜕

𝜕𝑢𝑖
 

شود.  تعریف می  T𝑀به انتخاب مختصات موضعی بستگی ندارد و به صورت سرتاسری روی    𝒰شود. در اینجا  تعریف می

}با در نظر گرفتن مختصات موضعی  
𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝑥  نقطۀ، برای هر  𝑀روی منیفلد    { ∈ 𝑀    و𝑢 = 𝑢𝑖(

𝜕

𝜕𝑥𝑖
)𝑥 ∈ T𝑀𝑥  ،

𝑢(𝑥,𝑢)شود که  مشاهده می 
𝑣 = 𝑢𝑖(

𝜕

𝜕𝑥𝑖
)(𝑥,𝑢)
𝑣 = 𝒰(𝑥,𝑢)روی کلاف مماس    3، و میدان برداری شار  ژئودزیکT𝑀 ،

𝑢(𝑥,𝑢)  رابطۀ ه وسیلهبه صورت یکتا ب
ℎ = 𝑢𝑖(

𝜕

𝜕𝑥𝑖
)(𝑥,𝑢)
ℎ  [(.  1شود )]مشخص می 

,𝑀)های طبیعی روی کلاف مماس یک منیفلد ریمانی  [، به تفصیل در باب متریک4در ]  𝑔)    .سخن گفته شده است

 پردازیم.ی زیر از همان مرجع میهای آتی، به ذکر قضیه به منظور ایجاد یک بستر هندسی مطلوب برای بخش

,𝑀)فرض کنیم      [(.4)]  .1.1ۀ  گزار 𝑔)    یک منیفلد ریمانی و𝐺    یک متریک طبیعی  روی کلاف مماسT𝑀    باشد. در

𝛼𝑖این صورت شش تابع هموار   , 𝛽𝑖: ℝ
+ → ℝ, 𝑖 = ,𝑢وجود دارند، به قسمی که به ازای هر    1,2,3 𝑋, 𝑌 ∈ 𝑀𝑥 

  رابطۀ

 (1) 

{

𝐺(𝑥,𝑢)(𝑋
ℎ , 𝑌ℎ) = (𝛼1 + 𝛼3)(𝑟

2)𝑔(𝑋, 𝑌) + (𝛽1 + 𝛽3)(𝑟
2)𝑔(𝑋, 𝑢)𝑔(𝑌, 𝑢),

𝐺(𝑥,𝑢)(𝑋
ℎ , 𝑌𝑣) = 𝐺(𝑥,𝑢)(𝑋

𝑣 , 𝑌ℎ) = 𝛼2(𝑟
2)𝑔(𝑋, 𝑌) + 𝛽2(𝑟

2)𝑔(𝑋, 𝑢)𝑔(𝑌, 𝑢),

𝐺(𝑥,𝑢)(𝑋
𝑣 , 𝑌𝑣) = 𝛼1(𝑟

2)𝑔(𝑋, 𝑌) + 𝛽1(𝑟
2)𝑔(𝑋, 𝑢)𝑔(𝑌, 𝑢),

  

𝑟2که هنگامی  = 𝑔(𝑢, 𝑢) .برقرار باشد ، 

 در تمام این مقاله از نمادگذاری  .1.1 ۀملاحظ

 𝜙𝑖(𝑡) = 𝛼𝑖(𝑡) + 𝑡𝛽𝑖(𝑡), 

𝛼(𝑡) = 𝛼1(𝑡)(𝛼1 + 𝛼3)(𝑡) − 𝛼2
2(𝑡),    𝜙(𝑡) = 𝜙1(𝑡)(𝜙1 + 𝜙3)(𝑡) − 𝜙2

2(𝑡), 

𝑡برای هر    ∈ ℝ+   های ریمانی بر روی کلاف مماس برشمرد، های زیادی را از متریکتوان مثالنماییم.  می استفاده می

های طبیعی است که به ازای ای از متریکآیند. برای نمونه، متریک ساساکی گونه های طبیعی به دست می که از متریک

 آید. دست می ه مقادیر زیر ب

 
1 Exterior differentiation operator 
2 Canonical vertical vector field 
3 Geodesic flow vector field 
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 𝛼1(𝑡) = 1,        𝛼2(𝑡) = 𝛼3(𝑡) = 𝛽1(𝑡) = 𝛽2(𝑡) = 𝛽3(𝑡) = 0. 

 اشاره کرد که به ازای  1گرومول -توان به متریک چیگرهای طبیعی، می دیگری از متریک ۀبه عنوان نمون

 𝛼2(𝑡) = 𝛽2(𝑡) = 0,        𝛼1(𝑡) = 𝛽1(𝑡) = −𝛽3(𝑡) =
1

1+𝑡
,        𝛼3(𝑡) =

𝑡

1+𝑡
, 

 آید. ( به دست می 1) رابطۀاز 

 های طبیعی روی کلاف کروی مماس متریک .1.2

,𝑀)  کلاف کروی مماس یکه روی یک منیفلد ریمانی 𝑔) با ابرفضای ،T1𝑀 = {(𝑥, 𝑢) ∈ T𝑀 | 𝑔𝑥(𝑢, 𝑢) = 1 

,𝑥) در یک نقطۀ T1𝑀شود. همچنین، فضای مماس بر کلاف کروی  تعریف می T𝑀در کلاف مماس  { 𝑢) ∈

T1𝑀[(.  1شود )]زیر مشخص می  واسطۀ رابطۀ ه ، ب 

 (T1𝑀)(𝑥,𝑢) = {𝑋
ℎ + 𝑌𝑣|𝑋 ∈ 𝑀𝑥 , 𝑌 ∈ {𝑢}

⊥ ⊂ 𝑀𝑥}. 

، یک متریک طبیعی  T𝑀روی  𝐺توسط متریک طبیعی   T1𝑀روی کلاف کروی   �̃�هر متریک القایی  

روی کلاف کروی توسط مقادیر چهار تابع   �̃�[، متریک طبیعی  14است. بنابر ] T1𝑀ریمانی روی کلاف کروی شبه 

 شود. حقیقی مقدار ثابت ذیل مشخص می 

 𝑎 = 𝛼1(1),        𝑏 = 𝛼2(1),        𝑐 = 𝛼3(1),        𝑑 = (𝛽1 + 𝛽3)(1). 

 

,𝑀)فرض کنیم   𝑔)    یک منیفلد ریمانی با بعد(𝑛 + متعامد    خود را با در نظر گرفتن یک پایۀ  باشد. ما  کار  (1

{𝑒0 = 𝑢, 𝑒1, … , 𝑒𝑛}    روی𝑥 ∈ 𝑀   می معرّفی  آغاز  با  آن،  پی  در  و  𝛿0کنیم  = 𝑒0
ℎ = 𝑢ℎ  و  ،𝛿𝑖 = 𝑒𝑖

ℎ  و  ،

�̃�𝑖
𝑇 = 𝑒𝑖

𝑣  برای𝑖 = 1,… , 𝑛  متریک طبیعی ،�̃� روی کلاف کروی یکۀ T1𝑀  به طور کامل به فرم 

 

 {

�̃�(𝑥,𝑢)(𝛿𝑖 , 𝛿𝑗) = (𝑎 + 𝑐)𝑔𝑥(𝜕𝑖 , 𝜕𝑗) + 𝑑𝑔𝑥(𝜕𝑖 , 𝑢)𝑔𝑥(𝜕𝑗 , 𝑢),

�̃�(𝑥,𝑢)(𝛿𝑖 , �̃�𝑗
𝑇) = 𝑏𝑔𝑥(𝜕𝑖 , 𝜕𝑗),

�̃�(𝑥,𝑢)(�̃�𝑖
𝑇 , �̃�𝑗

𝑇) = 𝑎𝑔𝑥(𝜕𝑖 , 𝜕𝑗),

 

,𝑥)  نقطۀدر هر   𝑢) ∈ T1𝑀    و برای هر𝜕𝑖 , 𝜕𝑗 ∈ 𝑀𝑥    با𝜕𝑗    عمود بر𝑢   شود )برای جزییات بیشتر، به  مشخص می

𝑖[  مراجعه شود(. آشکارا، در حالت 14] ≠ 𝑗 رابطۀ   

 

 �̃�(𝛿𝑖 , 𝛿𝑗) = �̃�(𝛿𝑖 , �̃�𝑗
𝑇) = �̃�(�̃�𝑖

𝑇 , �̃�𝑗
𝑇) = 0, 

 

 
2 Cheeger-Gromoll 
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,𝛿0}ی  بر حسب پایه   �̃�برقرار است. بنابراین، ماتریس متریک طبیعی   𝛿1, �̃�1
𝑇, … , 𝛿𝑛, �̃�𝑛

𝑇}    نقطۀدر  (𝑥, 𝑢) یک ،

 ماتریس قطری بلوکی به فرم زیر است.  

 �̃� =

(

 
 
 
 

𝑎 + 𝑐 + 𝑑𝑟2 0 0 … 0 0
0 𝑎 + 𝑐 𝑏 0 0
0 𝑏 𝑎 0 0
⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 … … 𝑎 + 𝑐 𝑏
0 … … 𝑏 𝑎

)

 
 
 
 

. 

𝑎)برابر با    �̃�دترمینان ماتریس   + 𝑐 + 𝑑𝑟2)𝛼𝑛    است که در این تساوی، مقدار𝛼  رابطۀی  بواسطه  𝛼 = 𝑎(𝑎 +

𝑐) − 𝑏2   شود. افزون بر این، ماتریس مذکور یک مقدار ویژه به فرم  تعیین می𝑎 + 𝑐 + 𝑑𝑟2    و𝑛    مقدار ویژه به

2𝑎شکل   + 𝑐 + √𝑐2 + 4𝑏2 و ،𝑛   2مقدار ویژه برابر با𝑎 + 𝑐 − √𝑐2 + 4𝑏2 [( 14دارد  .)] 

ــــمانی  است  اگر  و  تنها  اگر    �̃�بنابراین،  متــــــریک  طبیـــعی    𝑎یک  متریک  ریـ + 𝑐 + 𝑑𝑟2 > 𝑎و      0 + 𝑐 ±

√𝑐2 + 4𝑏2 >  باشند.  ، که این شرایط معادل با روابط زیر می 0

 𝑎 > 0,        𝑎 + 𝑐 + 𝑑𝑟2 > 0,        𝛼 = 𝑎(𝑎 + 𝑐) − 𝑏2 > 0.  (2)  

,𝑀)فرض کنیم    .1.2تعریف   𝑔)    یک منیفلد متریک باشد. در این صورت بردار𝑣  نامیم،  می  1وار را یک بردار زمان

,𝑔(𝑣هرگاه   𝑣) < ,𝑔(𝑣شود هرگاه  نامیده می  2وار یک بردار مکان 𝑣. بردار 0 𝑣) > 0 . 

باشند.  های دیگر نیز می مجاز به پذیرش علامت   T1𝑀های طبیعی روی کلاف کروی مماس  واضح است که متریک     

,𝑛)از علامت خنثی   ⊥{𝑢}ویژه، اگر بخواهیم که فضای  به 𝑛)   )نسبت به متریک )ناتبهگون�̃� باشد، لازم است  

  (𝑎 + 𝑐 + 𝑑𝑟2)𝛼𝑛 ≠ 2𝑎و همچنیــــن    0 + 𝑐 + √𝑐2 + 4𝑏2 > 2𝑎و    0 + 𝑐 − √𝑐2 + 4𝑏2 <

 باشند.  . این شرایط با روابط زیر معادل می0

 𝑎 + 𝑐 + 𝑑𝑟2 ≠ 0,        𝛼 = 𝑎(𝑎 + 𝑐) − 𝑏2 < 0,  (3)  

𝑎که علامت    + 𝑐 + 𝑑𝑟2   به رفتار𝑢ℎ  .بستگی دارد 

، که در شرط T1𝑀به منظور ایجاد یک ساختار تقریباً مرتبط برآمده از یک متریک طبیعی روی کلاف کروی مماس  

از علامت خنثی باشد. به بیان    ⊥{𝑢}وار و فضای  یک بردار مکان  𝑢ℎمتریک نیز صدق کند، لازم است که بردار    -ب

 [(. 14)] ( لازم است که روابط زیر برقرار باشد3دیگر با استفاده از )

 𝑎 + 𝑐 + 𝑑 > 0,        𝛼 = 𝑎(𝑎 + 𝑐) − 𝑏2 < 0. 

توان  به راحتی می   3سازی اشمیتگیری از فرایند متعامد با انجام محاسباتی نه چندان دشوار و در عین حال، با بهره 

 
1 Timelike vector 
2 Spacelike vector 
3 Schmidt’s orthogonalization 
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𝜙مشاهده نمود که هرگاه   ≠  که به صورت   T𝑀روی   𝑁𝐺، میدان برداری 0

 𝑁(𝑥,𝑢)
𝐺 =

1

√|(𝑎+𝑐+𝑑)𝜙|
[−𝑏𝑢ℎ + (𝑎 + 𝑐 + 𝑑)𝑢𝑣], 

,𝑥)نقاط    همۀبرای   𝑢) ∈ T𝑀  شود، بر  تعریف میT1𝑀    عمود و در هر نقطه از کلاف کروی مماسT1𝑀  .یکه است ،

𝜙  رابطۀاز    𝜙در این تساوی، مقدار   = 𝑎(𝑎 + 𝑐 + 𝑑) − 𝑏2    1آید. اکنون، ترفیع  مماسی دست می به  𝑋𝑡𝐺    بر

𝑋از یک بردار  𝐺حسب متریک  ∈ 𝑀𝑥  نقطۀبه  (𝑥, 𝑢) ∈ T1𝑀  را به عنوان تصویر مماسی از ترفیع عمودی𝑋  به

(𝑥, 𝑢)   بر حسب𝑁𝐺 کنیم. به عبارت دیگر، تعریف می𝑋𝑡𝐺 شود.زیر مشخص می  رابطۀ ۀواسطه ب 

  (4) 

 𝑋𝑡𝐺 = 𝑋𝑣 − 𝐺(𝑥,𝑢)(𝑋
𝑣 , 𝑁(𝑥,𝑢)

𝐺 )𝑁(𝑥,𝑢)
𝐺 = 𝑋𝑣 − √

|𝜙|

|𝑎+𝑐+𝑑|
𝑔𝑥(𝑋, 𝑢)𝑁(𝑥,𝑢)

𝐺 .  

𝑋در صورتی که    ∈ 𝑀𝑥    بر𝑢  گاه  عمود باشد، آن𝑋𝑡𝐺 = 𝑋𝑣  شایان توجه است که اگر .𝑏 = ، آنگاه ترفیع مماسی 0

𝑋𝑡𝐺    با ترفیع مماسی𝑋𝑡    ،زیر بین    رابطۀبرآمده از متریک ساساکی معادل است. در حالت کلی𝑋𝑡𝐺    و𝑋𝑡   برقرار

 است.  

 𝑋𝑡𝐺 = 𝑋𝑡 +
𝑏

𝑎+𝑐+𝑑
𝑔(𝑋, 𝑢)𝑢ℎ . 

,𝑥)  نقطۀدر    T1𝑀  ۀاز کلاف کروی یک   (𝑥,𝑢)(T1𝑀)فضای مماس   𝑢)    توسط بردارهایی به فرم𝑋ℎ    و𝑌𝑡𝐺    برای

𝑋, 𝑌 ∈ 𝑀𝑥  شود.  مشخص می 

 

,𝑥)به    𝑢𝑡𝐺ترفیع مماسی     [(.14)]  2.2ملاحظه   𝑢) ∈ T1𝑀    رابطۀتوسط  𝑢𝑡𝐺 =
𝑏

𝑎+𝑐+𝑑
𝑢ℎ  آید. دست می ه  ب

,𝑥)  ۀدر نقط   T1𝑀  ۀاز کلاف کروی یک  (𝑥,𝑢)(T1𝑀)بنابراین، فضای مماس   𝑢)    توسط بردارهایی به فرم𝑋ℎ    و𝑌𝑡𝐺 

 شود.  به شرح زیر مشخص می 

 (T1𝑀)(𝑥,𝑢) = {𝑋
ℎ + 𝑌𝑡𝐺|𝑋 ∈ 𝑀𝑥 , 𝑌 ∈ {𝑢}

⊥ ⊂ 𝑀𝑥}.  (5)  

,𝑥)  نقطۀبه    𝑀𝑥از همین رو، عمل ترفیع مماسی از   𝑢) ∈ T1𝑀    همیشه بر آن بردارهایی از𝑀𝑥    که بر بردار𝑢   عمود

 شود.   باشند، اعمال می 

 

نتیجه منتفع می (، بی5)  به واسطۀ  این   روی کلاف کروی مماس یکۀ  �̃�ریمانی  شود که متریک طبیعی شبه درنگ 

T1𝑀  القایی از متریک𝐺 های ، به طور کامل توسط تساوی 

 
4 Tangential lift 
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{
 
 

 
 
�̃�(𝑥,𝑢)(𝑋1

ℎ , 𝑋2
ℎ) = (𝑎 + 𝑐)𝑔𝑥(𝑋1, 𝑋2) + 𝑑𝑔𝑥(𝑋1, 𝑢)𝑔𝑥(𝑋2, 𝑢),

�̃�(𝑥,𝑢)(𝑋1
ℎ , 𝑌1

𝑡𝐺) = 𝑏𝑔𝑥(𝑋1, 𝑌1),

�̃�(𝑥,𝑢)(𝑌1
𝑡𝐺 , 𝑌2

𝑡𝐺) = 𝑎𝑔𝑥(𝑌1, 𝑌2),
  (6)  

𝑋𝑖برای   , 𝑌𝑖    که𝑖 = شود. قابل توجه است که بنابر معادلات بالا ترفیعات عمود باشد، مشخص می   𝑢بر    𝑌𝑖و    1,2

𝑏متعامد هستند، اگر و تنها اگر شرط -�̃�افقی و مماسی   =  برقرار گردد.  0

در این بخش، کلاف کروی :  های طبیعی روی کلاف کرویبرآمده از متریکمرتبط   -ساختار تقریباً ب.  3.2

شود و به دنبال آن، منیفلد مذکور به  مماس یکه از یک منیفلد ریمانی، به عنوان منیفلدی با بعد فرد در نظر گرفته می 

شود. ما کار خود یریمانی روی کلاف کروی تجهیز م مرتبط برآمده از یک متریک طبیعی شبه  -یک ساختار تقریباً ب

 کنیم.  آغاز می زیررا در این قسمت با ارِائه تعریف 

2𝑛)از بعد    𝑀منیفلد   (.[6] )  .2.3تعریف   +  𝜑دارای یک ساختار تقریباً مرتبط است، اگر یک میدان تانسوری   (1

 یافت شوند که روابط زیر برقرار باشند.  𝑀به قسمی روی   𝜂فرمی  -1، و نیز یک  𝜉، یک میدان برداری  (1,1)از نوع 

 𝜑2 = −𝐼 + 𝜂 ⊗ 𝜉,        𝜂(𝜉) = 1,        𝜑𝜉 = 0,        𝜂 ∘ 𝜑 = 0. 

𝜉در این صورت با قرار دادن    = 𝜌𝑢ℎ  که ،𝜌  یکۀتوان فضای مماس بر کلاف کروی ثابتی مثبت است، می  T1𝑀  در

,𝑥)  نقطۀ 𝑢) ( به فرم زیر بیان کرد.  5را با استفاده از ) 

 (T1𝑀)(𝑥,𝑢) = span(𝜉) ⊕ {𝑋ℎ|𝑋 ⊥ 𝑢} ⊕ {𝑌𝑡𝐺|𝑌 ⊥ 𝑢}. 

,𝑀)شود که منیفلد ریمانی  خاطرنشان می  𝑔)    مجهز به ساختار تقریباً مرتبط(𝜑, 𝜉, 𝜂)متریک صدق -، در شرط ب

 کند هرگاه  می 

 𝑔(𝜑𝑥, 𝜑𝑦) = −𝑔(𝑥, 𝑦) + 𝜂(𝑥)𝜂(𝑦). 

,𝜑)مرتبط  -در عنفوان امر، کلاف کروی مماس یکه را به یک ساختار  تقریباً ب 𝜉, 𝜂, �̃�)   نماییم و پس از مجهز می

𝛿𝑖}ی  آن، یک پایه , �̃�𝑖
𝑇, 𝜉}   دهیم که با توجه به را چنان روی این ساختار قرار می�̃�  خاصیت تعامد ،𝛿𝑖 , �̃�𝑖

𝑇 ⊥ 𝜉   

𝜉برقرار باشد. در اینجـــــا   = 𝜌𝑢ℎ  که ،𝜌    ثابتی مثبت است. معادلات زیر یک ساختار تقریباً مرتبط را روی کلاف

 کنند.  مشخص می  T1𝑀 یکۀکروی مماس 

 𝜂(𝛿𝑖) = 𝜂(�̃�𝑖
𝑇) = 0,    𝜂(𝜉) = 1,  (7)  

 𝜑(𝛿𝑖) = �̃�𝑖
𝑇 ,    𝜑(�̃�𝑖

𝑇) = −𝛿𝑖 ,    𝜑(𝜉) = 0.  (8)  
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مرتبط، به فرم کلی    -مجهز به یک ساختار تقریباً ب  T1𝑀  یکۀروی کلاف کروی مماس    �̃�ریمانی  متریک طبیعی شبه 

 زیر است. 

 {

�̃�(𝛿𝑖 , 𝛿𝑗) = (𝑎 + 𝑐)𝑔(𝜕𝑖 , 𝜕𝑗) + 𝑑𝑔(𝜕𝑖 , 𝑢)𝑔(𝜕𝑗 , 𝑢),

�̃�(𝛿𝑖 , �̃�𝑗
𝑇) = 0,

�̃�(�̃�𝑖
𝑇 , �̃�𝑗

𝑇) = 𝑎𝑔(𝜕𝑖 , 𝜕𝑗).

  (9)  

 

 الذکر باید در روابط جایی که متریک فوقاز آن 

 �̃�(𝜑𝛿𝑖 , 𝜑𝛿𝑗) = −�̃�(𝛿𝑖 , 𝛿𝑗),        �̃�(𝜑�̃�𝑖
𝑇 , 𝜑�̃�𝑗

𝑇) = −�̃�(�̃�𝑖
𝑇 , �̃�𝑗

𝑇), 

𝑎شود، هرگاه داشته باشیم  برآورده می   �̃�متریک برای    -صدق کند، پس شرط ب + 𝑐 = −𝑎  افزون بر این، روابط .

 زیر نیز برقرار است.  

 

𝑎𝑖
𝑠(𝑦, 𝑣)𝑢𝑗𝑔𝑠𝑗(𝑦) = 0,

𝛿𝑖 = 𝑎𝑖
𝑠𝛿𝑠,

�̃�(𝛿𝑖 , 𝛿𝑗) = −𝑎𝛿𝑖𝑗 ,

                        

𝑎𝑖
𝑗
(𝑦, 𝑣)𝑎𝑡

𝑠(𝑦, 𝑣)𝑔𝑗𝑠(𝑦, 𝑣) = 𝛿𝑖𝑡 ,

�̃�𝑖
𝑇 = 𝑎𝑖

𝑠𝜕𝑠
𝑇 ,

�̃�(�̃�𝑖
𝑇, �̃�𝑗

𝑇) = 𝑎𝛿𝑖𝑗 ,

 

𝑎𝑖که   
𝑡    توابعی روی منیفلد𝑀    و𝛿𝑖𝑗  باشند. متریک متناظر  می   1نمادی برای علائم کرونیکر�̇�    از�̃�    روی𝑇1𝑀    با

,�̇�(𝑥  رابطۀ 𝑦) = �̃�(𝑥, 𝜑𝑦) + 𝜂(𝑥)𝜂(𝑦)  [(. بنابراین متریک  25شود )]تعریف می�̇�    نمایشی به صورت زیر

 دارد.  

 {

�̇�(𝛿𝑖 , 𝛿𝑗) = 𝑔(𝜕𝑖 , 𝑢)𝑔(𝜕𝑗 , 𝑢),

�̇�(𝛿𝑖 , �̃�𝑗
𝑇) = 𝑎𝑔(𝜕𝑖 , 𝜕𝑗),

�̇�(�̃�𝑖
𝑇 , �̃�𝑗

𝑇) = 0.

 

𝛿0}ی  نسبت به پایه  �̇�در نتیجه، ماتریس   = 𝜉, 𝛿1, �̃�1
𝑇, … , 𝛿𝑛, �̃�𝑛

𝑇}    نقطۀدر  (𝑥, 𝑢)   بلوکی    -یک ماتریس قطری

 باشد.  به فرم زیر می 

 �̇� =

(

 
 
 
 

1 0 0 … 0 0
0 0 𝑎 … 0 0
0 𝑎 0 … 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 … … … 0 𝑎
0 … … … 𝑎 0

)

 
 
 
 

. 

 

 
1 Kronecker 
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 ( نشریه علوم دانشگاه خوارزمی)   

- 𝑎    (𝑛±ی  )یک بار(، و مقادیر ویژه  1  ۀاست و این ماتریس، دارای مقدار ویژ  𝑛(𝑎2−)برابر با    �̇�دترمینان ماتریس  

𝑛)ریمانی، از علامت  . این متریک شبهاستبار برای هر کدام(   + 1, 𝑛)  کند.  متریک صدق می  -است و نیز در شرط ب

,𝑇1𝑀,𝜑)ساختار   𝜉, 𝜂, �̇�) شود. مرتبط نامیده می -یک ساختار تقریبا ب 

𝛿𝑖}روی فریم   1لی ۀعملگر کروش .[(6)] 1.2لم.  , �̃�𝑖
𝑇, 𝜉}  از کلاف کرویT1𝑀  کند.  در روابط زیر صدق می 

 

[𝛿𝑖 , 𝛿𝑗] = 𝑢
𝑙R𝑗𝑖𝑙
    𝑘𝜕𝑘

𝑇 ,

[𝛿𝑖 , �̃�𝑗
𝑇] = Γ𝑗𝑖

𝑘𝜕𝑘
𝑇 ,

                
[�̃�𝑖
𝑇 , �̃�𝑗

𝑇] = 0,

[𝛿𝑖 , 𝜉] = 𝑢
𝑙R𝑜𝑖𝑙
    𝑘𝜕𝑘

𝑇 ,
                

[�̃�𝑖
𝑇 , 𝜉] = −Γ𝑜𝑖

𝑘 𝜕𝑘
𝑇 , 

این  در  منیفلد   Rجا  که  روی  ریمان  انحنای  تانسور  ویژگی     𝑀بر  𝑔𝑝𝑘R𝑗𝑖𝑙با 
    𝑘 = R𝑗𝑖𝑙𝑝  و  ،Γ𝑗𝑖

𝑘    ضرایب بر 

روی   𝑖𝜕𝑗��∇با    𝑀کریستوفل  = Γ𝑖𝑗
𝑘𝜕𝑘    و∇𝑢𝜕𝑖 = Γ𝑜𝑖

𝑘 𝜕𝑘   می برداری  دلالت  میدان  این،  بر  افزون  و  کنند 

اـری  𝜉 ت  ـــــــــور ص   به   𝜉    ساختـــــــــ = 𝜌𝑢ℎ = �̃�0 = 𝜌𝑢𝑜(𝜕𝑜)
ℎ   شود. تعریف می   

 

 تانسور ساختاری .2

,𝜑)مشتقات کوواریان ساختار   𝜉, 𝜂)   دیفرانسیل   ۀ، نقش بنیادی و مهی را در هندس∇چویتای  بر حسب التصاق لوی

روی کلاف کروی مجهز به ساختار    (0,3)از نوع    𝐹    2کند. در اینجا، تانسور ساختاری منیفلدهای تقریباً مرتبط ایفا می 

,T1𝑀,𝜑)مرتبط -تقریباً ب 𝜉, 𝜂, �̇�) کنیم. را به قرار زیر تعریف می 

 واسۀ رابطۀکه به  𝐹تانسور  ساختاری   [(.15)] . 1.2تعریف

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = �̇�((∇̇𝑥𝜑)𝑦, 𝑧),  (10)  

 باشد:  های ذیل میشود، واجد ویژگیتعریف می 

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝐹(𝑥, 𝑧, 𝑦) = 𝐹(𝑥, 𝜑𝑦, 𝜑𝑧) + 𝜂(𝑦)𝐹(𝑥, 𝜉, 𝑧) + 𝜂(𝑧)𝐹(𝑥, 𝑦, 𝜉), (11)  

�̇�(∇̇𝑥𝜉, 𝑦) = 𝐹(𝑥, 𝜑𝑦, 𝜉).  (12)  

 شوند.  وابسته می 𝐹سه تساوی ذیل به تانسور ساختاری  به واسطۀهای زیر فرمی-1براین، علاوه 

𝜃(𝑧) = �̇�𝑖𝑗𝐹(�̃�𝑖 , �̃�𝑗 , 𝑧),        𝜃
∗(𝑧) = �̇�𝑖𝑗𝐹(�̃�𝑖 , 𝜑�̃�𝑗 , 𝑧),         

𝜔(𝑧) = 𝐹(𝜉, 𝜉, 𝑧),  (13)  

از مقصود  مولفه�̇�𝑖𝑗که  شبه ،  طبیعی  متریک  معکوس  ماتریس  پای  �̇�ریمانی  های  به  توجه  �̃�𝑖}  ۀ  با  , 𝜉} 

(𝑖 = 1,2, … ,2𝑛),    نقطۀدر هر  𝑝 ∈ 𝑀  چویتا روی کلاف کروی مماس  التصاق لوی   ̇∇، و منظور ازT1𝑀   باشد.  می

نامیم تانسور ساختاری می   3های اساسی لفه ؤهای تانسور ساختاری را که در حالت کلی ناصفر هستند، مآن دسته از مولفه 

 دهیم. زیر را اِرائه می ۀو در باب آنها، گزار

 
2 Lie bracket operator 
1 Structural tensor 
2 Essential coefficients 
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 باشند.  می زیربه فرم  𝐹های اساسی تانسور ساختاری لفهؤم . 1.2 ۀگزار

 𝐹(𝛿𝑖 , 𝛿𝑗 , �̃�𝑡
𝑇) = 𝑎R(𝜕𝑡 , 𝜕𝑗 , 𝜕𝑖 , 𝑢),        𝐹(𝛿𝑖 , �̃�𝑗

𝑇 , 𝜉) = 𝑎R(𝜕𝑖 , 𝑢, 𝜕𝑗 , 𝑢),  

𝐹(�̃�𝑖  ۀ در بدو امر، به محاسب  .اثبات
𝑇 , �̃�𝑗

𝑇 , �̃�𝑡
𝑇)  لفه برابر با صفر است )و در ؤدهیم که این مپردازیم و نشان می می

 آید.  دست می ه زیر ب رابطۀ، 1.3اساسی تانسور ساختاری باشد(. با در نظر گرفتن تعریف  ۀلفؤتواند یک منتیجه نمی 

𝐹(�̃�𝑖
𝑇 , �̃�𝑗

𝑇 , �̃�𝑡
𝑇) = −�̇� (∇̇�̃�𝑖

𝑇𝛿𝑗 , �̃�𝑡
𝑇) + �̇� (∇̇�̃�𝑖

𝑇�̃�𝑗
𝑇 , 𝛿𝑡).  (14)  

 رابطۀ 1گیری از فرمول کوزول با بهره 

 (15) 

�̇�(∇̇�̃�𝑖
𝑇𝛿𝑗 , �̃�𝑡

𝑇) =
1

2
{�̇�([�̃�𝑖

𝑇 , 𝛿𝑗], �̃�𝑡
𝑇) + �̇�([�̃�𝑡

𝑇 , �̃�𝑖
𝑇], 𝛿𝑗) − �̇�([𝛿𝑗 , �̃�𝑡

𝑇], �̃�𝑖
𝑇) +

𝛿𝑗�̇�(�̃�𝑖
𝑇 , �̃�𝑡

𝑇)} {�̇�(−Γ𝑖𝑗
𝑘�̃�𝑘

𝑇 , �̃�𝑡
𝑇) − �̇�(Γ𝑡𝑗

𝑘 �̃�𝑘
𝑇 , �̃�𝑖

𝑇)} = −1/2    

 آوریم. زیر را به دست می  رابطۀو نیز 

 (16) 
 �̇�(∇̇�̃�𝑖

𝑇�̃�𝑗
𝑇 , 𝛿𝑡) =

1

2
{�̇�([�̃�𝑖

𝑇 , �̃�𝑗
𝑇], 𝛿𝑡) + �̇�([𝛿𝑡 , �̃�𝑖

𝑇], �̃�𝑗
𝑇) − �̇�([�̃�𝑗

𝑇 , 𝛿𝑡], �̃�𝑖
𝑇) −

𝛿𝑡�̇�(�̃�𝑖
𝑇 , �̃�𝑗

𝑇)} =
1

2
{�̇�(Γ𝑖𝑡

𝑘�̃�𝑘
𝑇 , �̃�𝑗

𝑇) − �̇�(−Γ𝑗𝑡
𝑘�̃�𝑘

𝑇 , �̃�𝑖
𝑇)} = 0.                                                 

𝐹(�̃�𝑖 رابطۀ(، 14( در )16( و )15اینک با جایگذاری )
𝑇 , �̃�𝑗

𝑇 , �̃�𝑡
𝑇) =  آید.به دست می  0

𝐹(𝛿𝑖  ۀ اکنون به محاسب  , �̃�𝑗
𝑇 , 𝜉)   را به دست    زیر   رابطۀ و نیز استفاده از فرمول کوزول،    1.3پردازیم. با توجه به تعریف  می

 آوریم.  می 

𝐹(𝛿𝑖 , �̃�𝑗
𝑇 , 𝜉) = �̇�(∇̇�̃�𝑖𝜉, 𝛿𝑗) 

=
1

2
{�̇�([𝛿𝑖 , 𝜉], 𝛿𝑗) + �̇�([𝛿𝑗 , 𝛿𝑖], 𝜉) − �̇�([𝜉, 𝛿𝑗], 𝛿𝑖) + 𝛿𝑖�̇�(𝜉, 𝛿𝑗) + 𝜉�̇�(𝛿𝑖 , 𝛿𝑗) − 𝛿𝑗�̇�(𝜉, 𝛿𝑖)} 

=
1

2
{�̇�([𝛿𝑖 , 𝜉], 𝛿𝑗) − �̇�([𝜉, 𝛿𝑗], 𝛿𝑖)} =

1

2
{�̇�(𝑢𝑟R𝑜𝑖𝑟

    𝑘𝜕𝑘
𝑇 , 𝛿𝑗) − �̇�(𝑢

𝑟R𝑗𝑢𝑟
    𝑘𝜕𝑘

𝑇 , 𝛿𝑖)} 

=
1

2
{𝑎R(𝑢, 𝜕𝑖 , 𝑢, 𝜕𝑗) − 𝑎R(𝜕𝑗 , 𝑢, 𝜕𝑖 , 𝑢)} = 𝑎R(𝜕𝑖 , 𝑢, 𝜕𝑗 , 𝑢),  

𝐹(𝛿𝑖بنابراین   , �̃�𝑗
𝑇 , 𝜉) = 𝑎R(𝜕𝑖 , 𝑢, 𝜕𝑗 , 𝑢) های اساسی تانسور ساختاری  لفه ؤتوان سایر م. به طریق مشابه، می𝐹   را

 نیز محاسبه نمود.  

مرتبط    -، روی کلاف کروی مجهز به ساختار تقریباً ب𝐹های وابسته به تانسور ساختاری  فرمیهای یکلفه ؤم  .2.1لم  

(T1𝑀,𝜑, 𝜉, 𝜂, �̇�) باشند.  ، به شرح زیر می 

 
3 Koszul 
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𝜃(𝛿𝑖) = −Ric(𝜕𝑖 , 𝑢),

𝜃∗(𝛿𝑖) = 0,

𝜔(𝛿𝑖) = 0,

                

𝜃(�̃�𝑖
𝑇) = 0,

𝜃∗(�̃�𝑖
𝑇) = −Ric(𝜕𝑖 , 𝑢),

𝜔(�̃�𝑖
𝑇) = 0,

                

𝜃(𝜉) = −Ric(𝑢, 𝑢),

𝜃∗(𝜉) = 0,

𝜔(𝜉) = 0,

 

 کند.   دلالت می 𝑀بر تانسور انحنای ریچی روی  Ricجا نماد که در این

 شود.  زیر حاصل می  رابطۀ( 13، اتحاد بیانچی و )2.3 ۀگیری از گزاربا بهره   .اثبات

 𝜃(𝛿𝑡) = �̇�
𝑏𝑐𝐹(𝑒𝑏 , 𝑒𝑐 , 𝛿𝑡) =

1

𝑎
𝑔𝑏𝑐𝐹(𝛿𝑏 , �̃�𝑐

𝑇 , 𝛿𝑡) +
1

𝑎
𝑔𝑏𝑐𝐹(�̃�𝑏

𝑇 , 𝛿𝑐 , 𝛿𝑡) 

   =
1

𝑎
𝑔𝑏𝑐{𝑎R(𝜕𝑐 , 𝜕𝑡 , 𝜕𝑏, 𝑢)} = −

1

𝑎
𝑔𝑏𝑐{𝑎R(𝜕𝑏, 𝑢, 𝜕𝑡 , 𝜕𝑐)} = −Ric(𝑢, 𝜕𝑡),       

 آید.  به دست می  ریز  رابطۀهمچنین، به طریق مشابه 

𝜃∗(𝜉) = �̇�𝑏𝑐𝐹(𝑒𝑏 , 𝜑𝑒𝑐 , 𝜉) = −
1

𝑎
𝑔𝑏𝑐𝐹(𝛿𝑏 , 𝛿𝑐 , 𝜉) +

1

𝑎
𝑔𝑏𝑐𝐹(�̃�𝑏

𝑇 , �̃�𝑐
𝑇 , 𝜉) = 0. 

 . کردهای وابسته به تانسور ساختاری را اثبات فرمیهای یکلفهؤتوان درستی سایر معادلات ممشابه می ۀبه شیو 
 

 بندی کلاف کروی هرد .3

بندی رده ارِائه شده است. این    𝐹مرتبط بر اساس تانسور ساختاری   -ای برای منیفلدهای تقریباً ببندی ه[، رد15در ]

,ℱ1بنیادی    ردهشامل یازده   … , ℱ11  ی  ویژه  رده  شان،است و اشتراکℱ0   شرط    واسطۀه  است که ب𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0 

مرتبط روی آنها    -باشد که ساختار تقریباً بمربوط به آن منیفلدهایی می  رده  ℱ0شود. به دیگر سخن،  مشخص می 

𝜑∇موازی باشد، یعنی،   ∇نسبت به التصاق   = ∇𝜉 = ∇𝜂 = ∇�̇� = بندی  هبندی، که آن را به اختصار ردرده. این  0

 شود.  مشخص می  زیرنامیم توسط روابط بسته می هم

ℱ1: 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
1

2𝑛
{�̇�(𝑥, 𝜑𝑦)𝜃(𝜑𝑧) + �̇�(𝜑𝑥, 𝜑𝑦)𝜃(𝜑2𝑧) 

                                                                    +�̇�(𝑥, 𝜑𝑧)𝜃(𝜑𝑦) + �̇�(𝜑𝑥, 𝜑𝑧)𝜃(𝜑2𝑦)}; 
ℱ2: 𝐹(𝜉, 𝑦, 𝑧) = 𝐹(𝑥, 𝜉, 𝑧) = 0,    𝔖

𝑥,𝑦,𝑧
𝐹(𝑥, 𝑦, 𝜑𝑧) = 0,    𝜃 = 0; 

ℱ3: 𝐹(𝜉, 𝑦, 𝑧) = 𝐹(𝑥, 𝜉, 𝑧) = 0,    𝔖
𝑥,𝑦,𝑧

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0; 

ℱ4: 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −
𝜃(𝜉)

2𝑛
{�̇�(𝜑𝑥, 𝜑𝑦)𝜂(𝑧) + �̇�(𝜑𝑥, 𝜑𝑧)𝜂(𝑦)}; 

ℱ5: 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −
𝜃∗(𝜉)

2𝑛
{�̇�(𝑥, 𝜑𝑦)𝜂(𝑧) + �̇�(𝑥, 𝜑𝑧)𝜂(𝑦)}; 

ℱ6/7: {
𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝜉)𝜂(𝑧) + 𝐹(𝑥, 𝑧, 𝜉)𝜂(𝑦),

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝜉) = ±𝐹(𝑦, 𝑥, 𝜉) = −𝐹(𝜑𝑥, 𝜑𝑦, 𝜉), 𝜃 = 𝜃∗ = 0;  

ℱ8/9: {
𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝜉)𝜂(𝑧) + 𝐹(𝑥, 𝑧, 𝜉)𝜂(𝑦),

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝜉) = ±𝐹(𝑦, 𝑥, 𝜉) = +𝐹(𝜑𝑥, 𝜑𝑦, 𝜉);  

ℱ10: 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝐹(𝜉, 𝜑𝑦, 𝜑𝑧)𝜂(𝑥); 
ℱ11: 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝜂(𝑥){𝜂(𝑦)𝜔(𝑧) + 𝜂(𝑧)𝜔(𝑦)}; 
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 بندی چرخشی سه اِلمان است. نمادی برای جمع 𝔖که در این روابط، 

,T1𝑀,𝜑)روی   𝐹های اساسی تانسور ساختاری لفهؤم .1.3 ۀگزار 𝜉, 𝜂, �̇�)  کنند.    صدق می  زیردر روابط 

   (1  𝐹(𝛿𝑖 , 𝛿𝑗 , �̃�𝑡
𝑇) ∈ ℱ1;  

   (2 𝐹(𝛿𝑖 , �̃�𝑗
𝑇 , 𝜉) ∈ ℱ4.  

گزار   . اثبات  از  استفاده  می   2.3  ۀ با  حاصل  نتیجه  این  طولانی،  اما  دشوار  چندان  نه  محاسباتی  انجام  که    شود و 

𝐹(𝛿𝑖 , 𝛿𝑗 , �̃�𝑡
𝑇) = 𝑎R(𝜕𝑡 , 𝜕𝑗 , 𝜕𝑖 , 𝑢)  اکنون با جایگذاری .𝐹(𝛿𝑖 , 𝛿𝑗 , �̃�𝑡

𝑇)    رده  در شرط  ℱ1   محاسبات،    و پس از انجام

𝐹1(𝛿𝑖شود که  این نتیجه حاصل می  , 𝛿𝑗 , �̃�𝑡
𝑇) =

1

2𝑛
{𝑎𝑔𝑖𝑗Ric(𝑢, 𝜕𝑡) − 𝑎𝑔𝑖𝑡Ric(𝑢, 𝜕𝑗)} .    بنابراین𝐹(𝛿𝑖 , 𝛿𝑗 , �̃�𝑡

𝑇)  

𝑎R(𝜕𝑡اگر و تنها اگر    متعلق است،   ℱ1  رده   به  , 𝜕𝑗 , 𝜕𝑖 , 𝑢) =
1

2𝑛
{𝑎𝑔𝑖𝑗Ric(𝑢, 𝜕𝑡) − 𝑎𝑔𝑖𝑡Ric(𝑢, 𝜕𝑗)}  درستی آیتم .

 دوم نیز به ترتیب مشابه قابل اثبات است.  

,𝑀)فرض کنیم    [(.  15) ] .  1.3ملاحظه   𝜑, 𝜂, 𝜉, 𝑔)   فضای    ۀ مرتبط باشد. با تجزی   - یک منیفلد مجهز به ساختار تقریباً ب

ℱ را    مرتبط   - منیفلد تقریباً ب واقع، یک    . در شود مرتبط تعریف    - هایی از منیفلد تقریباً ب رده ، این امکان وجود دارد که زیر

ℱ𝑖 (𝑖   ۀ رد متعلق به   = 1,…   ۀ تعلق داشته باشد. به شیو   ℱ𝑖  رده به    𝐹های تانسور ساختاری  لفه ؤ نامیم، هرگاه م می (11,

های قابل تصور برای منیفلدهای  رده را نیز تعریف کرد. واضح است که شمار    ℱ𝑖⊕ℱ𝑗هایی به فرم  رده  توان  مشابه می 

 است.    211مرتبط برابر با    - تقریباً ب 

روی کلاف   𝐹اساسی تانسور ساختاری    ۀ لفؤای در باب دو مبه بیان قضیه   2.4و توجه     1.4  ۀاکنون، با استفاده از گزار

 پردازیم.  کروی می

,𝑀)فرض کنیم    .3.1قضیه   𝑔)  مرتبط برآمده از  -یک منیفلد ریمانی باشد و کلاف کروی مجهز به ساختار تقریباً ب

,T1𝑀,𝜑)متریک طبیعی روی آن را با   𝜉, 𝜂, �̇�)   ی اساسی تانسور ساختاری  دهیم. دو مولفهنشان می𝐹   روی کلاف

 دهیم، تعلق دارد.  ن مینشا 𝒰1که آن را به اختصار با   ℱ1⊕ℱ4  ردهکروی تحت شروطی بر حسب تانسور انحنا، به 

 .  شود، درستی مدعای این قضیه اثبات می1.4ی گیری از گزارهبا بهره   .اثبات

𝑛)یک منیفلد   𝑀فرض کنیم     .2.3ۀ  گزار + ,T1𝑀,𝜑)بعدی ریمانی و  -(1 𝜉, 𝜂, �̇�)    کلاف کروی مماس مجهز

 تعلق دارند.    ℱ11و  ℱ10و  ℱ5های رده به  𝐹های صفر تانسور ساختاری مولفه  همۀمرتبط باشد.  -به ساختار تقریبا ب

 گذارد. ی مستقیم بر درستی این قضیه صحه می محاسبه   .اثبات

انتخاب دلخواهی از اعضای این    𝜎کنیم که  دهیم و فرض می نشان می   𝒰2را به اختصار با    ℱ5⊕ℱ10⊕ℱ11  ۀ رد اکنون،  

 پردازیم. اصلی این مقاله می ۀ  به بیان قضی   4.4و    3.4و غیره(. با استفاده از قضایای    ℱ11یا    ℱ5⊕ℱ11یا    ℱ10  باشد )مثلًا رده  
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𝑛)یک منیفلد    𝑀فرض کنیم    کلاف کروی[    رده بندی].  2.3  ۀقضی + ,T1𝑀,𝜑)بعدی ریمانی و  -(1 𝜉, 𝜂, �̇�) 

 مرتبط باشد. در این صورت-کلاف کروی مماس مجهز به ساختار تقریبا ب

1)    (𝑇1𝑀,𝜑, 𝜉, 𝜂, �̇�) ∈ 𝒰1⊕𝜎 ⟺ 

R(𝜕𝑡 , 𝜕𝑗 , 𝜕𝑖 , 𝑢) =
1

2𝑛
{𝑔𝑖𝑗Ric(𝑢, 𝜕𝑡) − 𝑔𝑖𝑡Ric(𝑢, 𝜕𝑗)}, 

 R(𝜕𝑖 , 𝑢, 𝜕𝑗 , 𝑢) =
1

2𝑛
{𝑔𝑖𝑗Ric(𝑢, 𝑢)}; 

2)   (𝑇1𝑀,𝜑, 𝜉, 𝜂, �̇�) ∈ ℱ1⊕𝜎 ⟺ 

R(𝜕𝑡 , 𝜕𝑗 , 𝜕𝑖 , 𝑢) =
1

2𝑛
{𝑔𝑖𝑗Ric(𝑢, 𝜕𝑡) − 𝑔𝑖𝑡Ric(𝑢, 𝜕𝑗)},    R(𝜕𝑖 , 𝑢, 𝜕𝑗 , 𝑢) = 0; 

3)   (𝑇1𝑀,𝜑, 𝜉, 𝜂, �̇�) ∈ ℱ2⊕𝜎 ⟺ R(𝜕𝑖 , 𝑢, 𝜕𝑗 , 𝑢) = 0,    R(𝜕𝑖 , 𝜕𝑗 , 𝜕𝑡 , 𝑢) = 0; 

4)   (𝑇1𝑀,𝜑, 𝜉, 𝜂, �̇�) ∈ ℱ3⊕𝜎 ⟺  

R(𝜕𝑡 , 𝜕𝑗 , 𝑢, 𝜕𝑖) + R(𝜕𝑡 , 𝜕𝑖 , 𝑢, 𝜕𝑗) = 0,    R(𝜕𝑖 , 𝑢, 𝜕𝑗 , 𝑢) = 0; 

5)   (𝑇1𝑀,𝜑, 𝜉, 𝜂, �̇�) ∈ ℱ4⊕𝜎 ⟺  

R(𝜕𝑖 , 𝑢, 𝜕𝑗 , 𝑢) =
1

2𝑛
{𝑔𝑖𝑗Ric(𝑢, 𝑢)},    R(𝜕𝑖 , 𝑢, 𝜕𝑗 , 𝑢) = 0; 

6)  (𝑇1𝑀,𝜑, 𝜉, 𝜂, �̇�) ∈ ℱ6/…/9⊕𝜎 ⟺ R(𝜕𝑖 , 𝑢, 𝜕𝑗 , 𝑢) = 0,    R(𝜕𝑖 , 𝜕𝑗 , 𝜕𝑡 , 𝑢) = 0. 

تحت شرایطی    𝐹اساسی تانسور ساختاری    ۀلفؤدو م  3.4ی  پردازیم. بنابر گزاره ما تنها به اثبات اولین گزاره می   . اثبات  

انحنا، شرایط   تانسور  بر  𝒰1  ۀردبر حسب  بنابر گزاره ورده میآرا  تانسور  لفه ؤم  همۀ  4.4ی  کند. همچنین  های صفر 

های تانسور باشد. در نتیجه، مولفه می   𝒰2  ردهگزینش دلخواهی از اعضای    𝜎تعلق دارند که    𝜎  ۀرد به    𝐹ساختاری  

 کند. متعلق هستند و این اثبات آیتم را کامل می  𝒰1⊕𝜎 رده به  𝐹ساختاری 

شرایطی بر اساس   ه در این بخش به اِرائ  :کلاف کروی تحت شروطی بر حسب تانسورهای انحنا  بندیرده  1.3

تواند می  𝐹های تانسور ساختاری  لفه ؤورزیم، که با برقراری این شروط، متانسورهای انحنا روی منیفلد پایه مبادرت می 

مرتبط تعلق داشته باشد. در جهت نیل   -بسته برای منیفلدهای تقریباً بهم   بندی ردهگانه از  یازده  های ردهبه هر یک از  

 دهیم.  زیر را ارِائه می  ۀبه این مقصود، قضی

𝑛)یک منیفلد ریمانی    Mفرض کنیم     .1.3قضیه   + ,𝑇1𝑀,𝜑)بعدی و  -(1 𝜉, 𝜂, �̇�)   کلاف کروی مجهز به ساختار

 مرتبط باشد. در این صورت  -تقریبا ب

     (1  (𝑇1𝑀,𝜑, 𝜉, 𝜂, �̇�) ∈ ℱ1 ⟺  

 R(𝜕𝑡 , 𝜕𝑗 , 𝜕𝑖 , 𝑢) =
1

2𝑛
{𝑔𝑖𝑗Ric(𝑢, 𝜕𝑡) − 𝑔𝑖𝑡Ric(𝑢, 𝜕𝑗)}, Ric(𝑢, 𝜕𝑗), R(𝜕𝑖 , 𝑢, 𝜕𝑗 , 𝑢) = 0; 

    (2 (𝑇1𝑀,𝜑, 𝜉, 𝜂, �̇�) ∈ ℱ2 ⟺ R(𝜕𝑖 , 𝑢, 𝜕𝑗 , 𝑢) = 0,        R(𝜕𝑖 , 𝜕𝑗 , 𝜕𝑡 , 𝑢) = 0;  

    (3 (𝑇1𝑀,𝜑, 𝜉, 𝜂, �̇�) ∈ ℱ3 ⟺ R(𝜕𝑡 , 𝜕𝑗 , 𝑢, 𝜕𝑖) + R(𝜕𝑡 , 𝜕𝑖 , 𝑢, 𝜕𝑗) = 0, R(𝜕𝑖 , 𝑢, 𝜕𝑗 , 𝑢) = 0;  

     (4  (𝑇1𝑀,𝜑, 𝜉, 𝜂, �̇�) ∈ ℱ4 ⟺  

R(𝜕𝑖 , 𝑢, 𝜕𝑗 , 𝑢) =
1

2𝑛
{𝑔𝑖𝑗Ric(𝑢, 𝑢)},    R(𝜕𝑡 , 𝜕𝑗 , 𝑢, 𝜕𝑖) = 0,    Ric(𝑢, 𝑢) = 0; 

     (5  (𝑇1𝑀,𝜑, 𝜉, 𝜂, �̇�) ∈ ℱ5 ⟺ R(𝜕𝑖 , 𝑢, 𝜕𝑗 , 𝑢) = 0,    R(𝜕𝑡 , 𝜕𝑗 , 𝜕𝑖 , 𝑢) = 0;  

     (6 (𝑇1𝑀,𝜑, 𝜉, 𝜂, �̇�) ∈ ℱ6/…/9 ⟺ R(𝜕𝑖 , 𝑢, 𝜕𝑗 , 𝑢) = 0,    R(𝜕𝑡 , 𝜕𝑗 , 𝜕𝑖 , 𝑢) = 0;  

     (7  (𝑇1𝑀,𝜑, 𝜉, 𝜂, �̇�) ∈ ℱ10/11 ⟺ R(𝜕𝑖 , 𝑢, 𝜕𝑗 , 𝑢) = 0,    R(𝜕𝑡 , 𝜕𝑗 , 𝜕𝑖 , 𝑢) = 0.  
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 روابط زیر را داریم.  5.4 ۀبا استفاده از گزار  .اثبات

کنیم. محاسبات اول را برای آنها بررسی می  ۀردرا در نظر گرفته و شرایط    𝐹های صفر تانسور اساسی  لفهؤ. در ابتدا م1    

می  که  نشان  𝐹(�̃�𝑖دهد 
𝑇 , �̃�𝑗

𝑇�̃�𝑡
𝑇) = می   ردهشرط    0 براورده  را  اگر  اول  تنها  و  اگر  ,Ric(𝑢کند،  𝜕𝑗) = سایر  0  .

در  لفه ؤم هیچ شرطی  بدون  ساختاری  تانسور  صفر  می  ℱ1  ۀردهای  مصدق  به  اکنون  تانسور  لفه ؤکند.  اساسی  های 

می  بناساختاری  گزار  پردازیم.  𝐹(𝛿𝑖  ۀلفــــؤم  5.4  ۀبر  , 𝛿𝑗 , �̃�𝑡
𝑇)    ردهبه  ℱ1   اگر تنها  و  اگر  است  متعلق 

R(𝜕𝑡 , 𝜕𝑗 , 𝜕𝑖 , 𝑢) =
1

2𝑛
{𝑔𝑖𝑗Ric(𝑢, 𝜕𝑡) − 𝑔𝑖𝑡Ric(𝑢, 𝜕𝑗)}محاسب همچنین  می   ۀ.  نشان  که  مستقیم  دهد 

𝐹(𝛿𝑖 , �̃�𝑗
𝑇 , 𝜉)  اول تعلق دارد اگر و تنها اگر  ۀردبهR(𝜕𝑖 , 𝑢, 𝜕𝑗 , 𝑢) =  .  شود. بنابراین ادعای این آیتم اثبات می0

اساسی تانسور ساختاری   ۀلفؤدهد که دو مدهیم. محاسبات نشان میرا مد نظر قرار می   𝐹اساسی    ۀلفؤ. در ابتدا دو م2    

𝐹    ۀردبه  ℱ2    تعلق دارند  اگر و تنها  اگرR(𝜕𝑖 , 𝑢, 𝜕𝑗 , 𝑢) = R(𝜕𝑖و    0 , 𝜕𝑗 , 𝜕𝑡 , 𝑢) = های لفه ؤم  ۀبارر. اکنون د0

𝐹(�̃�𝑖های  لفه ؤشود که مصفر تانسور ساختاری، با انجام محاسبات این نتیجه حاصل می 
𝑇 , �̃�𝑗

𝑇 , 𝛿𝑡)    و𝐹(𝜉, 𝛿𝑖 , 𝛿𝑘) 

R(𝜕𝑖کند، اگر و تنها اگر  ورده می آرا بر  ℱ2  ۀردشرط   , 𝑢, 𝜕𝑗 , 𝑢) = R(𝜕𝑖و    0 , 𝜕𝑗 , 𝜕𝑡 , 𝑢) = های صفر، لفه ؤ. سایر م0

 دوم متعلق هستند.   ۀردبدون هیچ شرطی به 

سازند، اگر و تنها اگر ورده می آ را بر  ℱ3  رده  𝐹ناصفر    ۀلفؤکه دو م  شود. با انجام محاسبات، این نتیجه حاصل می 3    

R(𝜕𝑡 , 𝜕𝑗 , 𝑢, 𝜕𝑖) + R(𝜕𝑡 , 𝜕𝑖 , 𝑢, 𝜕𝑗) = R(𝜕𝑖و    0 , 𝑢, 𝜕𝑗 , 𝑢) = ,𝐹(𝜉. همچنین،  0 𝛿𝑖 , �̃�𝑗
𝑇)    و𝐹(�̃�𝑖

𝑇 , 𝛿𝑖 , 𝜉) 

R(𝜕𝑖تعلق دارند اگر و تنها اگر    ℱ3  ۀردبه   , 𝑢, 𝜕𝑗 , 𝑢) = های صفر تانسور ساختاری بدون هیچ شرطی  لفه ؤ. سایر م0

 تعلق دارند. ردهبه این 

𝐹(𝛿𝑖دهد که نشان می   5.4 ۀ. نگاهی اجمالی به گزار4     , �̃�𝑗
𝑇 , 𝜉)  ۀردشرط  ℱ4 سازد، اگر و تنها اگر  ورده می آرا بر

R(𝜕𝑖 , 𝑢, 𝜕𝑗 , 𝑢) =
1

2𝑛
{𝑔𝑖𝑗Ric(𝑢, 𝑢)}  همچنین  .𝐹(𝛿𝑖 , 𝛿𝑗 , 𝜕𝑡

𝑇)    تعلق  ۀردبه اگر    مذکور  تنها  و  اگر  دارد، 

R(𝜕𝑡 , 𝜕𝑗 , 𝑢, 𝜕𝑖) = 𝐹(�̃�𝑖ی  توان نشان داد که مولفه های صفر تانسور ساختاری، می ی مولفه . درباره 0
𝑇 , 𝛿𝑗 , 𝜉)    به

ℱ4    متعلق است، اگر و تنها اگرRic(𝑢, 𝑢) = های صفر تانسور ساختاری بدون هیچ شرطی به این  و سایر مولفه   0

 باشند.  متعلق می  رده

𝜃∗(𝜉)این واقعیت که    ℱ5  ۀرد. در مورد  5     =   ردهبه    𝐹اساسی تانسور ساختاری    ۀ لفؤدهد که دو منتیجه می   0

ℱ5    تعلق دارند، اگر و تنها اگر برابر با صفر شوند، یعنیR(𝜕𝑖 , 𝑢, 𝜕𝑗 , 𝑢) = R(𝜕𝑡و    0 , 𝜕𝑗 , 𝜕𝑖 , 𝑢) = وضوح  ه  . ب0

 باشند. متعلق می  ردههای صفر تانسور ساختاری نیز به این لفه ؤم همۀ

R(𝜕𝑡ها تعلق دارند اگر و تنها اگر  رده به این    𝐹اساسی    ۀلفؤدهد که دو منشان می   . محاسبه 6     , 𝜕𝑗 , 𝜕𝑖 , 𝑢) = و   0

R(𝜕𝑖 , 𝑢, 𝜕𝑗 , 𝑢) = 𝐹(�̃�𝑖. همچنین  0
𝑇 , 𝛿𝑗 , 𝜉)  کند، اگر و  ورده میآها را برردهصفر، شرایط این    ۀلفؤبه عنوان یک م

R(𝜕𝑖تنها اگر   , 𝑢, 𝜕𝑗 , 𝑢) =  شود.  . بنابراین ادعای ما اثبات می0

اساسی    ۀ لفؤکنند. همچنین دو مورده می آرا بر  ℱ11و    ℱ10  ۀردشرایط    𝐹های صفر تانسور ساختاری  لفه ؤم  همۀ.  7    

R(𝜕𝑖کنند اگر و تنها اگر  ها صدق می رده تانسور ساختاری، در این   , 𝑢, 𝜕𝑗 , 𝑢) = R(𝜕𝑡و    0 , 𝜕𝑗 , 𝜕𝑖 , 𝑢) = ، که  0

 کند. اثبات قضیه را کامل می 
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به قضیℱ1⊕…⊕ℱ11  ۀتجزی   .1.3ملاحظه   استناد  با  ]  3  ۀ،  بنابراین،  15از  و  متعامد است  اشتراکات    همۀ[، 

ℱ𝑖یابد. به عبارت دیگر،  تقلیل می  ℱ0  ۀردها، به ردهدوی این بهدو ∩ ℱ𝑗 = ℱ0 . (𝑖, 𝑗 = 1,… ,11, 𝑖 ≠ 𝑗) 

که تحت برقراری یک شرط بر اساس تانسور انحنا، کلاف    شوداین نتیجه حاصل می   5.4  ۀبا استناد به قضی  .1.3  ۀنتیج

,T1𝑀,𝜑)مرتبط    -کروی مماس مجهز به ساختار تقریباً ب 𝜉, 𝜂, �̇�)    بسته تعلق پیدا هم   بندی ردهاز    ردهبه هشت

 کند.  می 

,T1𝑀,𝜑)یک منیفلد ریمانی تخت و    𝑀فرض کنیم  .  2.4  ۀنتیج 𝜉, 𝜂, �̇�)    به ساختار کلاف کروی مماس مجهز 

برابر با صفر هستند و بنابراین،    𝐹های اساسی تانسور ساختاری  ، تمام مولفه2.3  ۀگزار  به واسطۀ مرتبط باشد.    -تقریباً ب

,T1𝑀,𝜑)کلاف کروی مماس  𝜉, 𝜂, �̇�)  ۀردبه  ℱ0  یابد. تعلق می 
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