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 چکیده

–این مقالهدر  𝑝 برای  را استهای آن یک گروه فرادوری که گروه خودریختی گروهای متناهی𝑝 بندی  های فرد رده

– های یک که گروه خودریختیکنیم  شر ط لازم و کافی برای اینکنیم و به طور خاص ثابت میمی 𝑝 گروه متناهی مانند

𝐺  که  فرادوری شود آن است𝐺   ۀیک گروه دوری از مرتب 𝑝𝑛 .باشد 

–خودریختی، گروه فرادوری و گروه  :های کلیدیواژه              𝑝متناهی گروه 

 

 مقدمه

 های یک گروه متناهی باشند بهتوانند به صورت گروه خودریختیهای متناهی که مینتایج بسیار زیادی در مورد گروه

اشاره کرد.  علاوه بر این تلاش های فراوانی برای  [ 00[ و ]5[ ، ]0] توان  به مراجعمیبه عنوان مثال  دست آمده است،

توان برای باشند انجام شده است که میگروه می 𝑝−های آنها مشخص کردن گروههای متناهی که گروههای خودریختی

های متناهی وجود دارد به طوری که گروه های فراوانی ازهمچنین مثال[ مراجعه نمود. 8[ و ]7[ ، ]0] نمونه به مقالات

های تواند گروهها میاز این گروه ترین مثالهای یک گروه باشند. سادهتوانند به صورت گروه خودریختیها نمیگروه این

 توانی از یک عدد اول فرد باشد.  ۀدوری از مرتب

مینیمال را متناهی با گروه خودریختی ناآبلی گروه  𝑝−بندیله ردهأمس 158  oblem[1, research pr[(ii) برکویچ  

   0را یک گروه فرادوری 𝐺له را اعلام کردند. گروه أشرط لازم و کافی برای این مس [9]مطرح کرد. نویسندگان مقاله 

به طوری که گروه خارج قسمتی باشد  𝑁مانند  گروه نرمال دوریگویند در صورتی که دارای یک زیر
𝐺

𝑁
 .نیز دوری باشد   

به   𝑝باشد. در این مقاله برای اعداد اول فرد  𝐺های گروه بیان کننده گروه خودریختی 𝐴𝑢𝑡(𝐺)به علاوه فرض کنیم 

شرط لازم و  کنیمیک گروه فرادوری باشد و ثابت می 𝐴𝑢𝑡(𝐺)که پردازیم می  𝐺های متناهی مانندگروه 𝑝−بندی رده

گروهی دوری از 𝐺 فرادوری باشد آن است که 𝐺 متناهی گروه  𝑝−های یک روه خودریختیگ که کافی برای این

 .(8.2 ۀباشد )قضی 𝑝𝑛ۀمرتب

                                                           

       نویسندۀ مسئولs_fouladi@khu.ac.ir 
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 را با نماد   𝐺های مرکزی گروهشود. گروه خودریختیمی[ استفاده 0در این مقاله از نمادهاو قراردادهای مرجع ]

𝐴𝑢𝑡𝑐 (𝐺) اثر خودریختی  و𝛼  روی عضو𝑥 را با نماد𝑥𝛼   تمام اعضایی از  ۀمجموع دهیم.مینشان𝐴𝑢𝑡𝑐  (𝐺)  که

AutZ  دارد را با نمادمیمرکز گروه را نقطه به نقطه ثابت نگه 
Z (G)  دهیم. همچنین فرض کنید مینشانN  زیرگروهی

 کنیم:میرا به صورت زیر تعریف  AutN(G) باشد نماد    Gمشخص از

AutN(G) = { α ∈ Aut(G) | g−1  gα ∈  N, ∀ g ∈ G } 

Φ. اگر است Aut(G)زیرگروه نرمال   AutN(G)شود که به سهولت دیده می = Φ(G)  بیان کننده زیرگروه فراتینی

 شود.میAut(G    (گروه نرمال زیرگروهp− یک  [Satz III. 3.17 ,10] با توجه Autϕ(G)  باشد، Gگروه 

 

 . پیش نیازها1

 که برای نتایج اصلی این مقاله مورد نیاز است. پردازیمبنیادی و اساسی میدر این قسمت ابتدا به بیان برخی نتایج 

.                                                  .1قضیه  𝐴𝑢𝑡𝑍
𝑍 (G)   ≅ 𝐻𝑜𝑚(

𝐺

𝑍(𝐺)
, 𝑍(𝐺))  

 .مراجعه شود  [Result 1.1 ,15]یا    [Satz I. 17.1 ,10]بهبرهان: 

زیر نمایش      ۀدر قضی .های واقعی آن آبلی باشدکه تمام زیر گروهی گویند در صورت 0را ناآبلی مینیمال 𝐺گروه ناآبلی

−𝑝 توان به برای برهان می شود،های متناهی ناآبلی مینیمال بیان میگروه [1, Exercise 8a].مراجعه کرد 

 های زیر یکریخت است. با یکی از گروه  Gصورت  گروه ناآبلی مینیمال باشد در این   p−یک  G فرض کنید.  2قضیه 

i)   𝐺1 =< 𝑎, 𝑏 | 𝑎
𝑝𝑚 = 𝑏𝑝

𝑛
= 1 , 𝑎𝑏 = 𝑎1+𝑝

𝑚−1
>   𝑚 ≥ 2, 𝑛 ≥ |𝐺1|  و  1 = 𝑝𝑚+𝑛 .       

ii)   𝐺2 =< 𝑎, 𝑏 |𝑎
𝑝𝑚 = 𝑏𝑝

𝑛
= 𝑐𝑝 = 1  [𝑎, 𝑏] = 𝑐 , [𝑎, 𝑐] = [𝑏, 𝑐] = 1 > |𝐺2|   و = 𝑝𝑚+𝑛+1. 

iii)   𝐺3 = 𝑄8 .  

 :زیر را به دست آورد ۀتوان نتیجبه سهولت می 2.0 ۀهای معرفی شده در قضینمایش گروهاکنون با توجه به 

 :داریمقبل  ۀبا توجه به مفرضات قضی: 1نتیجه 

𝑍(𝐺2) =< 𝑎
𝑝 >×< 𝑏𝑝 >×< 𝑐 𝑍(𝐺1)و    . < =< 𝑎

𝑝 >×< 𝑏𝑝 > 

 نتایج اصلی. 2

–بندیفرد به ردهقدمات برای اعداد اول در این قسمت با استفاده از مطالب بیان شده در م 𝑝   گروهای متناهی

– بندی را برای . ابتدا  در لم  زیر  این ردهاست های آن یک گروه فرادوریپردازیم که گروه خودریختیمی 𝑝های گروه

 کنیم.  آبلی بیان می

                                                           
1 Minimal non-abelian group 
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–یک  𝐺 فرض کنیم   .1لم  𝑝 که  صورت شرط لازم و کافی برای این اینر د .گروه آبلی متناهی باشد𝐴𝑢𝑡(𝐺)  یک

ℤ𝑝𝑛  𝐺گروه فرادوری شود آن است که ≅. 

ℤpn Gاگر  برهان: Aut(G)گاه آن  ≅ ≅ ℤpn−1 (p−1) لذا به وضوح Aut(G)  یک گروه فرادوری است. برعکس فرض

ℤ pn1 اش به صورتهای دوریبه زیرگروه Gگروه  ۀفرادوری و تجزی  Aut(G)کنیم  × …× ℤpnr  G باشد که در  ≅

n1آن  ≥ ⋯ ≥ nr ≥ Aut(ℤ pn1) که. با توجه به این 1 × …× Aut(ℤpnr)  ↪ Aut(G)   هر زیرگروه یک گروه و

rشود که  نتیجه می است فرادوری حداکثر دو مولدی ≤ rکنیم . ادعا می2 = دارای  Gدر غیر این صورت گروه  1

G  نمایشی به صورت =< 𝑎, 𝑏 | ap
n1
= bp

n2
= [a, b] = 1  جایگذاری ۀاستفاده از قضیبا  باشد.می<

[11,Proposition 3, p.44] شود که توابع  دیده میα  ،β  وγ هایبا ضابطه 

             aα = a1+p
n1−1 ،bα = b     ،aβ = a  ،bβ = b1+p

n2−1
   ،aγ = a−1   وbγ = b−1   

|𝛼|باشند به طوری که  می Gهای گروه خودریختی = |𝛽| = 𝑝  ،|𝛾| = ,𝛼]  و  2 𝛽] = [𝛼, 𝛾] = [𝛽, 𝛾] = 1 .

𝐻دهیم قرار می =< 𝛼, 𝛽, 𝛾 𝐻شود که .  به سهولت دیده می< ≅ ℤ𝑝 × ℤ𝑝  × ℤ2که .   از این𝐻 ≤ 𝐴𝑢𝑡(𝐺) 

پس فرض خلف  استباشد بنابراین حداکثر دو مولدی است که این یک تناقض فرادوری می𝐻 گروه شود زیرنتیجه می

 دوری است.   𝐺باطل است لذا گروه 

 عدد اول فرد است. 𝑝 گروه  ناآبلی متناهی و  p−یک  Gبا توجه به لم فوق از این به بعد فرض می کنیم   تذکر:

یک گروه فرادوری باشد در این   𝐴𝑢𝑡(𝐺)گروه  نا  آبلی متناهی باشد به طوری که  𝑝−یک  𝐺 فرض کنیم  . 2لم 

 . استدوری   𝑍(𝐺)صورت 

AutZ  فرادوری است لذا Aut(G) که هر زیرگروهبا توجه به این برهان:
Z (G)   فرادوریاست، بنابراین. d(AutZ

Z (G)) ≤ 2    

 داریم: 0.0 ۀبا توجه به قضی

AutZ
Z (G)   ≅ Hom(

G

Z(G)
, Z(G)) ≅ Hom

(

 
 

G
Z(G)

     (
G
Z(G)

)
′    

 

 , Z(G)

)

 
 

 

               ≅ Hom(
G

G′Z(G)
, Z(G)).                                      (∗)  

Gناآبلی متناهی است  لذا    Gکه از  این

G′Z(G)
)d   2≤(دوری نیست،  بنابراین  

G

G′Z(G)
دوری نباشد با در  𝑍(G). اگر  

d(AutZ  دیده می شود که   (*) ۀنظر گرفتن رابط
Z (G)) ≥  .دوری است Z(G)که این یک تناقض است. بنابراین 4

یک گروه فرادوری باشد. در این   𝐴𝑢𝑡(𝐺)گروه  نا آبلی متناهی باشد به طوری که  𝑝−یک  𝐺 فرض کنیم   . 3لم 

𝑑(𝐺)صورت  = 2  . 
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′Gپوچتوان است لذا  Gکه با توجه به اینبرهان:  ∩ Z(G) ≠ a  کنیم.  فرض  1 ∈ G′ ∩ Z(G) ۀاز مرتب   pشد.  قرار با

Aدهیم می =< 𝑎 Aکه  . با توجه به این< ≤ Z(G) :داریم 

AutA
A (G)   ≅ Hom (

G

A
, A) ≅ Hom(

G
A

     (
G
A
)
′    

 

  , A) 

≅ Hom(
G

G′
,  ℤp  ) ≅

G

G′
  . 

AutAبا در نظر گرفتن این مطلب که 
A (G)  خواهیم داشت،  ،فرادوری استd (

G

G′
) = d(AutA

A (G)) ≤  از این .  2

Gکه 

G′
dدوری نیست،  داریم   (

G

G′
) = .  فرض کنیم  2

G

G′
=< G′a, G′b G. ، دراین صورت < =< G′, a, b >  

Gبنابراین  =<  𝑎, 𝑏 >. 

یک گروه فرادوری باشد. در این صورت  𝐴𝑢𝑡(𝐺)گروه  نا آبلی متناهی باشد به طوری که  𝑝−یک  𝐺 فرض کنیم  . 4 لم

𝑍(𝐺) ≤ Φ(𝐺). 

d(G)داریم   3.2با توجه به لم برهان:  = |G: Φ(G)|لذا    2 = p2 از طرفی چون  . Inn(G)  فرادوری وG آبلی  نا

dاست خواهیم داشت  (
G

Z(G)
) = | پس   2

G

Z(G)
∶  Φ (

G

Z(G)
) |  = p2 . اما 

  G

Z(G)
≥  Φ(

G

Z(G)
) =

∩M

Z(G)
≥
 Φ(G)Z(G)

Z(G) 
            (∗)           

Φ(G)که است. از این  Z(G)و شامل  Gزیرگروه ماکسیمال  Mکه در آن  ≤ Φ(G)Z(G) ≤ G  شود نتیجه می 

.|G: Φ(G)Z(G)| ≤ p2 داشت:خواهیم   (*)ۀبا استفاده از رابط 

.|G:  Φ(G)Z(G)| = |
G

Z(G)
:    

Φ(G)Z(G)

Z(G)
| ≥ |

G

Z(G)
∶  Φ (

G

Z(G)
)| = p2. 

|𝐺:  Φ(𝐺)𝑍(𝐺)|.بنابراین  = 𝑝2   اما|𝐺: Φ(𝐺)| = 𝑝2 وΦ(𝐺) ≤ Φ(𝐺)𝑍(𝐺)  

  داشت: بنابراین خواهیم

Φ(𝐺) = Φ(𝐺)𝑍(𝐺) 

 کند.        مطلب اخیر برهان را تکمیل می که

صورت  یک گروه فرادوری باشد. در این Aut(G)گروه ناآبلی متناهی باشد به طوری که  p−یک G فرض کنیم  . 5لم 

G′  دوری است . 

𝐺فرادوری است لذا   𝐼𝑛𝑛(𝐺)با توجه به اینکه برهان: 

𝑍(𝐺)
𝑀زیرگروهی دوری و نرمال مانند   

𝑍(𝐺)
=< 𝑍(𝐺)𝑏 دارد   <

به طوری که  
𝐺

𝑍(𝐺)
𝑀

𝑍(𝐺)

≅
𝐺

𝑀
𝑀دوری است. به وضوح     =< 𝑍(𝐺), 𝑏  لذا زیرگروهی آبلی است. فرض کنیم    <

𝐺

𝑀
=<

𝑀𝑎 𝐺در این صورت با توجه به لم قبل   < =< 𝑎, 𝑏 ′𝐺.  با توجه به اینکه  < ≤ 𝑀  اعضای زیرگروه مشتق با 𝑏   جا
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,𝑎]شوند بنابراینمی بجا 𝑏𝑖] = [𝑎, 𝑏]𝑖 فرض کنیم .|
𝑀

𝑍(𝐺)
| = 𝑜(𝑍(𝐺)𝑏) = 𝑝𝑚     ادعا می کنیم𝑜([𝑎, 𝑏]) =

𝑝𝑚 .واضح است [𝑎, 𝑏]𝑝
𝑚
= [𝑎, 𝑏𝑝

𝑚
] = 1حال اگر عددی مانند  1 ≤ n < 𝑚   موجود باشد به طوری که

[𝑎, 𝑏]𝑝
𝑛
= [𝑎, 𝑏𝑝

𝑛
] = 𝑏𝑝گاه آن  1

𝑛
∈ 𝑍(𝐺)   که این مطلب با𝑜(𝑍(𝐺)𝑏) = 𝑝𝑚  در تناقض است. اکنون با

 :داریم[Aufgaben 2. Page 259 ,10] ردن لم به کار ب

  |𝑀| = |𝐺′||𝑍(𝐺)|داریم . بنابراین:  

|
M

Z(G)
| = |𝐺′| = 𝑝𝑚   و در نتیجه𝐺′ =< [𝑎, 𝑏] >. 

 باشد. یک گروه فرادوریتواند نمی  Aut(G)آبلی مینیمال باشد در این صورت گروه  نا p−یک  Gفرض کنید .  6 لم

فرادوری باشد. در   Aut(G)گروه  نا آبلی مینیمال  باشد  به طوری که  p−یک  Gفرض کنیم چنین نباشد و برهان: 

. یکریخت است 𝐺2یا  𝐺1های با یکی از گروه 𝐺گروه  2.0 ۀفرد است، طبق قضیاول و  عددی 𝑝این صورت، چون 

Gابتدا فرض کنیم  = G1  در این صورت𝐺  گروه فرادوری شکافته شده است و طبق نمایش ارائه شده برایAut(G)   

  تواند یک گروه فرادوری باشد. نمی Aut(G) ، [Theorem 4.2, 3] در

G  اگر = G2شود نتیجه میو دوری بودن مرکز،  3.0 ۀگاه طبق نتیجآن𝑎𝑝 = 𝑏𝑝 = |𝐺|بنابراین .  1 = 𝑝3 با توجه .

aαهایبا ضابطه γو  α  ،βدیده می شود  توابع   [Proposition 3, p.44 ,11]جایگذاری ۀبه قضی = 𝑎𝑐  ،𝑏𝛼 = 𝑏  ،

𝑐𝛼 = 𝑐 ،𝑎𝛽 = 𝑎 ،𝑏𝛽 = 𝑏𝑐 ، 𝑐𝛽 = 𝑐 ، 𝑎𝛾 = 𝑎𝑏 ،𝑏𝛾 = 𝑏    و𝑐𝛾 = 𝑐  های گروه خودریختیG باشند به می

 : که طوری

|𝛼| = |𝛽| = |𝛾| = 𝑝    و[𝛼, 𝛽] = [𝛼, 𝛾] = [𝛽, 𝛾] = 1. 

>که شوددیده می به راحتی 𝛼, 𝛽, 𝛾 >≅  ℤp ×  ℤp ×  ℤp . کهبا توجه به این < 𝛼, 𝛽, 𝛾 >≤ 𝐴𝑢𝑡(𝐺)    

>بایستمی 𝛼, 𝛽, 𝛾       .و لذا باید حداکثر دو مولدی باشد، که این یک تناقض استفرادوری   <

 یک گروه فرادوری باشد.تواند نمی Aut(G)گاه آبلی متناهی باشد آنناگروه  p−یک  Gاگر . 7قضیه 

فرادوری باشد. فرض  Aut(G)گروه  ناآبلی متناهی باشد به طوری که  p−یک  Gفرض کنیم چنین نباشد و برهان:  

 دهیم می  قرار  [Theorem 2 ,13] ۀنمادهای قضیباشد. با توجه به  cبرابر با   Gکنیم کلاس پوچتوانی 

𝑁 = Γ𝑐
𝑝𝑡−1

(𝐺)  که در آنexp(Γ𝑐(𝐺)) = 𝑝
𝑡.  داریم  2.5به لم حال با توجهN ≅ ℤp فرض کنیم  .N =< 𝜔 >

Gکه  توجه اینبا    

Z(G)
  :فرادوری است لذا نمایشی به صورت زیر دارد  

G

Z(G)
=< 𝑍𝑎 , 𝑍𝑏 | 𝑍ap

n
= 1, Zbp

m
= Zar, Zb−1ZaZb = Zak >   

Zbpترین عدد صحیح مثبتی است که کوچک  mبه وضوح 
m
∈ Z (

G

Z(G)
G، 0.2. با توجه به لم  ( =< 𝑎, 𝑏 همچنین  <

|𝐴𝑢𝑡𝑁(𝐺)|دانیم می  [Theorem 2 ,13] ۀبا به کاربردن قضی = 𝑝2 . هر عضوAutN(G)   اعضایN  و
𝐺

𝑁
را نقطه    

 [
 D

O
I:

 1
0.

52
54

7/
m

m
r.

7.
3.

63
1 

] 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

r.
kh

u.
ac

.ir
 o

n 
20

24
-0

4-
18

 ]
 

                               5 / 8

http://dx.doi.org/10.52547/mmr.7.3.631
https://mmr.khu.ac.ir/article-1-3023-en.html


 های ریاضی پژوهش                                           0011پاییز ، 3 ۀ، شمار7جلد                                                            131
 (نشریه علوم دانشگاه خوارزمی)

AutN(G)دارد وبه نقطه ثابت نگه می =< 𝛼, 𝛽 aαکه در آن   < = aω  ،bα = b ، aβ = a  وbβ = bω  . با یک

|α|شود ساده دیده می ۀمحاسب =|β| = p   ، , β ]=1  [α.    وAutΦ(G)) α, β ∈ Z( حال دو حالت برای𝑐    که

 گیریم:    باشد در نظر میمی  Gپوچتوانی گروه ۀ رد

𝒄حالت اول  > mها و مفروضات فوق داریم با توجه به قرارداد: 2 ≥ x. قرار می دهیم1 = bp
m−1

کننده  بیان ixاگر  .

|ix|شود باشد به سهولت دیده می  xخودریختی داخلی القا شده توسط = p .کنیمادعا می 

< ix >∩< 𝛽 > = 1 

>زیرا در غیر این صورت   ix >=< 𝛽 tپس عدد صحیحی مانند  < ≥ βوجود دارد به طوری که  0 = ixt. لذا 

= b  b𝜔 = bβ = x−tbixt  .دهیمقرار میکه این یک تناقض استH =< ix  , β که    این با توجه به . <

AutΦ(G)) β ∈ Z(   وInn(G) ≤ AutΦ(G)   داریمH ≅ ℤp × ℤpکنیم  . ادعا میα ∉ H   زیرا در غیر این صورت

0اعداد صحیح ≤ t, j < 𝑝   موجود است به طوری کهα = ixtβ
j . با در نظر گرفتن اثر توابع روی عضوb   داریم

b = bα = bβ
j
= b𝜔𝑖   نتیجه  درj = 1.  پس 0 ≠ α = ixt   0که در آن < 𝑡 < 𝑝  لذا  . 

aω =  aα = x−ta xt   →    ia = ixtiaix−t 

iaixtبنابراین  = ixtia   با در نظر گرفتن این مطلب کهibixt = ixtib   و< ix >=< ixt گیریم می نتیجه  <

ibm−1  که  =  ix ∈ Z (Inn(G))این با انتخاب کهm   .پس در تناقض استα ∉ Hکه   . حال با توجه به این

AutΦ(G)) α ∈ Z( :خواهیم داشت 

< α, β , ix >≅< 𝛼 >×< 𝛽 >×< ix > ≤ 𝐴𝑢𝑡(G) 

 در تناقض است.  Aut(G)های گروهن با فرادوری بودن زیرکه ای

𝒄حالت دوم   = exp(G′)فرض کنیم  :𝟐 = pn .  و  2که کلاس پوچتوانی گروه برابر  با توجه به اینd (
G

Z(G)
) = 2  

  :داریم

exp (
G

Z(G)
) = exp(G′)   وG

Z(G)
≅ ℤpn × ℤpn .تعریف جه  بهبا توα, β  که  ابتدای برهان و این درAutΦ(G)) α ,

β ∈ Z(  داریم[α , Inn(G)] = [β , Inn(G)] = αاگر . 1 ∉ Inn(G)  و یاβ ∉ Inn(G) با در نظر گرفتن این گاه آن

|α|مطلب که = |β| = p  خواهیم داشت: 

< 𝐼𝑛𝑛(G), α > = 𝐼𝑛𝑛(G) < 𝛼 >= 𝐼𝑛𝑛(G) ×< 𝛼 >≤ 𝐴𝑢𝑡(𝐺) 

< 𝐼𝑛𝑛(G), β > = 𝐼𝑛𝑛(G) < 𝛽 >= 𝐼𝑛𝑛(G) ×< 𝛽 >≤ 𝐴𝑢𝑡(𝐺) 

>)dلذا  𝐼𝑛𝑛(G), α >) = >)dیا   3 𝐼𝑛𝑛(G), β >) =  Aut(G)های زیرگروه ۀهمکه این با فرادوری بودن   3

,αتوانیم فرض کنیم میپس  در تناقض است . β ∈ Inn(G) .که کلاس پوچتوانی به این با توجهG  و   2برابرG =<
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𝑎, 𝑏 ,aibj[bشود هر عضو گروه نمایشی به صورت به سهولت دیده می < a]t گروه  [02] به مقالهبا توجه . داردG  دارای

دارد،  دو به طوری که زیرگروه فراتینی را نقطه به نقطه ثابت نگه می است  pۀمرتباز   γغیر داخلی مانند ایخودریختی

 :گیریمدر نظر میn حالت برای 

𝒏 > 1   ( 𝐈 

𝑎𝛾فرض کنیم  = 𝑎𝑖𝑏𝑗[𝑏, 𝑎]𝑡  و𝑏𝛾 = 𝑎𝑟𝑏𝑠[𝑏, 𝑎]𝑡
′

𝛾کنیم ادعا می   ∈ 𝐴𝑢𝑡𝛷(𝐺)  در غیر این صورت  . 

𝑎−1𝑎𝑖𝑏𝑗[𝑏, 𝑎]𝑡 ∉ 𝛷(𝐺) یا  و𝑎𝑟𝑏𝑠[𝑏, 𝑎]𝑡
′
 𝑏−1 ∉  𝛷(𝐺) معادل طور و به 𝑎𝑖−1𝑏𝑗 ∉ 𝛷(𝐺)   و یا𝑎𝑟𝑏𝑠−1 ∉

𝛷(𝐺) . شود پس نتیجه می( 𝑝 ∤ 𝑖 − 𝑝  یا  1 ∤ 𝑗 )     یا( 𝑝 ∤  𝑟 یا  𝑝 ∤ 𝑠 − 1)  . 

ه لت دوم به صورت مشابله خللی وارد شود فرض کنیم پرانتز اول اتفاق بیافتد برای حاأکه به استدلال مس بدون آن 

 دارد داریم:نقطه به نقطه زیرگروه فراتینی را ثابت نگه می   𝛾که  کنیم. با توجه به ایناستدلال می

𝑎𝑝 = (𝑎𝑝)𝛾 = (𝑎𝑖𝑏𝑗[𝑏, 𝑎]𝑡  )
𝑝
= (𝑎𝑖𝑏𝑗)

𝑝
[𝑏, 𝑎]𝑡𝑝 = 𝑎𝑖𝑝𝑏𝑗𝑝[𝑏, 𝑎]

𝑖𝑗𝑝(𝑝−1)
2

+𝑡𝑝 

⇒     𝑎(1−𝑖)𝑝 =  𝑏𝑗𝑝  [𝑏, 𝑎]
𝑖𝑗𝑝(𝑝−1)

2
+𝑡𝑝 

𝑍(𝐺)𝑎(1−𝑖)𝑝شودنتیجه میباشد، می 2کلاس پوچتوانی گروه  که با توجه به این  =  𝑍(𝐺)𝑏𝑗𝑝   در نهایت با در نظر گرفتن .

𝑛این مطلب که  > 1    ،𝐺

𝑍(𝐺)
≅ ℤ𝑝𝑛 × ℤ𝑝𝑛   ،𝐺

𝑍(𝐺)
=< 𝑍(𝐺)𝑎 >×< 𝑍(𝐺)𝑏 𝑝 )و     < ∤   𝑖 − 𝑝   یا 1 ∤ 𝑗) 

>  نتیجه می شود  𝑍(𝐺)𝑎 >∩< 𝑍(𝐺)𝑏 >≠  که این یک تنافض است. 1

𝒏 = 𝟏     ( 𝐈𝐈 

𝐺در این حالت داریم

𝑍(𝐺)
≅ ℤ𝑝 × ℤ𝑝    داریم  2.0بنابراین با توجه به لم𝑍(𝐺) = Φ(𝐺)  گروهکنیم دعا میا𝐺  آبلی نا

𝑀گاهباشد آن 𝐺  یک زیرگروه ماکسیمال Mمینیمال است زیرا اگر 

𝑍(𝐺)
≅ ℤ𝑝    شود کهنتیجه میپسM   زیرگروه آبلی

و ها حال با توجه به لم. تواند فرادوری باشدنمی 𝐺های شود گروه خودریختینتیجه می  1.2با استفاده از لم  است. حال

 گیریم: قضیه اصلی زیر را نتیجه میقضایای فوق 

– های یک که گروه خودریختی ط لازم و کافی برای اینشر .8 قضیه p گروه متناهی مانندG فرادوری شود آن است 

 باشد. pnۀیک گروه دوری از مرتب  Gکه 
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