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Introduction 

The notion of Leibniz algebras is introduced by Blokh in 1965 as a 

noncommutative version of Lie algebras and rediscovered by Loday in 1993. A 

Leibniz algebra is a vector space A over a field F together with a bilinear map  

[ , ] : A × A           A usually called the Leibniz bracket of A, satisfying the 

Leibniz identity: 

                                       [x,[y,z]] = [[x,y],z] – [[x,z],y] ,  x,y,z ∈ A.            

The classification of nilpotent Leibniz algebras is one of the most important 

subject in the study of Leibniz algebras. In the present paper, we obtain an upper 

bound for the nilpotency class of a finitely generated nilpotent Leibniz algebra 

A in terms of the maximum of the nilpotency classes of maximal subalgebras 

of A and the minimal number of generators of A.   

Main results 

Throughout the paper, any Leibniz algebra A is considered over a fixed field F, 

c denotes the maximum of the nilpotency classes of maximal subalgebras of A, 

d is the minimal number of generators of A and ⌊ ⌋ denotes the integral part. 

Moreover, we inductively define: A1=A and An = [An-1,A], for n ≥ 2. 

Lemma 1. Let A be a nilpotent Leibniz algebra and M be a maximal subalgebra 

of A. Then M is a two-sided ideal of A. 
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Lemma 2. Let I be a two-sided ideal of a Leibniz algebra A and {x1,x2, … ,xk} 

be a subset of A which contains at least n elements of I (n ≤ k). Then 

 [[[x1,x2],x3], … ,xk] ∈ In.      

Theorem 3. Let A be a finitely generated nilpotent Leibniz algebra such that    

d > 1. Then A is nilpotent of class at most ⌊𝑐𝑑/(𝑑 − 1)⌋. 

Corollary 4. Let A be a finitely generated nilpotent Leibniz algebra and 

{x1,x2, … ,xd} be a minimal generating set of A with d > 1. Then 

𝑐𝑙(𝐴) ≤ 𝑚𝑎𝑥
1≤𝑖≤𝑑

⌊
𝑐𝑙(𝑀𝑖) 𝑑

𝑑−1
⌋, 

where Mi is the two-sided ideal generated by the set { x1 , …, xi-1 , xi+1 , … ,xd} 

and cl denotes the nilpotency class. 

Corollary 5. Let A be a finitely generated nilpotent Leibniz algebra of class       

k with d > 1. Then c ≤ k ≤ 2c. 

Corollary 6. Let A be a finitely generated nilpotent Leibniz algebra such that  

d > c+1. Then A is nilpotent of class c. 

Corollary 7. Let A be a finitely generated nilpotent Leibniz algebra of class     

2c such that d > 1. Then d=2. 

Proposition 8. There is not any non-Lie Leibniz algebra with at least two 

generators, whose maximal subalgebras are all abelian.      

 

How to cite: Safa, H., (2022) An upper bound for the nilpotency class of Leibniz algebras. Mathematical 

Researches, 8 (3), 144-152 
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 لایبنیتز جبرهای توانیپوچ کلاس برای بالایی کران

  1حسام صفا 

 h.safa@ub.ac.ir :پست الکترونیکیایران. بجنورد،  ،بجنورد دانشگاه پایه، علوم ۀدانشکد، ریاضی گروهمسئول،  نویسندۀ .1

 

 چکیده     اطلاعات مقاله

 

 مقاله پژوهشینوع مقاله: 

 

 11/11/1938 تاریخ دریافت:

 13/10/1933تاریخ بازنگری: 

 91/11/1933  تاریخ پذیرش:

 11/13/1011 تاریخ انتشار: 

 

 های کلیدی: واژه

  ،لایبنیتز جبر

 ، توانیپوچ کلاس

 .کمین مولدمجموعه 

 

 

 

آنها مقایسه  هایتوانی زیرجبرهای لایبنیتز با تولید متناهی را با کلاس پوچتوانی جبردر این مقاله ،کلاس پوچ

یک جبر لایبنیتز  Aدهیم که اگر به عنوان نتیجه اصلی نشان میدهیم. بالایی برای آن ارائه می کران وکنیم می

توانی زیرجبرهای ماکزیمم کلاس پوچ cهای کمین آن باشد و تعداد مولد d > 1توان با تولید متناهی و پوچ

cd/(d⌋توان از کلاس حداکثر پوچ  Aگاه آن ،باشد Aبیشین  − تابع جزء صحیح   ⌊ ⌋است که در آن  ⌊ (1

کلاس  ،d = 1دهیم که در حالت های لایبنیتز نشان میخانواده از جبرباشد. همچنین با ارائه ساختار یک می

 کند که در واقع بعد آن جبر لایبنیتز است.بیشترین مقدار خود را اختیار می ،لایبنیتز توانی یک جبرپوچ
 

 

 .100-151(، 9) 8، های ریاضیپژوهش .لایبنیتز جبرهای توانیپوچ کلاس برای بالایی کران (.1011) ؛حسام، صفا: استناد

                  

نویسندگان. ©                                                                                                                                           خوارزمیناشر: دانشگاه   
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 مقدمه

 جبر معرفی شد-Dو با عنوان   توسط بلوخ 5691های لی در سال های لایبنیتز به عنوان تعمیمی از جبرجبرمفهوم 

 یک میدان باشد. Fکنید فرض ].8[توسط لودی مورد مطالعه و بررسی بیشتر قرار گرفت  5661در سال  ،و سپس ] 2[

که براکت   A × A          A : [ , ]است به همراه نگاشت دو خطی  Fروی  Aیک فضای برداری  ،یک جبر لایبنیتز

 شود و در اتحاد زیر موسوم به اتحاد لایبنیتز صدق کند: لایبنیتز نامیده می

                                 [x,[y,z]] = [[x,y],z] – [[x,z],y] ,  x,y,z ∈ A            

شود. در به یک جبر لی تبدیل می Aگاه جبر لایبنیتز آن ،0 = [x,x]داشته باشیم  Aاز  xحال اگر به ازای هر عنصر 

 و در نتیجه اتحاد لایبنیتز به اتحاد ژاکوبی تبدیل خواهد شد:  [y,x] + [x,y] = [x+y,x+y]  = 0این حالت 

                                 [x,[y,z]] + [y,[z,x]] + [z,[x,y]] = 0                

های ایی جبرجان به عنوان نسخه غیرجابهتوهای لایبنیتز را می. بنابراین جبرهر جبر لی یک جبر لایبنیتز  است ،عکسبه 

 لی در نظر گرفت.

. H ∋ [x,y]باشیم  داشته x,y ∈ Hهر برای اگر ،شودیک زیرجبر نامیده می A از جبر لایبنیتز H زیرفضای برداری

داشته باشیم    x ∈ A  و هر   g ∈ Iهرگاه به ازای هر  ،شودنامیده می A )راست(آل چپ یک ایده ، Iهمچنین زیرجبر 

[g,x] ∈ I   ( [x,g] ∈ I ) زیرجبر .I آل دوطرفه از را یک ایدهA آل راست آل چپ وهم ایدهایدههرگاه هم  ،نامیممی

A .باشد 

,x]〉 در این صورتیک جبر لایبنیتز باشد.  Aفرض کنید  y],[y, x] | x, y ∈ A〉=  = [A,A] 2A  زیرجبر مشتق

A  سری مرکزی پایینی نامیده شده وA، ههای دوطرفآلسری زیر از ایده A شود:به صورت زیر تعریف می است که  

                                                ⋯ n≥ A   ⋯≥   2A A ≥ 

از  Xزیرجبر تولید شده توسط زیرمجموعه  〈 X〉توجه شود که منظور از  . A]1-n= [A nA  )2 ≥(n,و  A 1A =که 

شود نامیده می nکلاس  پوچتوان از Aجبر لایبنیتز باشد.  Xاست که شامل  A، کوچکترین زیرجبر Aجبر لایبنیتز 

 ترین مسائل این حوزه است و مقالاتز مهمتوان یکی اهای لایبنیتز پوچ. رده بندی جبر nA ≠ 0و    0n+1 A = هرگاه

 ،لزوما صفر نیست [x,x]های لایبنیتز براکت این موضوع که در جبر ].5,4[ زیادی در این زمینه به چاپ رسیده است 

های جبری با مطالعه ساختار همچنین ].1,1[ سازد تر میهای لی به مراتب دشوارها را نسبت به جبراین جبر ۀمطالع

و همچنین  ] 9,7[ ها ها بوده است به ویژه در نظریه گروهها موضوع بسیاری از پژوهشۀ آناستفاده از زیرساختار سر

 کلاس حسببر  های لایبنیتزتوانی جبرلا برای کلاس پوچیافتن یک کران با ،هدف ما در این مقاله .] 51[های لی  جبردر

گر دهیم که ابه عنوان نتیجه اصلی نشان می هاست.تعداد مولدهای کمین آن و همچنین  های بیشینپوچتوانی زیرجبر

A  و  با تولید متناهی توانلایبنیتز پوچیک جبرd > 1 و د های کمین آن باشمولد تعدادc توانی ماکزیمم کلاس پوچ
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cd/(d⌋توان از کلاس حداکثر پوچ Aآنگاه  ،باشد Aزیرجبرهای بیشین  − تابع جزء صحیح   ⌊ ⌋است که در آن  ⌊ (1

یک جبر لایبنیتز دو بعدی با  A. فرض کنید توان توضیح دادمی ساده مثال منظور از مولد را در یک همچنین .باشدمی

 A مولد 1x. دراین صورت  )کنیمتعریف می صفررا ها بقیه براکت (باشد  x1,x1[x = [2و براکت ناصفر  x1{x,2{ ۀپای

در  است در حالی که Aتعداد عناصر پایه برای فضای برداری  ،. بنابراین بعد dim A = 2در حالی که  d = 1 است و 

خت که اتوان یک جبر لایبنیتز متناهی مولد از بعد نامتناهی سمی از این رو دخیل است. مفهوم مولد براکت لایبنیتز نیز

 باشد. x1,x1], [[x1,x1, [x1{x,[1{… ,[رت ای به صودارای پایه

 مولدی های لایبنیتز تکای از جبرخانواده ،این مقاله پوچتوان نیست. در مثال آخر بالا تک مولدی به وضوح جبر لایبنیتز

 کنند.ها بیشترین مقدار ممکن را اختیار میدهیم که کلاس پوچتوانی آنارائه می را

   نتایج اصلی

 کنیم. های زیر استفاده میاز لم ،این بخش نتایج اصلیجهت اثبات 

آل یک ایده Mآن باشد. در این صورت  یک زیرجبر بیشین از Mتوان و یک جبر لایبنیتز پوچ Aفرض کنید . 1 لم

 باشد.می Aدوطرفه از 

 در این صورت   . = 2M+AAد و همچنین داشته باشیم باش cتوان از کلاس پوچ Aفرض کنید  اثبات.

                                    2≤ A 3+ A2 ] ≤ M2, M+A2[M+A = [A,A] = 2A       

 . بنابراین  A2 M  =2A +3 و در نتیجه 

                                    2≤ A 4+ A2 ] ≤ M3, M+A3[M+A = 2A       

توان از پوچ Aجا که و از آن  c+1+ A2 M  =2A خواهیم داشت . با ادامه این روند در نهایت A2 M  =2A +4 و لذا 

و این   M2 A = M+M =کند که ایجاب می 2A = M+A. از این رو فرض اولیه  M  =2A 2است داریم  cکلاس 

 رو . از این M 2A ≥و در نتیجه  2M = M+Aکند که ایجاب می Aدر  Mبیشین بودن  ،یک تناقض است. بنابراین

M آل دوطرفه از یک ایدهA  .است 

 

باشد که  Aیک زیرمجموعه از عناصر  k, … ,x2,x1{x{و  Aطرفه از جبر لایبنیتز آل دویک ایده Iفرض کنید . 2لم 

 . در این صورت  (n ≤ k)هست  Iعنصر از  nشامل حداقل 

                                                   nI ∈] k], … ,x3],x2,x1[[[x        
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ء فرض کنید که این رابطه برای همه اعداد طبیعی فوق به وضوح برقرار است. به استقرا ۀگاه رابطآن ، n=1اگر  اثبات.

باشد می Iآل عنصر از ایده n-1شامل حداقل  k, … ,x2,x1{x-1{گاه مجموعه آن ، I ∈ kxبرقرار باشد. اگر  nکمتر از 

  :بر فرض استقراء داریم و لذا بنا

                                                1-nI ∈] 1-k], … ,x3],x2,x1[[[x        

 k, … ,x2,x1{x-1{متعلق نباشد. در این صورت مجموعه  Iبه   kxکند. حال فرض کنید که این اثبات را کامل می

 توان اثبات را کامل کرد.و . . .  می  kx ، 2-kx-1باشد. با ادامه روند فوق روی می Iعنصر از  nشامل 

توانی ماکزیمم کلاس پوچ c، آن تعداد مولدهای کمین d ،متناهیتوان با تولید پوچیک جبر لایبنیتز  A ،در نتایج زیر

 د.نباشتابع جزء صحیح می ⌊ ⌋و   Aزیرجبرهای بیشین 

 

  Aدر این صورت  .d > 1باشد به طوری که  با تولید متناهی توانیک جبر لایبنیتز پوچ Aفرض کنید . 3 ۀقضی

cd/(d⌋توان از کلاس حداکثر پوچ −  .است ⌊ (1

cd/(d⌋ باشد و A برای یک مجموعه مولد کمین = d, … ,x2,x1{x X{فرض کنید اثبات. − 1) ⌋ k =  کافی .

  X ∈ iyدهیم که به ازای هر است نشان 

                                                   .] = 0k+1], … ,y3],y2,y1[[[y        

c/(d⌋قرار دهید  − 1) ⌋ r =  به وضوح .k = c + r   نامساوی مثلث در تابع جزء صحیح و در نتیجه با استفاده

دفعه در براکت  rتوانند بیشتر از نمی Xدهد که همه عناصر . این نامساوی نشان می k+1 < (r+1)dخواهیم داشت 

] k+1], … ,y3],y2,y1[[[y  .بنابراین عنصری از  ظاهر شوندX  1مانندx  حداکثرr شود. دفعه در این براکت ظاهر می

 موجود است به طوری که Mلذا زیرجبر بیشین  ،کندرا تولید نمی Aجبر  d, … ,x2{x{جا که مجموعه حال از آن

شامل  k+1… ,y 2, y1{y{است. از طرف دیگر  Aآل دوطرفه از یک ایده M ،5شامل این مجموعه باشد. بنابر لم 

و از   c+1M ∈] k+1], … ,y3],y2,y1[[[y  ،2بر لم  باشد. از این رو بنامی Mعنصر از    r = c+1 –k+1حداقل 

 شود.اثبات کامل می ،هستند cتوان از کلاس حداکثر پوچ  A های بیشینزیرجبر ،جا که بنابر فرضآن

  شوند.بالا نتایج مهم زیر حاصل می ۀبا استفاده از قضی

یک مجموعه مولد کمین آن باشد به طوری  d, … ,x2,x1 { x{ توان ویک جبر لایبنیتز پوچ A فرض کنید. 0 ۀنتیج

در باشد.   d, … ,xi+1 , x1 -i, …, x 1{x {مجموعهآل تولید شده توسط ایده iM. همچنین فرض کنید d > 1که 

 این صورت

                                                    , cl(A) ≤ max
1≤𝑖≤𝑑

⌊
cl(Mi) d

d−1
⌋ 

 توانی است.بیانگر کلاس پوچ clکه    
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 شوند.، نتایج زیر حاصل می1 ۀهمچنین با استفاده از قضی

 

در این  .d > 1 و با تولید متناهی باشد به طوری که kاز کلاس  توانپوچیک جبر لایبنیتز  Aفرض کنید . 5 ۀنتیج

 c ≤ k ≤ 2c.صورت 

d/(d⌋ ≥ 2  به وضوح اثبات. − 2c ≤ ⌊cd/(dرو  و از این≥ 1  ⌊ (1 − 1) ⌋  ≤ c . 

 

 Aدر این صورت  .d > c+1 شد به طوری کهبابا تولید متناهی  توانیک جبر لایبنیتز پوچ Aفرض کنید . 6 ۀنتیج

 است. cتوان از کلاس پوچ

با توجه به این که تابع  اثبات.
d

d−1
⌋، آنگاه d > c+1نزولی است، اگر   

cd

d−1
⌋ ≤ cجا که زیرجبرهای . حال از آن

 است. cتوان از کلاس پوچ Aدر نتیجه  هستند، cتوان از کلاس حداکثر پوچ Aبیشین 

 

در این  .d > 1باشد به طوری که و با تولید متناهی  2cاز کلاس  توانیک جبر لایبنیتز پوچ Aفرض کنید . 7 ۀنتیج

 .d = 2صورت 

ای کوچکترین کران بالا بر ،های لایبنیتزدر برخی از جبر 1 ۀالای ارائه شده در قضیدهد که کران بمثال زیر نشان می

 است. توانیکلاس پوچ

 های ناصفر زیر باشد:و براکت x4,x3,x2,x1{x,5{جبر لایبنیتز پنج بعدی با پایه  Aفرض کنید  .8مثال 

5] = x1,x1[x , 3] = x2,x1[x-] = 1,x2[x , 5] = x3,x1[x-] = 1,x3[x ,  4] = x3,x2[x-] = 2,x3[x     

تولید  2xو  1xتوان با عناصر را می Aشوند. به وضوح ها صفر تعریف میو سایر براکت x4,x2[x-] = 2,x4[x = [5و 

 1 ۀبر قضی هستند. بناتوان از کلاس حداکثر دو پوچ Aهای سره زیرجبرتوان دید که همه . همچنین میd = 2کرد لذا 

 توان از کلاس حداکثر چهار است. از طرف دیگر پوچ Aجبر لایبنیتز 

≠ 0                                     5] = x2,x4] = [x2],x2,x3] = [[x2],x2],x1,x2[[[x 

 چهار است. Aتوانی سه نیست و در نتیجه کلاس پوچ توان از کلاسپوچ Aدهد که نشان می

توان است که همه تنها جبر لی ناآبلی پوچ )تا حد یکریختی(جبر لی هایزنبرگ از بعد سه  ،در میان جبرهای لی

 ،م که در جبرهای لایبنیتز غیر لی با بیش از یک مولددهیزیر نشان می ۀدر گزار ].6[ آن آبلی هستند ۀزیرجبرهای سر

 ندارد. چنین جبری وجود

 .باشندآن آبلی  رد که همه زیرجبرهای بیشینبا بیش از یک مولد وجود ندا هیچ جبر لایبنیتز غیر لی .9 ۀگزار
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 .شودکه توسط حداقل دو عنصر تولید می یک چنین جبر لایبنیتزی باشد Aبه برهان خلف فرض کنید که  اثبات.

و در   0 = [x,x] بنابر فرض آبلی است. لذاکه  باشد x شامل Aبیشین  زیرجبر Mو   x ∈ A همچنین فرض کنید

 در واقع یک جبر لی است که یک تناقض است. Aنتیجه 

 أنشموضوع مآنگاه آبلی خواهد بود. در واقع همین  ،اگر یک جبر لی با یک مولد تولید شود ،برخلاف جبرهای لایبنیتز

 2cگاه آن ،d > 1دیدیم که اگر   1باشد. همچنین در نتیجه ساختار جبرهای لایبنیتز و لی می های بنیادی درتفاوت

الت است. در مثال زیر خواهیم دید که در ح پوچتوان با تولید متناهی توانی جبرهای لایبنیتزکران بالایی برای کلاس پوچ

d = 1 .چنین کران بالایی برای کلاس پوچتوانی وجود ندارد 

 

داشته باشیم  i ≤ n +1 ≥ 1شود هر گاه به ازای هر پوچ فیلیفرم نامیده می nاز بعد  Aجبر لایبنیتز . 14تعریف 

i +1 –= n  idim A  رجوع شود(. 1یف تعر ]5[)به مرجع 

. در dim A = 1 باشد. اگر 1xتولید شده توسط یک عنصر  پوچ فیلیفرم جبر لایبنیتزیک  Aفرض کنید  .11مثال 

 گاه با استفاده از اتحاد لایبنیتز خواهیم داشت:آن ،x1,x1[x = [1اگر به عنوان مثال زیرا  x]x1,01 = [ این صورت

]  = 0                         1],x1,x1[[x -] 1],x1,x1]] = [[x1,x1,[x1] = [x1,x1= [x 1x 

است.                                                      )توان از کلاس یکپوچ(آبلی  یک جبر لی Aکه یک تناقض است. بنابراین در این حالت در واقع 

 Aباشد. در این صورت  x1,x1[x = [2ناصفر   ای برای آن با براکتپایه x1{x,2{و   dim A = 2 کنید حال فرض

 شوند.تایی نیز صفر میهای سهو همچنین بقیه براکت  x2] = [x1],x1,x1[[x,01 =  [ باشد زیراتوان از کلاس دو میپوچ

 که                                        i+1] = x1,xi[xهای ناصفر آن با براکت ۀپای n, … ,x2,x1{x{و   dim A = nدر حالت کلی فرض کنید 

1 ≤ i ≤ n -1  جا که براکت . از آنرجوع شود( 5لم ]  5[)برای جزئیات بیشتر به(n + 1)  تایی 

                        ] = 0    1,xn= [x⋯ ] = 1], … ,x1,x2] = [[x1], … ,x1],x1,x1[[[x 

 تایی زیر nبراکت  و

                             0  ≠ n= x⋯ ] = 1], … ,x1,x2] = [[x1], … ,x1],x1,x1[[[x 

آبلی هستند. همچنین ساختار  A ۀشود که همه زیرجبرهای سرباشد. به راحتی دیده میمی nتوان از کلاس پوچ Aلذا 

A 1ای است که به ازای هر به گونه ≤ i ≤ n +1، }n, … ,xi{x ای برای پایهiA 1+رو است و از این i –= n  idim A.  

 تواند بیشترین مقدار ممکن را اختیار کند. های لایبنیتز تک مولدی میتوانی جبردهد که کلاس پوچاین مثال نشان می

 

 قدردانی

 از داوران محترم که پیشنهادهای مفیدشان موجب بهبود کیفیت مقاله شد، کمال تشکر و قدردانی را دارم.
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