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Introduction 

Naturally in choosing a point estimator we are interested in choosing an estimator that 

minimizes the risk function for all parameter space values. In practice, this is not possible 

due to the large number of estimators. One way to solve this problem (find optimal 

estimators) is to limit the range of estimators and find the best estimator in the finite 

range. This limitation leads us to two types of optimal estimators, namely the best 

equivariant estimator and the minimum risk unbiased estimator, respectively, in terms 

of limiting ourselves to the class of equivariant or unbiased estimators. In this paper, the 

role of independence in simplifying the calculation of these estimators is examined. We 

also deal with the stochastic independence of an invariant function and its comparison 

with the Basu’s theorem.  

 To find the optimal estimators, the class of estimators can be limited. This limitation 

can be applied to the class of equivariant or unbiased estimators, which leads to two 

types of optimal estimators, namely the best equivariant estimator and the minimum risk 

unbiased estimator, respectively. For this purpose, in addition to the Rao-Blackwell-

Lehmann-Scheffé theorem (Casella and Berger, 2001), two other methods have been 

proposed by Sathe and Varde (1969) and Eaton and Morris (1970) which can be useful 

to achieve this goal. In these two methods, by limiting the class of equivariant or 

unbiased estimators, the estimator with the minimum risk is considered as the optimal 

estimator. Independence can play a key role in making it easier to calculate the risk 

function of the best equivariant estimator and the minimum risk unbiased estimator. In 

fact, the role of independence is to eliminate the conditional probability in calculating 

the risk function of the best equivariant estimator and the minimum risk unbiased 

estimator, which in most cases results from Basu’s theorem and the independence of 

ancillary statistic from complete sufficient statistics. Similar to Basu’s theorem, it can 

be shown that in certain circumstances an invariant statistic and equivariant function are 

independent of each other, which can play a role in eliminating the conditional 

probability by the independence of the maximum invariant statistic from the equivariant 

sufficient statistic. It is noteworthy that in this case, the completeness assumption of 
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Basu’s theorem has been replaced by equivariance assumption and the ancillarity 

assumption of Basu’s theorem has been replaced by invariance.  

 Material and methods 

We first introduce the definitions that are needed. In the second part, by limiting the 

class of equivariant estimators, we create a type of optimal estimator called the best 

equivariant estimator and show that in groups that act as transitive on the parameter 

space, an invariant function is independent of the equivariant sufficient statistic. In the 

third part, by limiting the class of unbiased estimators, we make a type of optimal 

estimator called minimum risk unbiased estimator, which in a special case where the 

square error loss function is the same as the minimum variance unbiased estimator, 

which in the fourth part, in addition to Rao-Blackwell-Lehmann- Scheffé theorem 

(Casella and Berger, 2001), introduce two other methods proposed by Sathe and Varde 

(1969) and Eaton and Morris (1970) which, with the help of independence, provide a 

simpler method for finding a minimum variance unbiased estimator.  

Conclusion 

The following conclusions were drawn from this research. 

 In order to find the optimal estimators by limiting the class of estimators to the 

class of equivariant or unbiased estimators, the independence of complete 

sufficient statistics from ancillary statistics and applying Basu’s theorem can 

be a way to simplify calculations. 

 In some statistical problems with the transitive transformation group, the 

equivariant function can be used instead of the complete sufficient statistic. In 

this case, instead of using the Basu’s theorem, the independence of an invariant 

function and the equivariant sufficient statistic can be inferred. Hence, the 

assumption of completeness for establishing the Basu’s theorem is replaced 

by the equivariance and having a transitive transformation group.  

 Having a transitive group, any invariant function is also ancillary, but the 

incompleteness of a sufficient statistic can also result in its independence from 

an invariant statistic. If the group of transitive transformations and complete 

sufficient statistic is also equivariant, the case of Basu’s theorem concludes 

this view. The opposite is not always true and can be corrected in such a way 

that if a complete statistic is also equivariant with a transitive group, it is not 

necessary that each ancillary statistic be independent of it. Rather, it is possible 

to find an ancillary statistic that is also invariant, which is independent of the 

given equivariant complete sufficient statistic. By finding the condition that 

an ancillary statistic is also invariant, these results can be extended, in which 

case Basu’s theorem is the result. Of course, this open problem needs further 

research and it is hoped that researchers will be diligent in generalizing it.  
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مند به انتخاب برآوردگري هستتیم که براي تاام مقادير ضاتتاي اي علاقهيك برآوردگر نقطهبه طور طبیعی در انتخاب 

ا هپتارامتر، تابع مخاطره را مینیام کند. در عا  با توهه به بررگی ردۀ برآوردگرها ننی  امکانی وهود ندارد. يکی ا  راه

هتري  برآوردگر در برآوردگرها و پیدا کردن ب براي ح  اي  مشتتتک  دپیدا کردن برآوردگرهاي بهینهم، مددود کردن ردۀ

وردا يا نااري  مددود کنیم به اي  که خود را به ردۀ برآوردگرهاي هم حستت اي  مددوديت بر  .ردۀ مددود شتتده استتت

شتتود که ردگر نااري  با کاتري  مخاطره میوردا و برآوترتی  منجر به دو نوع برآوردگر بهینه يعنی بهتري  برآوردگر هم

لال ستقاگیرد. هاچنی  به تر مداستبه کردن اي  برآوردگرها مورد بررسی قرار میدر ستاده استتقلالدر اي  مقاله نقش 

 پردا يم.می وردا و مقايسه آن با قایة باسوتصادضی يك تابع ناوردا و هم

 

 

 .121-121م، 1د 8، هاي رياضیپژوهش. بهینه برآوردگرهاي ياضت  در آماري استقلال نقش .م1231د نصیري، لیلا؛ ؛مهدي ،شاس: استناد

               

     نويسندگان. ©                                                                                                                                      خوار میناشر: دانشگاه 
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 مقدمه .1

 گ ة تواندد  گدی برردگ هريدده گا  ودد د  در ن احد  ودد د حدد    گ ة تواب برای پيدد ا در ب برردگ هريددهی ب يیدد    

ا د دگ دگ ا حدده نددهاگحددم اندهک  دددو  د  ب  ترتيم  یدر ب   د نور برردگ هر ب يی  حنی  ب ررحد برردگ هر ي برردگ هريددهی ي 

(  د 1110  ف  )دسله د برهر،- دل -بلهدول- ددو ن برای احد  یروگ ب   ق يةدديئ گا و  برردگ هر نهاگحم به دمررحد  خهطره 

توان  برای گسي ب ب  احد ي ف (  طرح  دد ه اس  د    0191روب د  وگحس )ح( د ا0191گدش  حگر توسددس سدد  د داگ  )

م، برردگ هری د   اگای دمررحد  خهطره دگ ا حه نهاگحبرردگ هريهی ي  گ ة  گ احد  د گدش به  و د  در ب گدی  في  به دد ن 

حد ب رر ةتر  وهسدد   در ب تهبم  خهطرتوان   گ سدده هاسددرالهل    ددو ن اسدد  ب  ویواب برردگ هر ب يی   گ نرر هرهر    

هل احرم حذفاسرالهل   گ حايا  ناش ناش اسددهسدد   ا ددر  به دد ندگ ا د برردگ هر نهاگحم به دمررحد  خهطره برردگ هر ي 

دگ ا د برردگ هر نهاگحم به دمررحد  خهطره اسددد ، د  احد احرمهل ب ررحد برردگ هر ي  ةگ  وددهسددد   تهبم  خهطر دددرط   

  به  شهب يمچیيد و ن ده ل نريد     بسددی ة  ر هگةدمک  از  ةبهسددو د اسددرالهل ر هگ يةدديئ ددرط   گ اد ر  واگ  ب  دم  

توان   گ د  احد نريد     يسددری  از ي   سددرال دگ اهدگ ا د ي ح  تهبم نس خهص حتواب نشددهب  ا   گ  ددرا   بهسددو يةدديئ

يهبل ذدر  ندگ ای بسددی ه احفهی ناش دی نهدگ ای  هدسدديمهل از برردگ هر ي  ر هگةحذف احرمهل  ددرط  ب  دم  اسددرالهل 

ه   ه  ب گ اح   هدگ اح  د هرک دمک  بو ب به نهدبهسددو به ي  يةدديئاسدد  د   گ احد حهل  هرک ده ل بو ب برای بريراگی 

 به  و د در ب  گ بخش  دک دیي نگا  طرح      د   وگ  نيهز اسددد  گ ابر ا تنهگحفاسددد ن برای يهبل ه   بو ب ب رر  اهل  

 يي   گ سدددهزح  د نشدددهب   دگ ا   دگ ا حدد  نور برردگ هر ب يیدد  بدد  نهک ب ررحد برردگ هر ي برردگ هريددهی ي  گ ة گدی 

ل ی بسددی ه  سددراادگ دیی ، ح  تهبم نهدگ ا از ح  برردگ هر ي ةددهی پهگا رر ب  رددوگت انراهل  ومل   يهح  د  گدی ههرده

برردگ هريددهی نددهاگحددم ح  نور برردگ هر ب يی  ب  نهک برردگ هر نهاگحم به  گ ة  گ بخش سدددوک بدده  ودد د در ب گدی اسددد ن 

به دد  يمهب برردگ هر نهاگحم به دمررحد داگحهنس اس   سددهزح  د   گ حهل  خهص د  تهبم زحهب  ربم خطهدمررحد  خهطره   

(  د گدش  حگر د  توسددس سدد  د داگ  1110 ددف  )دسددله د برهر،- دل -بلهدول-ولهده بر يةدديئ گا ود   گ بخش چ هگک 

تری برای حههرد دیي  د  ب  دم  اسدددرالهل گدش سددده هان  گا  نره    (  طرح  ددد ه0191( د احروب د  وگحس )0191)

  يی نگ هر نهاگحم به دمررحد داگحهنس اگا     بررد

 دیي نابر ا چی   ف وک  ا  هت  گا تنرحف   

Sهيرح ، ير تددهبم از گا  گ نرر    S دموودد   لخواه  :1-1تعریف  S  بددS گا حدد  ومددل  دتهح  گدی  دمووئS 

 (ن  1101، گد دنه ي  )  

 

 يرههه: هوحی ،ح  هرده  *گا يمراه به ومل  دتهح   نهت     دمووئ :2-1تعریف 

a,حنی  برای ير  د وةو  ،  بسر  به *نس   ب  ومل   الف(     b ،a b ن 

,حنی  برای ير  ،پذحر به   رد  *نس   ب  ومل  ب(     ,a b c ، 

( ) ( ) .a b c a b c     

 ، a)وةو يمهن ( د و   ا ر  به   ب  طوگی د  ب  ازای ير  eج( ویصر     
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131 

.a e e a a    

1aح   a ( ب  ازای ير        وةو داگدب(  و و  به   ب  يسم  د( 
1 1a a a a e      ،(ن1101)گد د 

 يه يسری نيهح  د  بيشرر  گ ول  ر هگ  وگ  تو   يسری  هرده ت  حلهرده

به ددد  د ومل هرده گا برای   Xب   X دمووئ تمهک توابم ح  ب  ح  از  ت   د نهحدد   دمووئ   Xاهر  :3-1تعریف 

1ير  2,g g  ب  رددوگت    1 2 1 2( ) ( )g g x g g x  يه گا هرده ت  حل تنرحف دیي ،  گ احد رددوگت هرده

 (ن  0111د دسله،   دل ) هوحی ،   Xگدی 

  اگ  ریهظر به  ننه ي اگزی حهرل گا   اگ   يهی ي گ هسهز  د  ی  يهب اوةهی هةهی نمون    اگزح  هرده ح  گابط  ي 

}گا به  x ناط  : }xO gx g     ده گا ح  هر يهی توپولوژحک  سر د دهگ  اگح ن هرده  گ ر هگ به هرده  يي ننمهحش

l:توپولوژحک  هوحی ، يرههه تهبم       1به ضهبط

1 2 1 2( , )l g g g g  ، (ن 0111پيوسر  به   )هولی 

اهر   X  د  Y   ب  ترتيم  د- ر گدی هةهی  X  دY  به ی ، تهبم:f X Y پذحر هوحی ، گا ان ازه

يرههه برای ير   A  Y ،   1f A   X ، پذحر نهدگ ا د  گ احد  اهل   گ  وگ   د تهبم ان ازه  (ن0111)هولی

  ون نب  روگت زحر تنرحف    دگ ا بوث خواي     د ي 

د  xXيرههه برای ير  هوحی ،نهدگ ا  ،گا تو  هرده  Tبه ددد ، ر هگة  Xيه گدی هرده ت  حل اهر  :0-1تعریف 

g ،)()( gxTxT    د ر ددهگةS   يرهددهه برای ير  هوحیدد ، دگ اگا يxX   دg ،)()( xgSgxS  

 (ن0190)زدق، 

x,اهر برای ير  هوحی ،گا نهدگ ای بيشددديد  Tر هگة نهدگ ای  :5-1تعریف  yX   د( ) ( )T x T y ،g   د و

) ا ر  به   ب  يسم  د   )y g x  ،(ن0190)زدق 

  ي  داه حر  خرلف گا ب    اگيهی  دقا اخرصددهص   تهبم نهدگ ا گدی   اگيه ثهب  اسدد  د تهبم نهدگ ای بيشدديد ولهده بر رب  

 نيسری    نه ل  و  د  تو  لذا ب ررحد حهلر  اس  د  هةهی نمون  گا ب    اگيهح  اهراز   

x,برای ير يرههه  ،انراهل  اس  Xگدی هةهی  هرده  :6-1تعریف  yX   حg   د و   ا ر  به    ب  يسم

)د   )y g x ( ن0111د دسله،   دل) 

 و  ن هح  بهوث تلخيص نمونئ ادلي  ب  يسم   و  د   حگر برای برگس   سئل  ای د  برای اسری هط ب  دهگ بر ه   ر هگه

  و ندیي  د  ب  روگت زحر تنرحف     نکی ن برای احد  یروگ از ر هگة بسی ه اسرفه ه   دفهح

Tتوزحم  دددرط  بسدددی ه هوحی ، يرههه ب  ازای ير  گا برای  Tر هگة  :7-1تعریف  tX برای يم   اه حر ،t   ب

 (ن0111د دسله،   دل )بسرگ  ن ا ر  به    پهگا رر 

 

ب  رب پهگا رر  د ول بسرگ   Uهوحی ، يرههه توزحم  گا دمک   )هرو  حه غيررههي  بخش( برای ح  پهگا رر Uر هگة

 يی ، دل   گ يهی دمک  ب  خو ی خو  ييچ اطلهو  گا م ب  پهگا رر اگا   نم ر هگه (ن0111د دسله،   دل ) ن ا ر  به  
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دمک   يهیتوانی  اطلهوهت ده ل  گا م ب  پهگا رر  ا ر  به ی  د يمچیيد به  رط  در ب گدی ر هگهه   يترديم به باي   ا ه

 گد ناحد تةميد د و   اگ  د  ييچ اطلهو  گا م ب  پهگا رر به احد تاليل از  س  نم 

 ،، اهر ب  ازای ير gگا ده ل هوحی ، يرههه برای ير تهبم  Tر هگة :8-1تعریف  ( ) 0E g T ههه ب  ازای ، رب

 ،ير  ( ) 0 1P g T  ( ن0111د دسله،   دل)  

  ر هگة بسی ه به  ،  و م سه ه  خهري  ده ل بو ب ح  ر هگه ب  تی هح  دهگبر ی ن اگ  دل  دير  احد خهري   ربوط ب

 (ن0311)پهگسيهب،   و برخ  از  سه ل ر هگ د احرمهل   

 :ا  حايا   ا ر  به ي از او  B د A  دمووئگا  سرال هوحی ، يرههه برای ير  د  Yد X رغيريهی تصه ه  

     ,P X A Y B P X A P Y B     

Xبه نمه   د رب گا Y    گ بسيهگی از  سه ل ر هگی نيهز ب  د و  اث هت اسرالهل  د ر هگه  اگح ن به اسرفه ه   يي ننمهحش 

  و نالهل ثهب    ک  د ر هگه  وهس    ون ، د و  احد اسرأاز يةيئ بهسو ب دب احد د  توزحم تو

ح  ر هگة دمک   Uبسی ه د ده ل به   د ر هگة  يهی برای خهنوا ة توزحم Tاهر ر هگة  )قضیة باسو(: 1-1قضیه 

 (ن0111)بهسو،  يسری   سرال ب  ازای ير  Uد  Tههه به  ، رب

) اني  د  س  تهح     , , )L  د   گ رب  ،يه د هةهی ومل هةهی پهگا ررL اسهس هر تهبم زحهب اس  نمهحهب

  و ن يی ن تهبم زحهب ب  روگت زحر تنرحف   دهگ نررح  تصمي  گا تشکيل   

L:تهبم : 9-1تعریف     گا ح  تهبم زحهب هوحی ، يرههه برای يرa  د  ، ,L a  برابر  ا اگ

 پهگا رر حايا  اس ن به   دير  د   aنه   از انرخهب ومل   رحم 

 يهی زحهب  نردف و هگتی  از:تهبم

     (:SEL0الف( تهبم زحهب  ربم خطه )      

   
2

, .L a a   

 (:AEL1ب( تهبم زحهب ي گ  طلق خطه )      

  , .L a a   

 (:LINEX3ج( تهبم زحهب نمهح  خط  )      

     , 1 ; 0.
c a

L a e c a c


 


     

:پهگا رر حايا  به  ، برردگ هر  حهل اهر دير   X  گا  گ نرر بگيرح  دX x  شهي ه  و ،  ا اگ زحهب 

)ز انرخهب برردگ  نه   ا )x  برابر , ( )L x   ب  يهو ه خواي  بو ن  يه تمهک تصمي  گ ة ح  تهبم تصمي  هوحی  د

) گ س  تهح   بیه براحد يی ن نمهحش    گا به  , , )R ،  هةهی تصمي  دR  تهبم  خهطره اس  د  ب  روگت

  و نزحر تنرحف   

                                                                                                                                
1 Squared Error Loss 

2 Absolute error loss 

3 Linear-Exponential 
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R:تهبم   :14-1تعریف       و  گا ح  تهبم  خهطره هوحی :د  ب  روگت زحر تنرحف  

    , , ( ) .R E L X   
 

رب اس  د   برردگ هر   ه ب ررحد  ي ن ب  احد  نی  د   گ احد ي  حه و ک  ي  برردگ هر گا نشهب    احد تهبم  يقاب

برای ير   ، ,R   يیيم   و ن  

به توزحن  از خهنوا ة  Xپذحر هةهی ان ازهح   رغير تصه ه  گدی  Xاهر :11-1تعریف  :P    ،  به

( )X  برای( )g   نهاگحم )دلهسي ( اس ، اهر برای ير  ، ( ) ( )E X g   ( ن0111له، د دس  دل) 

 ( بيهب   ه اس ن 0110)  دل تنرحف ومو   زحر از نهاگح   توسس 

)به  ، ر ددهگة  ح   رغيدر تصه هدد  به توزحدن  از خهنوا ة  Xاهر :12-1تعریف  )X  برای( )g  ،L- ، نهاگحم اس

,اهر برای ير     د  : 

.     , ( ) , ( )E L X E L X    
 

)به  ،  AEL و  د نيق اهر تهبم زحهب به   نهاگح   دلهسي  نريد     SEL گ حهل  خهص د  تهبم زحهب  )g    يهن 

)د  توزحم  رغيدر تصه هد )X  اس ن  گ حهلر  د  تهبم زحهبLINEX  ،  به( )X  ح  برردگ هرLINEX- نهاگحم

( )g   اس ، يرههه( )X  برای ير  گ گابطئ   ( ) ( )a X agE e e 
   ر ق دی ن حهل اهر ح  برردگ هر نهاگحم

)  ل  )h X  برای ag
e

   پي ا دیي ، حنی    ag
E h X e



   ب   رط رب د  به احرمهل ح  ر هگة( )h X   ح

ر هگة      به  ، برردگ هر  1( ) ln ( )
a

X h X   ح  برردگ هرLINEX- نهاگحم برای( )g   خواي  بو  د لذا برای

( )g   : اگح  

 

     

 

 

( ), ( ) 1

( ) 1

( ) .

a a X

a a

R e E e aE X

e e aE X

aE X

 

 

 




   

 

 





   

   

  

 

يه برای گسي ب ب  احد  یروگ پس از تنرحف  فهيي  نررح  تصمي  ب   ن هل برردگ هريهی ب يی  يسري  د  حک  از گدش

اس  د  ب  ترتيم  یدر ب   د نور برردگ هر ب يی  )خط  نهاگحم( دگ ا حه نهاگحم برردگ هريهی ي  گ ة ب گدی  و د  در 

حنی  ب  طوگ حکیواخ  حه داگحهنس برادگ هريهی نهاگحم به دمررحد  خهطره د  MREE0 حنی  دگ احنی  ب ررحد برردگ هر ي 

UMRUE1 حه UMVUE3 ب ررحد برادگ هريهی خط  نهاگحم(   حنیBLUE4 )   و ن  

                                                                                                                                
1 Minimum risk equivariant estimator 

2 Uniformly minimum risk unbiased estimator 

3 Uniformly minimum variance unbiased estimator 

4 Best linear unbiased estimator 
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) ر هگة :13-1تعریف  ) X  گا برادگ هر نهاگحم به دمررحد  خهطره ب  طوگ حکیواخ  ) وضن ( برای( )g   هوحی ، يرههه

برای ير    ، ( ) ( )E g  X اگحم  حگر د برای ير برادگ هر نه( )T X  از( )g    ) د برای ير )ح  

 ا ر  به ي      , ,R R T    ،(ن0311)پهگسيهب 

 گ حهلر  د  برای ير )ح (  00-0به  ، تنرحف  SEL گ حهل  خهص د  تهبم زحهب    ا ر  به ي  

   ( ) ( )Var Var T  X X 
يةي    و ن(   LMVUE0)برادگ هريهی نهاگحم به دمررحد داگحهنس ب  طوگ  وضن   حنی    UMVUE یدر ب  تنرحف 

 دی نگا بيهب    UMRUEزحر  رط د و  

به توزحن  از خهنوا ة  Xپذحر رغير تصه ه  گدی هةهی ان ازهح    Xاهر شفه(:-منلی-بلاکول-)قضیة رائو  2-1قضیه 

 :P    دT   ده ل برای  بسی ة  ر هگةح  به   د يمچیيد تهبم زحهب ,L a  برای ير  

)ههه برای ير پهگا رر برادگ پذحر  و ب به  ، رب aثهب   گ  )g   ح ،UMRUE  پهحئحکره بر T  پهگسيهب،  د و   اگ(

 (ن 0311

 

 وردایافتن بهترین برآوردگرهای هم. 2   

دگ ا دگ ا حدد  نور برردگ هر ب يیدد  بدد  نددهک ب ررحد برردگ هر ي برردگ هريددهی ي  گ ةه  ودد د در ب گدی  گ احد بخش بدد

 اهردیي ن يه،  و د    سهزح  د برای گاحر  خو  گا ب  خهنوا ه به پهگا رريهی  کهب از توزحم  

 1: ( ) ( ,..., );c c ng g x c x c c    x 

)1د بر اگ تصه ه   Xيهی خط  گدی هرده ت  حل ,..., )nX XX اگای تهبم چگهل  توأک  

1( ) ( ,..., )nf f x x    x 

1ر هگة نهدگ ای بيشيد ب  روگت  روگت به  ،  گ احد 1( ,..., )T

nY Y Y  خواي  بو  ب  طوگی د  برای ير

1,..., 1i n  ،i i nY X X 1را برای ير ن زح( ,.., )nx x x X  د يرcg  : اگح  

     1 1( ) ( ,..., ) .c n n ng x x x x   Y x Y Y x 

 ن از طرف  حگر اهر برای يراسددددد ، نددهدگ ا تودد  هرده  Yپددس 
1 1( ,..., ), ( ,..., )n n

nx x x x     x x ،

( ) ( )Y x Y x1ههه برای ير ، رب,..., 1i n ،  i n i nx x x x    يي  يراگ    ن n nc x x  ن بیهبراحد

,...,1برای ير  1i n  ،i ix x c   1 د حه 1( ,..., ) ( )n cx c x c g
    x xن 

 ناس ، نهدگ ای بيشيد تو  هرده Yبیهبراحد 

 ندیي تنرحف زحر گا  طرح   يهی  من ، برای هرده 4-0ه اگ حهل  خهص تنرحف  د اسرفهادیوب به تو   ب  هرضيهت بهله 

,...,1ير يمچیيد د  cيرههه برای ير و   حايا   وحی ،هدگ ای  کهن  گا ي    از  برردگ هر :1-2تعریف nx x X، 

 1 1( ,..., ) ( ,..., )n nx c x c x x c     ( ن0111د دسله،   دل) 

                                                                                                                                
1 Locally minimum variance unbiased estimator 
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 رای ب  احد ردددوگت تو ي  در  د  اهتواب به  گ نرر هرهرد  فهيي  برردگ  ناط دگ ای  کهن  گا    ددهيي  برردگ هريهی ي 

)هرک دیي   ) X  حدد  برردگ هر   بدده ددد  دcg    ح  ت  حل  کهن  به ددد ، حنی( )cg c  nx x )د   گ رب  1

=(1,...,1)n1 گ احد روگت  ،) ( ) ( )cg c   nX X c ایبر ح  برردگ هر 1   :خواي  بو ، بیهبراحد 

ˆ ( ),

ˆ ( )c c

 

 



   n

X

X 1
  

 تسهدی از ي   اگح : احد  دد  به د  در ب طرهيد 

)ن ) ( )c c   nX 1 X 

ههه ب ررحد به ددد ، رب SELاهر تهبم زحهب  دگ ای  کهن  نه ي ند   گ تسدددهدی بهله رددد ق دی  گا ي  برردگ هری   ل 

 رح :    گ پيرمد برردگ هر  کلب   دگ ای  کهن  برردگ هر ي 

 

 

1

1

,...,
ˆ .

,...,

n

p

n

f X X d

f X X d

   


  

 


 




 

 ن  اس دگ ای  کهن   في  نريدئ ومو   زحر برای حههرد ب ررحد برردگ هر ي 

1 دیي  بر اگ تصددده ه هرک   : 1-2قضييیية 
( ,..., )

n
X XX هرده  د يددهی بدده پهگا رر  کهب از خددهنوا ة توزحم

),()(د  Xيدده گدی ت دد حددل   aaL  1تهبم زحهب به ددد  د يمچیيد 1
( ,..., )

T

n
Y Y


Y   دi i n

Y X X  ،

1,..., 1i n  دگ ای  کددهن  ن اهر هرک دیي  ددد  برردگ هر ي   برای   خددهطرة  ریددهي  بدده ( , )R      د و

، yد نيق برای ير   ا ر  به  
*

( ) ( ) y y د و   ا ر  به   د  و هگت 

  ( ) ( )E   X y Y = y 

بدده  يیيم   خددهطره د و   اگ  ددد  بدد  ردددوگت   برای  *دگ ای  کددهن  هددهه ب ررحد برردگ هر ي گا  يیيم  دیدد ، رب
* *( ) ( ) ( )   X X Y (  ن0111د دسله،   دل اس) 

 

 :0-1تو  هرضيهت يةيئ  :1-2 نتیجة

الف( اهر          
2

( )a a    ههه ، رب*( ) ( )E    y X Y = yن 

)ب( اهر          )a a    ههه ، رب
*( ) y   يهن ( ) X   تو  توزحم  دددرطX Y = y  د   دل ) يسددد

 (ن  0111دسله، 

ح  ر هگة  Yپي ا دیي ، ب   رط  د     ل  T، اهر برواني  تهبن  از برای  T گ رددوگت د و  ر هگة بسددی ة ده ل 

تواني  به ب  دهگهيری  دددو ن زحرا  گ احد ردددوگت   دگ ا به  يیيم   خهطره سددده ه   دمک  به ددد ، پي ا در ب برردگ هر ي 

)اسرفه ه دیي  د بیهبراحد T( از توزحم غير  رط  از0111يةدديئ بهسو )بهسو،  ) y     اخير گا تو  س    و ن  طلمثهب

 ندیي   هل زحر بيهب   

,...,1دیي  هرک    :1-2 مثال XX n  ح  نمونئ تصدده ه  از توزحم),( 2N  به   د   گ رب  2 د ول د 

)1دگ ای  کهن  نلوک اسدد ن  گاحد رددوگت برردگ هر ي  ,..., )nX X X   بسددی ة ده ل اسدد  د ر هگة نهدگ ای بيشدديد
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Y   ن بیددهبراحد بدده بدد  دددهگهيری يةددديئ بهسدددو اسددد حدد  ر ددهگة دمکX  Y  ردددوگتن ادیوب برای ير تهبم زحهب ب 

 ( , )L a a     د   غير نقدل  اس ،   اًيهحش ح  تهبم اديب  ير ح  از  ؤلف  نس
*( ) 0 y و هگت 

 ( ) ( )E X   y y 

برابر  دگ ای  کهن  به  يیيم   خهطره از دی  د لذا برردگ هر ي گا  يیيم    
*( ) X X    و ن □ 

,...,1دیي  هرک    :2-2 مثال XX n برح ه حدد  نمونئ تصددده ه  از توزحم نمهح   ک
2( , )E    به تهبم چگهل  احرمهل

  شررك زحر به ی : 

; نلوک( 2)ن           2

2

1
{ : }( ) ( )

x

x xf x e I x
 

 

 

 

د   گ  Y ر هگه اسددد ن يمچیيد دگ ای  کددهن  د يمچیيد ح  ر هگة بسدددی ة ده ل برای برردگ هر ي  X)1( گاحد  دده 

X(1)تنرحف   ، ح  ر هگة دمک  اس ن پس ط ق يةيئ بهسو  0-1يةدديئ   Y  د لذا
*( ) ( ) y y  بهح  طوگی تنييد

  و  د  و هگت

 (1)( ) ( )E X   y y 

 ب  روگت دگ ای  کهن  ب ررحد برردگ هر ي  SELگا  يیيم  دی ن بیهبراحد تو  
2

(1) (1) (1)( )
n

X E X X    

 روگتب   AELد تو  
2 ln2

(1) (1) (1)( )
n

X med X X    

 □  و ننو ر    

 

,....,1دیي  هرک    :3-2 مثيال XX n   ح  نمونئ تصددده ه  از توزحم حکیواخ 2 2

1 1

2 2
,U  

 

    2به ددد  د   گ رب 

(1) دیي  نلوک اس ن اخريهگ    ( )

2
( )

nX X



X  د سپس( y)    دیي  د گا طوگی پي ا 

 ( ) ( )E      X y Y = y 

)گا  يیيم  دی ن توزحم  ددرط   ) X Y = y هاس از طرحق تفهضددل ( ) (1)( 2,..., ); ii n X X    بy  بسددرگ  پي ا

دی ن از طرف  حگر به اسرفه ه از يةيئ بهسو ر هگة بسی ة ده ل    )()1( , nXXT   د ر هگة دمک 

( ) (1)

( ) (1)

, 2,..., 1
i

i

n

X X
Z i n

X X


  


 

ن بیهبراحد توزحم  ددرط  يسددری  از ي   سددرال
( ) (1)( ) iX X X   نه ل توزحم  رط 

( ) (1)( ) ,n iX X Z X 

 نه ل توزحم  دددرط  ، Tيه دiZخواي  بو  د  به تو   ب  اسدددرالهل 
( ) (1)( ) nV X X  X  خواي  بو  د  احد

)توزحم حول رددفر  راهگب اسدد  د لذا  1 ) ( )

2
( )

nX X



X  دگ ای  کهن  به  يیيم   خهطره برای ح  برردگ هر ي  نيسدد 

□   
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دگ ای ي  ر هگةپر ازح ن ب  طوگ  ددد و ی اهر دگ ا   ا د ي احد بخش ب  اسدددرالهل تصددده ه  ح  تهبم نهدگ انر هی  گ        

( )T X  بسدددی ه به ددد ،  ددده ل تمهک اطلهوهتX    دمک   ر هگةتواب گا م ب  اسدددرالهل رب از  گبهگه پهگا رر اسددد  د لذا

( )U X اني  اهر رگ  ن اگ  ردددو   در ن از طرف  حگر   د  توزحنش ب  پهگا رر بسددد ( )U X  ح  تهبم نهدگ ا ازX 

انراهل  ومل دی ،  ب  طوگ گدی هةدددهی پهگا رر  بدده ددد ، توزحم رب حدد  تددهبم نهدگ ا از پهگا رر خواي  بو  د اهر هرده 

( )U X   دمک  اسدد ن به تو   ب  احد د( )U X   نهدگ اسدد  اهر د تی ه اهر تهبن  از نهدگ ای بيشدديد به دد ، پيشددی ه

)نهدگ ای بيشيد از  ر هگة و  د     )T X سرال اس ن  

)دیی  د تهبم ومل    Yد  X گدی د  يهی رک دیي  هردهه: 2-2 قضييیة , )g x gx  ازY   بY 

:تهبم  د يمچیيد  ومددل دی  Yبدد  طوگ انراددهل  گدی  پددذحر بدده ددد  د اندد ازه X Y د تهبم  دگ اپذحر د ي ان ازه

:h X Z ير تصددده ه  نهدگ ا به ددد ن برای  رغ  نسددد دد  ب  هردهپددذحر د اندد ازهXX توزحم به oP    يراگ  يي

( )Y X  د( )Z h X   د هرک دیي( )X   خهنوا ةبسدددی ه برای  ر هگةح { : }ogP g يهی گدی از توزحم

X  برای  به  ن بیهبراحد ديرg ،X   اگای توزحم ogP ، ههه رب اسY Z  ،(ن0113)احروب 

}ب  طوگ انراهل  گدی  از احد د   : }ogP g    دی  د ومل( )Z h X ،توزحم  ،سدد ا نهدگ ا نسدد   ب  هرده

)( حکسددهب اسدد  د لذا g)برای ير  ogPرب تو  ير  )Z h X بهسددو از  يةدديئن بیهبراحد ط ق اسدد دمک   ر هگة

دگ اح  بهسددو به ي  يةدديئهرک ده ل بو ب برای بريراگی  1-1 يةدديئ ددو ن  گ ده ل نريد     بسددی ة ر هگةاسددرالهل رب از 

  ه   ه اس ن ب ه

اهر : 0-2 مثال
1

, ...,
n

X X  ح  نمونئ تصدده ه  از توزحم
2

( , )N   (   0د   نه نلوک( به دد ن به  گ نرر

)هرهرد ومل هرده , )a b x ax b  بسددی ة ر هگة ( ) ( , )X S X   2د   گ رب  اس دگ ا ي 2

1
( )

n

ii
S X X


 ، 

زحرا  ( , ) ( , )( , )a X a Sb b X  ر هگةن 
1( ) ( ( )) X X

S
h X X X    

 زحرا ،نهدگ ای بيشيد اس 

  1 1
( , ) ( , ) ( , )( ( )) ( ( )) ( )a b X a b a bh X X X X h X  

   

د يمچیيد اهر  
1 1( ( )) ( ( ))X X Y Y   ،ههه رب

1
[ ( )( ( )) ]Y Y X X 


  د لذاX  دY  گ ح    اگ حکسدددهب 

)هدگ ا   ل يراگ  اگن ن به تو   ب  انراهل  بو ب هرده ير تهبم ن )h X  د   گ احد   هل خهص به تو   ب  احد  يسددد دمک  نيق

)دگ ای ي  بسددی ة  ر هگةد   )X نهدگ ای  ر هگةاسرالهل رب از  يسدد ، ده ل نيق( )h X  د  دمک  نيق يس  داضح اس ن

)تر به ن ا رد هرک ده ل بو ب  گ حهل  دل  1-1 يةدديئاحس دل  به تو   ب  بريراگی  ددر )X  د دمک  بو ب( )h X  نيق

 □ نهدگ ا نريد  بگيرح ن ر هگةدگ ا گا از ح  ي  بسی ة  ر هگةتوانسري  اسرالهل 

}اهل  گدی ب  طوگ انر از احد د   :2-2 نتیجه : }ogP g    دی  د ومل( )Z h Xنهدگ ا  ، نسددد   ب  هرده 

)( حکسددهب اس  د لذا g)برای يرogPسدد  توزحم رب تو  ير ا )Z h X يةيئن بیهبراحد ط ق اس مک  ر هگة د 

بهسددو به  يةدديئهرک ده ل بو ب برای بريراگی  1-1 يةدديئ ددو ن  گ ده ل نريد     بسددی ة بهسددو از اسددرالهل رب از ر هگة 

  ه   ه اس نب نهدگ اح   ه
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 (UMRUEبه دست آوردن برآوردگرهای نااریب با کمترین مخاطره یکنواخت)  .3

 بخشدگ ا  و د  در ح ن  گ احد برردگ هريهی ي  گ ة برردگ هريددهی ب يی  خو  گا ب  برای بدد   سددد  ردگ ب  1 گ بخش 

 دیي ن خواص ب يیدد   ردد ادل  گ  يددهب برردگ هريددهی نددهاگحددم و هگتی  ازبرردگ هريددهی نددهاگحددم  ودد د     گ ة خو  گا بدد  

هاگحم به دمررحد داگحهنس ب  طوگ برادگ هريهی ن ،(UMVUEبرادگ هريددهی نددهاگحددم بدده دمررحد داگحددهنس ب  طوگ حکیواخ  )

ب ررحد برادگ هريهی  د( UMRUEبرادگ هريددهی نددهاگحددم بدده دمررحد  خهطره ب  طوگ حکیواخ  ) ،(LMVUE وضدددن  )

 و  د   گ بخش  یر      UMVUEحهل اهر تهبم زحهب  ربم خطه به دد ،  سئل  ب  پي ا در ب ن (BLUEخط  نهاگحم )

 ددو ، د   گ احد بخش    در ی UMRUEتهبم زحهب دل  به دد ،  سددئل  ب  پي ا در ب  پر ازح ن  گحهلر  د ب  رب    4

-بلهدول-دیي ن به ب  دهگهيری يةددديئ گا و(  و د    LINEXتو  تهبم زحهب نمهح  خط  ) UMRUEخو  گا بدد  حههرد 

)برردگ پذحر -LINEXتواب برای ير پهگا رر (   1110 ددف  )دسددله د برهر، - دل  )g    برردگLINEX- نهاگحم حکره به

)د  ح  ر هگة بسددی ة ده ل برای  Tدمررحد  خهطره ب   سدد  ردگ ، ب  احد رددوگت د  اهر )h T   به دد   ر هگةح     

د  برای ير   ،  ( )( ) agE h T e 

 ههه ، رب* 1( ) ln ( )
a

T h T  ،UMRUE  پهگا رر( )g   اس  )پهگسيهب

 پر ازح نيهح   گ احد ز يی    (ن حهل ب  ذدر   هل1110د در هن ، 

nX,...,1دیي  هرک    :1-3مثال X  یف   ح  نمونئ تصه ه  از توزحم نمهح ( , )E   :  به تهبم چگهل  زحر به 

 
1 1

, :
( ) exp( ( )) ( )

x x
f x x I x    




   

 اني  گا پي ا دیي ن    پهگا رر  UMRUEخوايي  پهگا رريهی نه نلوک يسری ن    د  د   (1) ,X S  ح  ر هگة

)بسی ة ده ل برای  , )   اس  د   گ رب
( 1 )1

( )
n

ii
S X X


   (1)ن از طرف  حگر از احد دX  اگای توزحم 

( , )E n      هيرح  اس ، نريد 

   
(1), (1)1 1/ exp( ) / ( ) .a

XE a n aX a n M a e 
         

2S   ب  احد د يمچیيد به تو    2 اگای توزحم

2( 1)n   ، اسS   د  اس دمک( ) ( 1)E S n


   ن لذا به تو   ب

 ) يةيئ بهسو(  اگح : Sد X(1)اسرالهل 

(1)
(1)

ln 1
( 1)

, , , 1
( 1) 1

(1 ) .

aS aaX
aXn n aaS

n n a n

e
E e E e E a n e




     




 
  

  
 

 
    

 
 

0a ) ب   رط پهگا رر UMRUEبیهبراحد   : برابر  ا اگ زحر اس ) 

* 1
( 1 )

( 1)
( ) ln 1

a

aS

n n
X X



 
   

 
 

 رح : د تهبم  خهطرة احد برردگ هر ب  روگت زحر ب   س    

* 1
(1)

( 1)
( , ) ln 1 .

a

aS

n n
R aE X  



  
      

  
 

nX,...,1 دیي هرک    :2-3 مثال X  ح  نمونئ تصه ه  از توزحم نمهح  به  يهنگيد    خوايي  به  نUMRUE 

T اني  گا پي ا دیي ن    پهگا رر  nX  ح  ر هگة بسی ة ده ل برای   روگتاس ن به  گ نرر هرهرد تهبم بسل ب 
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2 2

20
( ) / !

k
x

k
J x k




 

0برای ير    : اگح  

     
2 2

1 10 0
(2 ) ( ) / ! !/ ! .k k k k a

k k
E J aX a E X k a k k e 
  

 

 
    

2)1  اه حر ر هگة بو ب       ب  به تو    )J aX ،    برردگ هرتواب هف LINEX-0 )ب   رط  نهاگحمa )  برابر به 

 1
1 1( ) ln (2 )

a
X J aX  

0a )د  پهگا رر    UMRUEاس ، بیهبراحد ب  روگت ) 

 * 1
1( ) ln (2 )

a
T E J aX T  

 
 

1Uرح ن از طرف  حگر چوب ر هگة ب   س     X T  1) اگای توزحم 1),Beta n   اس ، توزحمU ب  پهگا رر  د ول 

  :ن بیهبراحديسری   سرال Tد Uر هگة دمک  اس ( د لذا ط ق يةيئ بهسو  Uبسرگ  ن اگ  )

 

 

 

 

 

1

1

1 2
2

2
00

1
2

2 0
0

2
0

0

( ) ( 2 )

( 2 )

( 2 )

( )
( 1)(1 )

!

( )
( 1) (1 )

!

( ) ( 1) ( 1)
( 1)

( )!

( ) ( )
( )

( ) !

k
n

k

k
k n

k

k

k

k

n

k

g T E J aX T

aX
E J T T

T

E J aUT

auT
n u du

k

aT
n u u du

k

aT n k
n

n kk

n aT
H aT

n k k





















 
   

 



  

  

   
 

 


 

 



 




 

 ب  روگت زحر تنرحف   ه اس : H(.) د   گ رب تهبم

0

( )
( ) .

( ) !

k

k

H
k k



 











 
 

0a)ب   رط  پهگا رر  UMRUEبیهبراحد      رح :( ب  روگت زحر ب   س 
* 1 1( ) ln ( ) ln ( ).na a

T g T H aT   

0aحهل اهر   به  ، به  گ نرر هرهرد تهبم بسل 

   
2 2

20
( ) ( 1) / !

kk x

k
I x k




  

  و  د ب  سه ه  ثهب    

 1
1ln (2 )

a
I aX 

0a )ب   رط  نهاگحم-LINEXح  برردگ هر  : اس  د ب  طوگ  شهب   اگح ) 
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0

( ) ( )
( ) (2 ) ( )

( ) !

k

n

k

n aT
h T E I aUT H aT

n k k





 
   

 
 

 د بیهبراحد 

** 1( ) ln ( )na
T H aT   

0a)ب   رط  پهگا رر  UMRUEح   اس ن )□ 

nX,...,1دیي  هرک    :3-3 مثال X   ح  نمونئ تصه هn(  5تهحn  از توزحم )
2( , )N    به  ، د   گ رب

 اني  د  گا پي ا دیي ن    2پهگا رر UMRUEخوايي  نه نلوک يسری ن    2 د ير  د پهگا رر 
2( , )X S   ح

 ة ده ل برای ر هگة بسی
2( , )   2اس  د 2

1
( )ii

S X X



   21 اگای توزحم

2
( ,2 )n   2حه يمهب 2

1n   

  تواب نشهب  ا  د يهی ي ل  ب  گاحر    اس ن  شهب    هل

1

2

21
2

ln ( )n

a
a

H  

0a )ب   رط 2پهگا رر  UMRUE  ح     0( اس ن برای حهلa   1از احد د  برای ير,...,i n: 
2 2( ) ( ) exp( 2)i

i

tX

XM t E e t t    

  اگح :
2 2

1 2 1 2 1 2
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .t

X X X X X XM t M t M t M t M t e
     

حهل به انرخهب 
1

2

1 2( ) ( )h X a X X


  و  د  برای ير ايق   ب  سه ه  تو  2د : 

1 2
2

2
1 2 1 2

( )

,
( ) ( )ah X a

X X X XE e M a a M a e 

 



 
     

 

)حنی   )h X  ح  برردگ هرLINEX- 2نهاگحم  0)ب   ددرطa بلهدول-يئ گا و( اسدد ن  گ نريد  به ب  دهگهيری يةدد-

2 ددف  د به اخريهگ در ب - دل  ( ) 2( ) ( , )ah Xg S E e X S 
 

 ،21 ln ( )
a

g S   حUMRUE  2برای پهگا رر   ب (

0a رط   ،ن0311( اس  )پهگسيهب)□ 

 

 (UMVUEور یکنواخت)یافتن برآوردگرهای نااریب با کمترین واریانس به ط .0

گا ب  برردگ هريهی نهاگحم  و د  دیي  د تهبم زحهب  ربم خطه به ددد ،  گ هاهر برای بدد   سددد  ردگ ب برردگ هريهی ب يی  

 3 دددو ن يمهنی  بخش (  یر     UMVUE سدددئل  ب  پي ا در ب برردگ هر نهاگحم به دمررحد داگحهنس ب  طوگ حکیواخ  )

توان   في  به دد ن يه   UMVUEر هگة دمک  د ب  دهگ هيری يةدديئ بهسددو  گ پي ا در ب اسددرالهل ر هگة بسددی ة ده ل از 

يه به دد ن ولهده بر UMVUEتوان  ابقاگ  یهسدد   برای پي ا در ب (   1110 ددف  )دسددله د برهر، - دل -بلهدول-يةدديئ گا و

تواب ب  ي ف  وگ  ه اس  نيق   (  طرح  دد 0191روب د  وگحس )ح( د ا0191رب از  د گدش  حگر د  توسددس سدد  د داگ  )

 ف   گ - دل -بلهدول-پر ازح ن برای  ح ب دهگبر  يةدديئ گا ونرر گسددي ن  گ پهحهب احد بخش ب   اهحسدد  احد  د گدش نيق   

 پر ازح نيه ب    هل زحر   UMVUEپي ا در ب 

,...,1دیي  هرک   : 1-0 مثال XX n   ح  نمونئ تصدده هn تهح  از توزحم
2( , )LN   به دد  د  ير  د پهگا رر 

 ب  روگت زحر يهبل  وهس   اس :از توزحم بهله  X يهنگيد د داگحهنس  رغير تصه ه   بیه براحدن يسری   د ول 2د
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                     (0                                           )  2

2

2

,
( ) ,E X e 

 
    

 (1)                                        
2 2

2

2 2

,
( ) 1 .Var X e e  

 
     

iiت  حل ،  يوة  نمول اسرفه ه از 2د برای  وهسدد   برردگ   XY ln ،ni ,...,1 توزحم  به),( 2N   اس   د

),(يه  اگای توزحم iYدیي   ددو ن پس هرک   به احد ت  حل  سددئل  ب  برردگ  پهگا رريهی توزحم نر هل  یدر    2N 

)2يه بريراگ به دد ن ب  دضوح ( برای رب1( د )0)يسددری  ب  طوگی د  گدابس  , )YY S ک ده ل برای أر هگة بسی ة تو),( 2 

2د   گ رب  يس  2

1
( )

n

Y ii
S Y Y


 ن  (  برادگ هر ح اد ر  گسریمهحMLE 0 )  برای د

2   زحر اس : روگتب 

 

    

2

2 2 2

ˆ exp / 2 ,

ˆ exp 2 / exp / 1

Y

Y Y

Y S n

Y S n S n





 

  
 

د  برای ب  ترتيم د  ير  د
2  :اگحم يسری ، زحرا 

  
( 1) 2

2 21 1
2

ˆ( ) exp 1 ,
n

n
n n

E    
 

   

 
 

22 1 1

2 2 2 24 22 2

2

exp ( 1)
ˆ( ) (1 ) (1 ) .

exp 1

n n
n

n n
E


   



 
   

    
  

 

 ( به تنرحف سری زحر:0144هيی  )
22 3( 1)1( ) 1 ...

1 2! ( 1)( 3) 3!
nt tnf t t

n n n
    

  
 

MLE برای د
2 : گا ب  روگت زحر سه ه در 

 

      

21
2

2 2 22 2
( 1)

ˆ exp( ) ,

ˆ exp 2

Yn

n
Y Yn n n

Y f S

Y f S f S



 




 
 

د د  برای
2 ددف  - دل -بلهدول-گا ود لذا به تو   ب  يةدديئ  يسددری  نهاگحم  ،̂ 2د̂  ب  ترتيمUMVUE  برای  د

2  وگترددد ت  حلهت  رنه   ح   ددف  - دل -بلهدول-گا وخوايي  به اسددرفه ه از يةدديئ بهسددو د يةدديئ ن ادیوب   يسددری 

د پهگا رريهی UMVUEانرگرال  برای 
2  ب   س  ردگح. 

 از احد د  2, YSY  برای  توأکر هگة بسدددی ة ده ل),( 2  د)exp( nY برای  ح  برردگ هر نهاگحم    ، تواب به اسددد

)exp}2هره  د   بلهدول نريد -اسددرفه ه از يةدديئ گا و ) , }n YE Y Y S   حUMVUE  برای  اسدد ن حهل اهر اخريهگ

 دیي 

1n n
n

Y

Y Y
U

S



  

 ب  روگت زحر اس :  U و  د  تهبم چگهل   رنه   يلمرت ب  سه ه  نريد     به اسرفه ه از ت  حل

 

4

2 2

21
2 2

1
( ) (1 ) ; 1 1

,

n

U n
f u u u

B




    

 

                                                                                                                                
1 Maximum likelihood estimator 
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 د  گ نريد  Uبیهبراحد به تو   ب  يةيئ بهسو ح  ر هگة دمک  اس ن Uد  بسرگ  ب  پهگا رر  د ول ن اگ  د لذا 

( )n YY Y S  از 2, YSY  :سرال اس  د لذا  

 

 (3)          

 

    
  

2

2

2 21

1

ˆ exp( ) ,

exp ,

exp( ) , exp ,

exp( ) exp .

n Y

n
Y Y

Y

n
Y Y Yn

n
Yn

E Y Y S

Y Y
E Y S Y S

S

E Y Y S E S U Y S

Y E S U









   
   

   

 

 

   

 ( به اندهک  وهس هت   ا اگ بهله گا ب  روگت زحر سه ه در :0111 د )

(4) 

 
 

4
1

21 2

1 2 1
2 2

exp( )ˆ exp (1 )
,

n

n
Ynn

Y
S u u du

B






 
   

 UMVUE(  گ يمهب  اهل  ب  سه ه   نه ل بو ب 0111اس ن ال ر   د )  انرگرال  برای روگتب   UMVUEد  ح  

  دی ن( گا اث هت   3) سری روگت( د 4) انرگرال  گتروبهله حنی   روگتب   د 

د   ادیوب به تو   ب  احد 1exp(2 ) expn n nY Y Y   ح  برردگ هر نهاگحم برای 
2  گا واسدد ، به اسددرفه ه از يةدديئ-

 برای UMVUEتواب نريد  هره  د     ف  - دل -بلهدول
2 زحر اس : ب  روگت 

(1) 

 122 2ˆ , .n n nY Y Y

YE e e Y S   

 پهگا رر UMVUEادیوب  شهب  به يسم  ي ل، 
2    دیي گا پي ا: 

    
  

 
 

2 21

1

4
1

21 2

21 1
2 2

exp(2 ) , exp 2 2 ,

exp(2 ) exp 2

exp(2 )
exp 2 (1 ) .

,

n
n Y Y Yn

n
Yn

n

n
Ynn

E Y Y S E Y S U Y S

Y E S U

Y
S u u du

B









 

 

 

  
 

)1از طرف  حگر به تو   ب  يةيئ بهسو، ر هگة دمک   2 )n n YV Y Y Y S   از Y دYS :سرال اس ، لذا  

    
 

   

2 2

1

4
1

2( 2) 2 2

21 1
2 2

exp , exp(2 ) exp( ) ,

exp(2 ) exp( )

exp(2 )
exp (1 ) .

,

n n Y Y Y

Y

n
n

Ynn

E Y Y Y S Y E S V Y S

Y E S V

Y
S v v dv

B






 

 



 
 

 به د  در ب طرهيد  د گابطئ اخير  اگح :

(9) 
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2( 2)1
42 1 22 2 2

1 2 1
2 2

e
ˆ e (1 )

,

nn
n nY Y

nY
S v S v

n
e v dv

B







 

 
 
 

  
   

برای (9) انرگرال  روگتب   UMVUE ح  2̂د بیهبراحد
2  سری ب   س  ر  ه  روگتبرابر ، د  ب  طوگ  شهب  يس

  □ نيس ( 1 گگابطئ )

 نپر ازح (   0191ادیوب ب  بيهب يةيئ س  د داگ  )

ر هگة   Tدیي هيرح  د هرک   گا  گ نرر    zF)(به  اه حر حايا  د به تهبم توزحم Z رغير تصددده ه  :1-0قضييیية

),(به  ن تهبم بسی ة ده ل برای  tzV    هيرح :دی  گا  گ نرر   د   گ  راحس زحر ر ق 

),((الف tzV   برای ير  ا اگ ثهب   ؤلفئنس   ب( ادلtح  تهبم ادي )ًرنو ی اس ن  ا 

)(ب , )U V Z T ح  ر هگة دمک  به تهبم توزحم( )H u اس ن 

) برای UMVUEروگت   گ احد )F z ب  روگت  ),( TzVH  ، (ن  0191خواي  بو  )س  د داگ 

}د   ن يمچیيد به تو   ب  احديسددری  سددرال  Uد T به اسددرفه ه از يةدديئ بهسددو اثبات: : }( )z Z zI z  ح  برردگ هر

ب  روگت زحر ب   س   zF)( برای UMVUE ، ف - دل -بلهدول-اسدد ، به ب  دهگهيری يةيئ گا و zF)( نهاگحم برای

 رح :  

 

 

 

 

{ : }

( )

( )

( , ) ( , )

( , )

( , ) .

z Z z

T U

E I z T t P Z z T t

P V z T V z T T t

P U V z t

H V z t





     

  

 

 

 

nX,...,1 دیي هرک    :2-0 مثال X  3به ان ازه  ح  نمونئ تصه هn  از توزحم ),( 2N   به   د  د

0    خوايي  برای ن)( 1, 2 xXP 


 فوگزنيک (، لي ر د د0111ف )دگودولموه  ا دیي نپي UMVUEح   

 يهح  اگا    ا ن ن(، برای حل احد  سئل  گدش0194( د بهسو )0190د يمچیيد بهگتوب ) (0111)

2اهر يراگ  يي  2

1
( )

n

ii
S X X


  ،هههرب( , )T X S  ر هگة بسدددی ة ده ل برای),( 2  چیيدد يم يسددد 

1( )U X X S   0-4ح  ر هگة دمک  اسددد ، لذا به اسدددرفه ه از يةددديئ ،UMVUE 2برای,
( )F x

 
 ب  ردددوگت 

 ( )H x X S    دددو  ددد  ا ه H تددهبم توزحم دیددهگیU  هل دیهگید تهبم چگهل  احرم اسدددU   گ درهب گا و 

 دی : ( ب   س  ر  ه اس ن گا و برای احد  یروگ تنرحف   313، رفوئ0193)

.
1

n
V U

n



 

  اگای تهبم چگهل  احرمهل زحر اس : V بیهبراحد 
4

2 2( ) (1 ) ; 1
n

Vf v k v v


   

,2برای  UMVUEد  گ نريد  
( )F x

 
 برابر اس  به  

1 ن□

1
( )

n x X

n S
Vf v dv
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nX,....,1دیي  هرک    :3-0 مثيال X  2ح  نمونئ تصددده ه  به ان ازهn  از توزحم داح ل( , )W p    به تهبم چگهل

 زحر به  : 

 1( ) exp / ; 0 , 0
p p pf x x x x 

    
 

0pب  طوگی د      نلوک اس ن  گ احد حهل 
1

n p

ii
T X


  برای بسی ة ده ل ر هگة  خواي  بو ن يمچیيد از احد

Ppد  

n XX )ح  نمونئ تصه ه  از توزحم نمهح   ,...,1 )E   1يسری ، بیهبراحد /pU X T  اگای توزحم 

)1,1( nBeta  اس ، لذاU  1ح  ر هگة دمک  به تهبم توزحم( ) 1 (1 )nF u u     ب  يةيئ  بیهبراحد به تو   اس ن 

4-0، UMVUE  برای 

1 1( ) ( )p pP X x P X x    

   به:برابر اس
11 (1 / )

( )
0 .

p n p

p

x T T x
k T

T x

   
 


 

 برای UMVUEخواي     د  E)(به  ، توزحم داح ل برابر توزحم نمهح   1p گ حهل  خهص د  

1( ) 1 exp( / )P X x x     

xTب   رط احد د    به   برابر 
1

1 1

n
x

T



 
  
 

 

 □ اي  بو نخو

 

,...,1دیي  هرک    :0-0 مثال XX n  ح  نمونئ تصه ه  از توزحم( , )  :  به تهبم چگهل  زحر به ، 

0 ; , 0x       / 11

( )
( ) xf x e x

 
  

 


 

 نلوک اسددد ،  گ احد ردددوگت   ددد   گ رب 


n

i iXT
1

 چوب توزحم  اسددد  د  ر ددهگة بسدددیدد ة ددده ددل برای  

1 /U X T    حنی  )1(, nB  ب  پهگا رر  د ول  بسددرگ  ن اگ ، لذاU  بیهبراحد  نح  ر هگة دمک  اسدد

1/0به هرک احد د   0-4ز يةيئ به اسرفه ه ا  tx ،UMVUE  برای xXP 1  :برابر اس  به 

.□
  

/
1 ( 1 ) 11

,( 1 ) 0
(1 )

x T
n

B n
y y dy 

 

  




 

يه يهی  خرلف د  حک  از پهگا رريه د حه ير  د رب( برای توزحم نمددهح   د پددهگا رری  گ حددهل 0191سددد  د داگ  )يمچیيد 

 ان نپي ا در ه UMVUEدر   ه  د ول به ی  ب  گدش ذ

ای گا  طرح در ن ن گدش يةي  0-4 شهب  يةيئ  UMVUE( ب   یروگ تسدد يل  گ ب   س  ردگ ب 0191د  وگحس ) احروب

دهگ ب  احد رددوگت اسدد  د  اهر ح  برردگ هر نهاگحم از ح  پهگا رر گا برواب ب  روگت تهبن  از ر هگة بسی ة ده ل د ح  ر هگة 

تواب ب  رددوگت ا ي  گحهضدد  يمهب تهبم نو دد  د   گ رب ا ي  گحهضدد  بر پهگا رر گا    UMVUEههه رب دمک  بيهب در ،

رح ن بیهبراحد چوب به تو   ب  يةدديئ بهسددو ر هگة بسددی ة ده ل از ر هگة دمک  حسددم توزحم دیهگی ر هگة دمک  ب   سدد    

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 m

m
r.

kh
u.

ac
.ir

 o
n 

20
24

-0
4-

23
 ]

 

                            18 / 21

https://mmr.khu.ac.ir/article-1-3053-en.html


 
 

 1041ل، ۀ او، شمارهشتم دورۀ ،های ریاضیپژوهش          

 

 

145 

پر ازح  (   0191د  وگحس ) احروبب  بيهب يةيئ ييچ ناش  ن اگ ن ادیوب  UMVUE سددرال اس ، احد ر هگه  گ  وهس ئ 

   ن و د   گ اث هت رب ب  طوگ  سراي  از يةيئ بهسو اسرفه ه   

) دیي هرک    :2-0 قضييیة ) ( , )h W T UX ح  برردگ هر نهاگحم برای پهگا رر)(  به دد  د دير  دT  ر هگة

 برابر اس  به:  )(برای  UMVUEح  ر هگة دمک  به  ن  گ احد روگت  Uد ی ة ده ل برایبس

 *( ) ( , )UT E W T U  

 (ن0191د  وگحس،  احروب) يس  Uا ي  گحهض  بر حسم توزحم دیهگی  UE  گ رب د 

برای  UMVUE ، ف - دل -بلهدول-ن پس ب  دم  يةيئ گا ويسری  سرال  Uد  Tبه اسددرفه ه از يةدديئ بهسو  اثبات:

)( به:  اس  برابر 

   

 

 
*

( )

( ) ( , )

( , )

( , )

( ) .

U

T U

E h T t E W T U T t

E W t U T t

E W t U

t



  

 





X

 

 گ نرر هرهر  بو ن  حنی  د و  ح   0-4(  گ يةيئ 0191هرض  د  س  د داگ  ) 1-4(  گ يةيئ 0191د  وگحس ) روباح

),(تهبم  tzV  د  برای ير  ا اگ ثهبt  يه ح  برردگ هر نهاگحم د ان ، بلک  ربادل نهنقدل  به   گا لهزک ن انسر   ؤلفئگدی 

( از نرر 0191ان  د  احد دهگ نس   ب  گدش س  د داگ  )تهبن  از ر هگة بسی ة ده ل د ر هگة دمک  به   گا  گ نرر هرهر 

 يهی گد  د  یدر ب  دهگبريهی نهدگ ا ب  دهگ   هير ن ب  طوگ نمون   وگ  اخير  گ ز يیئ هردهدهگبر  بيشرر  وگ  اسرفه ه يراگ   

 يميد بخش ب  رب ا هگه   ه اس ن 1-4د   گ   هل هر     ف دگورغيره از نريدئ دولموه هل    ه ل تنمي  چی   

 

 ینتیجه گیر .6

د  ب  )دگ ا حه نهاگحم برردگ هريهی ي گ ة برردگ هريه ب   گ ة برای پي ا در ب برردگ هريهی ب يی  از گدش  و د  در ب 

اسرالهل ر هگة بسی ة ده ل از ر هگة  (، و اگحم به دمررحد  خهطره   دگ ا د برردگ هر نهترتيم  یدر ب  ب ررحد برردگ هر ي 

رده ه بهتر در ب  وهس هت گاه هشه به  ن دل   گ برخ   سه ل ر هگی توان   گ سه هدمک  د ب  دهگهيری يةيئ بهسو   

د حهل  ب   هی اسرفه ه از يةيئ دگ ا اسرفه ه در  د  گ احتواب ب   هی ر هگة بسی ة ده ل از تهبم ي    ،ت  حلهت انراهل 

تواب نريد  هره ن  گ احد حهل  هرک ده ل بو ب برای بريراگی دگ ا گا   ي  بسی ة اسرالهل ح  تهبم نهدگ ا د ح  تهبم  ،بهسو

و م   ه   ه اس ن لهزک ب  حه ردگی اس  د  انراهل  بو ب هرده  بدگ اح  د انراهل  بو ب هرده ت  حلهت  هبهسو به ي  يةيئ

  هگةرتوان  اسرالهل رب از ح  بسی ه نيق    ر هگة و  ير تهبم نهدگ ا دمک  نيق به  ، دل  به احد حهل ده ل ن و ب ح    

هسو احد ب يةيئ ،دگ ا نيق به  ده ل، ي  بسی ة ر هگةنهدگ ا گا نريد   ي ن داضح اس  د   گ حهلر  د  هرده ت  حلهت انراهل  د 

 سی ةب ر هگةد ب  احد روگت يهبل ارلهح اس  د  اهر  گ ح   يس  ي ن وکس احد  طلم يمواگه رويح ن ح ههه گا نريد    

دمک   تواب ر هگةدگ ا نيق به   لقد   ن اگ  ير ر هگة دمک  از رب  سرال به   بلک    ده ل نس   ب  ح  هرده انراهل  ي 

دگ ای  ا ه   ه  سرال به  ن به پي ا در ب  راحط  د  ح  ر هگة ده ل ي بسی ة  ر هگةد  نهدگ ا نيق به   پي ا در  د  از 
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ل  نيهز ب  ئال ر  احد  س  و نبهسو نريد     يةيئتواب احد نرهحج گا هسررش  ا  د   گ احد حهل  دمک ، نهدگ ا نيق به     

 برگس  د تواياهت بيشرری  اگ  د ا ي  اس   وااهب  گ پيش ر  د تنمي  رب دو ه به ی ن
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