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 ژئودزیکی در فضای فینسلری ۀبررسی تبدیلات حافظ دایر

 

 ، بهمن رضاییصابرعلی سادات سمانه

 ، گروه ریاضیعلوم ۀدانشکد ،ارومیه دانشگاه

  08/10/99پذیرش:                     13/12/99دریافت:  

 چکیده
:𝐹صورت   به βفرمی  1−و  αمهم از مترهای فینسلری هستند که توسط یک متر ریمانی  ردهمترهای راندرز یک  = 𝛼 + 𝛽 عریف ت

کنیم العه شده است، همچنین اثبات میژئودزیکی در فضای راندرزی مطۀ های تبدیلات حافظ دایرویژگیدر این مقاله  می شود.

یم که دهدر ادامه نشان می. استیک تبدیل حافظ دایره ژئودزیکی در یک فضای اینشتینی ضعیف که یک تبدیل همدیس 

 .است ضعیف برقرارایزوتروپیک مشابهی برای مترهای راندرز با انحنای پرچمی ایزوتروپیک ضعیف و با انحنای بروالد  نتیجۀ

 پرچمی ایزوتروپیک، انحنای بروالد میانگین ی، متر فینسلر، انحنایژئودزیک ۀتبدیل حافظ دایر :های کلیدیواژه

 مقدمه

ستفاده و این مفهوم با ا استژئودزیکی یک خط راست یا یک دایره با شعاع مثبت متناهی  ۀدر یک فضای اقلیدسی یک دایر

است  ژئودزیکی تبدیلی ۀریمان یک تبدیل حافظ دایر ۀدر هندس شود.ریمانی توسیع داده می هندسۀاز التصاق لوی چویتا به 

. استهمدیس هندسه ریمان اثبات کرد که هر دیفئمورفیسم حافظ دایره، در  0وگلکند. های ژئودزیکی را حفظ میکه دایره

:fهمدیسر گرفته، یک دیفئومورفیسم ا در نظر (M,g)منیفلدهای نیمه ریمانی  (M,g) → (M̅,g̅) ه این معنی است که ب

f ∗g̅  یک مضرب اسکالر مثبتی ازg گاه اگر این مضرب اسکالر ثابت باشد آن. استf یانو 0900در سال  .[6است ] متجانس

ک سری ژئودزیکی در ی ۀحافظ دایرتبدیلات ژئودزیکی منیفلدهای ریمانی را معرفی کرد و نظریه هندسه  ۀتبدیلات حافظ دایر

ژئودزیکی در هندسه ریمان، مانند هندسه فینسلر، یک منحنی است که  ۀیک دایر. [0] از مقالات توسط یانو توسعه داده شد

و به طور معادل منحنی است که انحنای آن ثابت و بدون تاب  استصفر  k2ثابت و انحنای دوم آن  k1انحنای اول فرنه آن 

ش ژئودزیکی نق ۀدایر های بین معنای هندسی و نتایج معروف روی تغییرات تصویری و تغییرات حافظشباهت .[9] می باشد

 مهمی در توسعه و پیشرفت هندسه ریمانی داشته است.

𝑉فرض کنیم  = 𝑣𝑖 𝜕

𝜕𝑥𝑖 فینسلریمیدان برداری روی منیفلد  یک (𝑀, 𝑔)  و�̂� = 𝑣𝑖(𝑥)
𝜕

𝜕𝑥𝑖 + 𝑦𝑗𝜕𝑗𝑣𝑖 𝜕

𝜕𝑦𝑖 ترفیع یک 

ℒ ۀگوییم اگر در رابط کوچک نهایتبیهمدیس  یا تبدیل همدیسیک میدان برداری را  𝑉باشد.  𝑇𝑀رویکامل
𝑉

𝑔𝑖𝑗 = 2𝜌(𝑥)𝑔𝑖𝑗 

 𝑉گاه ابت باشد یا صفر آنث  ρ(𝑥)نامیم. اگرمی  𝑉ۀتابع مشخص است و آن را 𝑀 یک تابع حقیقی رویρ(𝑥) ه ک صدق کند

                                                
     نویسندۀ مسئولs.saberali@urmia.ac.ir 

1 Vogel 
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 ۀدایر تبدیلات حافظ زمینۀبعد از آن محققان دیگری کارهای بیشتری در را یک میدان برداری متجانس یا کیلینگ گوییم. 

ژئودزیکی روی منیفلدهای  ۀیشیهارا اثبات کرد که یک میدان برداری حافظ دایراریمان انجام دادند.  هندسۀژئودزیکی در 

تعمیم داده این نتیجه از ایشیهارا توسط جوهری ناد به منیفلدهای فینسلری . [7است ]ریمانی، یک میدان برداری همدیس 

پذیر باشد، یک دیفئومورفیسم موضعی منیفلدهای فینسلری را حافظ دایره یک منیفلد دیفرانسیل 𝑀فرض کنیم . [8] شد

 هندسۀدر  3و ایزومی 2ژئودزیکی به طور مشابه توسط آگراوال ۀمفهوم حافظ دایر گوییم اگر دایره را به دایره تصویر کند.

یکی نیازی به فرض ژئودز ۀتعریف تبدیل حافظ دایرنشان داد که در  [9] بیدآبادعلاوه ه بفینسلر توسعه پیدا کرده است 

 مدیسگاه آن تبدیل یک تبدیل هد آنهای ژئودزیکی را حفظ کنبه عبارت دیگر اگر یک تبدیلی دایره باشد،نمی بودن همدیس

 است. 

گاه های نقاط داشته باشند، آنهای ژئودزیکی یکسان به صورت مجموعهاگر دو ساختار فینسلری روی یک منیفلد، دایره

ت تصویری تر از تغییراژئودزیکی کلی ۀژئودزیکی مرتبط گوییم. تغییرات حافظ دایر ۀاین دو ساختار فینسلری را حافظ دایر

 دارد.ها را پایا نگه میکه ژئودزیک استاست به عبارت دیگر تغییر متر 

ژئودزیکی در هندسه فینسلر را بیان کردند و تغییر مترهای ۀ و دکتر بیدآباد مفهوم یک دایر 0پروفسور شن 0002در سال 

کند، همدیس های ژئودزیکی را حفظ میمتری که دایره غییرت. در یک فضای فینسلری، [9] حافظ دایره را مطالعه کردند

گاه همدیس است. کهنل و زیکی را حفظ کند، آنهای ژئودتر اثبات شده است که اگر یک تبدیلی دایرهاست. به طور دقیق

,𝑀)منیفلدهای نیمه ریمانی  5راداماخر 𝑔) بندی کردند. به عبارت دیگر یک تبدیل همدیس غیرثابت را دستهg̅ = φ−2g 

Ricg̅به طوری که تفاوت تانسورهای ریچی آن  − Ricg  یک مضرب ثابتی از مترg یا مترg ̅ .یک تبدیل  استg → g̅  را

های با انحنای ژئودزیکی ثابت و تاب ژئودزیکی صفر باشد. )این نامیم اگر حافظ منحنیژئودزیکی می ۀتبدیل حافظ دایر

یک های ژئودزیکی هستند. های همدیس، دایرههای ژئودزیکی معروف هستند.( در این حالت ژئودزیکها به دایرهمنحنی

,𝑀)فضای  𝑔) را اینشتینی گوییم؛ 

[Ricg]                                                       هرگاه:  = [g]. 

 است.ژئودزیکی  ۀیک تبدیل همدیس بین فضاهای اینشتینی یک تبدیل حافظ دایر 

[g]ژئودزیکی گوییم، هر گاه:  ۀرا حافظ دایر g ,g̅ هاییکمترتبدیل  = [g̅] = [Ricg̅ − Ricg] 

gیک تبدیل همدیس  → g̅ را یک تبدیل لیوویل گوییم، اگر :Ricg̅ − Ricg = 0. 

 

                                                
2 Agrawal 
3 Izumi 
4 Z. Shen 
5 W.K�̈�hnel, H.-B. Rademacher 
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g ,g̅   ارز همدیسمترهای هم :لم =
1

φ2 gکنند:ه زیر صدق میۀدر رابط 

[Ricg̅ − Ricg] = [g] = [g̅] 

 زیر صدق کند: ۀدر معادل φاگر و تنها اگر تابع 

∇2φ =
∆φ

n
.g. 

φ استک تابع اسکالر دلخواه ی. 

g ودزیکی  ئژ ۀیک تبدیل حافظ دایر → g̅ کند:صدق می زیر ۀرابط در 

Ricg̅ − Ricg =
1

n
(

S̅

φ2 − S).g 

 هستند. g , g̅انحناهای اسکالر  S , S̅که 

g̅که یک تغییر همدیس یک منیفلد فینسلری باشد. شرط لازم و کافی برای این (M,F)فرض کنید  لم: = e2σg ۀ حافظ دایر

 [:01] ی زیر باشددیفرانسیل جزئ ۀک جوابی از معادلی σژئودزیکی باشد این است که تابع 

∇jσk − σjσk = Φgjk (2)                                                               

σkکه   =
∂σ

∂xk ،∇k  مشتق افقی کارتان وΦ است یک تابع اسکالر خاص. 

دان باشند و معادلات میبندی همدیس ریچی شناخته شده میژئودزیکی در فیزیک به صورت جمع ۀ: تغییرات حافظ دایرمثال

 زنند.های الکترومغناطیسی غیرتهی را تخمین میبا میداناینشتین در رابطه -ماکسول

�̅�با   Mفینسلر همدیس مرتبط روی منیفلد یکسان  یکدو متر �̅�و  Fفرض کنید  لم: = u−1F  فاکتور همدیس )باشند𝑢 

 [:00] گاه داریمآن ( ؛است 𝑒𝜎عادل با م

F  (0 ) و�̅� اگر و تنها اگر ؛ژئودزیکی هستند ۀحافظ دایر: 

(3)                                       (ui ≔ uxi,ui ≔ girur)urCri
k = 0,,ui|j

= λgij 

λکه  = λ (x)  یک تابع اسکالر رویM  افقی التصاق کارتان )چرن(  تبه معنای مشتق کواریان |وF است. 

روپیک( یا انحنای پرچمی ثابت )ایزوت حافظ انحنای پرچمی اسکالر �̅�و  Fگاه ژئودزیکی باشند، آن ۀحافظ دایر �̅�و  Fاگر ( 2 

 باشند.ی میاینشتینیا یک متر ( 3 تر یا مساوی)بعدهای بزرگ در

 یاینشتینهر دو مترهای  F, F̅راندرز همدیس مرتبط روی منیفلد یکسان باشند، اگر  یکدو متر F, F̅فرض کنیم  :1ۀ قضی

 .استژئودزیکی  ۀیک تبدیل حافظ دایر گاه تبدیل همدیسباشند، آن ضعیف
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هر دو مترهای اینشتینی  F, F̅راندرز همدیس مرتبط روی منیفلد یکسان باشند، اگر  یکدو متر F, F̅فرض کنید  نتیجه:

 .استژئودزیکی  ۀگاه تبدیل همدیس یک تبدیل حافظ دایرباشند، آن

یا تصویری مرتبط گوییم  ارز تصویریرا هم �̅�و  Fباشند.  𝑀پذیرینسلر روی منیفلد دیفرانسیلف یکو مترد �̅�و  Fفرض کنید 

,𝑀)های اگر ژئودزیک F) و (𝑀, �̅�) باشند. از طرف دیگر اگر ضرایب  دار در جهت مشابهی یکسانهای جهتمنحنی به صورت

  زیر صدق کنند: ۀدر رابط �̅�و  Fژئودزیک 

(0       ) 

 

کنند را تغییر تصویری ( صدق می0)ۀ های فینسلری که در رابطیکارز تصویری هستند. تغییر مترهم �̅�و  Fگاه آن

,𝑃(𝑥نامیم. تابع می 𝜆𝑦) = 𝜆𝑃(𝑥, 𝑦) های باشد را فاکتور تصویری گوییم. اسپرییک می ۀکه همگن مثبت از درج𝐺  و�̅�  

 ارز تصویری می نامیم.کنند را هم( صدق می0) ۀکه در رابط

𝕌باز  ۀچهارم هیلبرت در حالت منظم مطالعه و بررسی مترهای فینسلری روی یک زیر مجموع ۀمسأل ⊂ 𝑅𝑛  که است

نامیم. یک متر های مسطح تصویری مییکهای آن خطوط راست هستند. مترهای فینسلری با این ویژگی را مترژئودزیک

,F(𝑥فینسلر  𝑦)  را روی یک زیر مجموعه باز𝕌 ⊂ 𝑅𝑛 گوییم اگر و تنها اگر ضرایب اسپری آن به صورت میسطح تصویری م

 زیر باشند:

(5                                                            )𝐺i(𝑥, 𝑦) = P(𝑥, 𝑦)𝑦𝑖 

,𝑃(𝑥که  𝑦) یک در  ۀجیک تابع همگن مثبت از در𝑦 است. 

، انحنای ریمانی را مانند انحنای ترین مفاهیم در هندسه هستند. مفهوم انحنا اولین بار توسط ریمان معرفی شدانحناها مهم

𝑃برای هر صفحه مماس های فینسلری گسترش داد. کمیت زیر یک توان به متربرشی می ⊂ 𝑇𝑥𝑀 و بردار غیر صفر𝑦 ∈ 𝑃 

 صورت زیر بیان می شود: به

𝐾(𝑃, 𝑦) ≔
𝑔𝑦(𝑢, 𝑅𝑦(𝑢))

𝑔𝑦(𝑦, 𝑦)𝑔𝑦(𝑢, 𝑢) − 𝑔𝑦(𝑦, 𝑢)2
 

𝑢که  ∈ 𝑇𝑥𝑀 که  یک بردار دلخواهی است به طوری𝑃 = 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑦, 𝑢}. 

𝐾(𝑃, 𝑦) ا انحنای پرچمیر𝐹 وقتینامیممی .𝐹 یمانی باشدر، 𝐾(𝑃, 𝑦) = 𝐾(𝑃) مستقل از𝑦 ∈ 𝑃  نحنای برشیا𝑃 ر د

 باشد.بنابراین انحنای پرچمی مشابه انحنای برشی در هندسه ریمان می .استهندسه ریمان 

به  𝑇𝑥𝑀فینسلر را با انحنای پرچمی ایزوتروپیک ضعیف گوییم اگر انحنای پرچمی آن یک تابع اسکالر روی  یکیک متر

 صورت زیر باشد

𝐾 =
3𝜃

𝐹
+ 𝜎 

𝐺𝑖̅̅ ̅(𝑥, 𝑦) = 𝐺𝑖(𝑥, 𝑦) + 𝑃(𝑥, 𝑦)𝑦𝑖 
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θکه = 𝑡𝑖(𝑥)𝑦𝑖 وفرمی  -0ک یσ = σ(x)   یک تابع اسکالر روی𝑀 است. 

ر دو با انحنای پرچمی ه F,F̅راندرز همدیس مرتبط روی منیفلد یکسان باشند، اگر یکدو متر  F,F̅کنید: فرض 2 قضیه

 .استژئودزیکی  ۀگاه تبدیل همدیس یک تبدیل حافظ دایرایزوتروپیک ضعیف باشند، آن

 . استانحنا  𝑆انحنای بروالدکمیت غیرریمانی مهم دیگری است که وابسته به 

𝐸𝑖𝑗(𝑥, 𝑦) =
1

2
𝑆𝑦𝑖𝑦𝑗(𝑥, 𝑦) =

1

2

𝜕2

𝜕𝑦𝑖𝜕𝑦𝑗
[
𝜕𝐺𝑚

𝜕𝑦𝑚
](𝑥, 𝑦) 

𝐸: = 𝐸𝑖𝑗𝑑𝑥𝑖 ⊗ 𝑑𝑥𝑗  یک تانسور روی𝑇𝑀0  کهاست𝐸 نام دارد. انسورت𝐸 های یک خانواده از فرمبه صورت  تانسور

𝐸𝑦: 𝑇𝑥𝑀متقارن × 𝑇𝑥𝑀 ⟶ 𝑅  تعریف شده است. 

𝐸𝑦(𝑢, 𝑣) = 𝐸𝑖𝑗(𝑥, 𝑦)𝑢𝑖𝑣𝑗, 

𝑢که = 𝑢𝑖 𝜕

𝜕𝑥𝑖 |𝑥 و  𝑣 = 𝑣𝑗 𝜕

𝜕𝑥𝑗
|
𝑥

:𝐸گاه آن. است 𝑇𝑥𝑀متعلق به  = {𝐸𝑦|𝑦 ∈ 𝑇𝑀\{0}} حنای بروالد میانگین یا ان𝐸-

𝐸بروالد ضعیف گوییم اگر  یکفینسلر را یک متر یکیک متر نامیم.انحنا می = 0. 

هر دو با انحنای بروالد  F,F̅راندرز همدیس مرتبط روی منیفلد یکسان باشند، اگر  یکدو متر ̅ F,Fکنید فرض :5 قضیه

 .استژئودزیکی  ۀتبدیل همدیس یک تبدیل حافظ دایرگاه میانگین ضعیف باشند، آن

 مقدمات
Fیک تابع ∶ TM →  :(xi,yi)اگر در یک دستگاه مختصات موضعی ؛نامیمرا یک ساختار فینسلری می (∞,0]

F(x,y) = F(yi ∂

∂xi|x) 

 در روابط زیر صدق کنند:

1) F یک نسبت به  ۀیک تابع همگن مثبت از درجy  داشته باشیم به عبارت دیگر ؛باشد :F(x,λy) = λF(x,y) و λ 

 مثبت باشد.

2) F(x,y) روی  ∞∁تابعیTM\{0} شدبا. 

61ماتریس هسیان (5

2
[F2

yiyj]  باشد.ک ماتریس مثبت معین ی 

 م.گوییساختار فینسلری بالا را یک منیفلد فینسلری یا یک فضای فینسلری می فینسلری با  ∞∁یک منیفلد 

 

                                                
6 Hessian Matrix 
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:]0,[: فرض کنیم تعریف nRF :یک نگاشت با خواص زیر باشد 

1. F 0{روی{nR.هموار باشد 

2. F مثبت از درجه یک باشد.همگن 

 معین مثبت باشد.Fماتریس هسیان  .3

 می نامیم.nRروی 7را یک نرم مینکوفسکی Fدر این صورت

وجه به با ت در واقعیک متریک فینسلر روی یک منیفلد،یک خانواده از نرم های مینکوفسکی روی فضاهای مماس می باشد.

تحدید آن به هر است هرگاه  Mیک ساختار فینسلری روی منیفلدFو تعریف ساختار فینسلری می توان گفت تعریف فوق

 در هر نقطه یک نرم مینکوفسکی باشد. TMتار

gij(x,y)است که  x∈M{gx}های داخلی یک خانواده از ضرب Mریمانی روی منیفلد  یکمتر مثال: = g( ∂

∂xi,
∂

∂xj)  در

 مختصات موضعی هموار هستند.

yxyyxF، تابع nRروی  مثال: ,:),(   ضرب داخلی ,نرم استاندارد و  .را در نظر می گیریم که در آن

 است.nRیک متریک فینسلر رویFاست. در این صورتnRروی اقلیدسی

یک دستگاه مختصات  باشد که درمی TM\{0}روی  Gیک میدان برداری هموار  Mی فینسلرروی منیفلد 8یک اسپری

 استاندارد موضعی به صورت زیر بیان می شود:

(6     ) 

 

Gi(λy):می باشند TMتوابع موضعی روی  Gi(y)که  = λ2Gi(y),   λ > 0         . 

 

 به صورت زیر تعریف می شوند: Giیک منیفلد با یک اسپری را فضای اسپری می نامیم. ضرایب اسپری 

(7       ) 

 

gij که در آن  ≔ (gij)
−1 [02.]  

 

 

 

                                                
7 Minkowski 
8 Spray 

Gi =
1

4
gil{[F2]xmylym − [F2]xl} 

 

𝐺 = 𝑦𝑖
𝜕

𝜕𝑥𝑖
− 2𝐺𝑖(𝑦)

𝜕

𝜕𝑦𝑖
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Ryبه طور یکتا یک خانواده از تبدیلات   Gهر اسپری  ≔ Rk
i dxk⨂

∂

∂xi |x: TxM → TxM در آن کهمشخص می کند  

Rk
i صورت زیر تعریف می شود: به 
 

(8  ) 

𝑅𝑦اسپری  9انحنای ریمان𝐺  در جهت𝑦  .می باشد 

 نامیده و به صورت زیر تعریف می شود: 01انحنای ریمان را انحنای ریچیاثر 

(9 ) 

 

 می باشد. 2 ۀانحنای ریچی همگن مثبت از درج

 :اگر ،ی ضعیف می نامیماینشتینیکرا یک متر Mفینسلر روی منیفلد  یکیک متر

(01           ) 

 

σکه  = σ(x)  یک تابع اسکالر وθ = ti(x)yi  فرمی روی  -0یکM .است 

θاگر در رابطه بالا  ؛می نامیم 00یاینشتینفینسلری را  یکیک متر =  :به عبارت دیگر ،باشد 0

(00)                                                          Ric = (n − 1)σF2 

باشد، با انتخاب یک دستگاه مختصات موضعی استاندارد  Mبعدی  n−فینسلر روی منیفلد   یکیک متر Fفرض کنید 

(xi,yi) فرض کنیم dvF = σF(x)dx1 … dxn فینسلر  یکفرم حجمی مترF باشد که: 

σF(x) =
Vol(Bn(1))

Vol{yi ∈ Rn|F(x,yi ∂

∂xi)|x < 1}
 

yبرای یک بردار غیر صفر  ∈ TxM به صورت زیر تعریف می شود:02انحراف معیار 

τ(x,y) ≔
√det (gij(x,y))

σF(x)
 

                                                
9 Riemann curvature 
10 Ricci curvature 
11 Einstein metric 
12 distortion 

Ric = (n − 1)(
3θ

F
+ σ)F2 

 

Ric(x,y) = Rm
m(x,y) 

 

Rk
i ≔ 2

∂Gi

∂xk
− yj

∂2Gi

∂xj ∂yk
+ 2Gj

∂2Gi

∂yj ∂yj
−

∂Gi

∂yj

∂Gj

∂yk
 

 

 [
 D

O
I:

 1
0.

52
54

7/
m

m
r.

7.
3.

57
3 

] 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

r.
kh

u.
ac

.ir
 o

n 
20

24
-0

4-
09

 ]
 

                             7 / 12

http://dx.doi.org/10.52547/mmr.7.3.573
https://mmr.khu.ac.ir/article-1-3079-fa.html


  355                                                                                                                                                    ینسلریف یدر فضا یکیژئودز رهیحافظ دا لاتیتبد یبررس

 

yبرای یک بردار  ∈ TxM  فرض کنید منحنیc(t) ودزیک با ئیک ژc(0) = x  وċ(0) = y  باشد، انحنایS  به صورت زیر

 تعریف می شود:

(02 ) 

,S(xی انحنا y) بر تعریف فوق انحنای  یک می باشد. بنا ۀک تابع همگن مثبت از درجیS(x, y) افقی  در واقع مشتق هموردا

τ به عبارت دیگر داریم:است هاودزیکئدر امتداد ژ . 

S(x, y) = τ|l(x,y)yl 

 باشد. می Fافقی  که مشتق هموردا"|" 

 در مختصات موضعی داریم:

S(x,y) = yi
∂τ

∂xi
− 2

∂τ

∂yi
Gi 

,S(xزیر برای انحنای  ۀبالا به رابط ۀبا توجه به رابط y) توان دست یافت:می 

S(x, y) =
∂Gm

∂ym
− ym

∂

∂xm
(ln σF(x)) 

,F(xفینسلر  یکمتر y) را با انحنای ایزوتروپیک ضعیف S(x, y)03 اگر ،گوییم: 

(03 ) 

 

cکه  = c(x)  یک تابع اسکالر وη = ηi(x)yi  فرمی روی -0یکM .می باشد 

,F(xفینسلر  یکمتر y) 00را با انحنای تقریبا ایزوتروپیک𝑆(𝑥, 𝑦) گوییم اگر در رابطه بالاdη = 0. 

,F(xفینسلر  یکمتر y) را با انحنای ایزوتروپیکS(x, y)  گوییم اگر در رابطه بالاη =  باشد. 0

,F(xفینسلر  یکمتر y) 05را با انحنای ثابتS(x, y)  گوییم اگر در رابطه بالاc   ثابت وη =  باشد. 0

 

                                                
13 Weak isotropic curvature 
14 Almost isotropic curvature 
15 Constant curvatur 

S(x, y) = (n + 1)cF(x, y) + η  

 

S(x,y): =
d

dt
[τ(c(t),ċ(t))]|t=0  
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,α(xفرض کنید  y) = √aij(𝑥)yiyj روی منیفلد دیفرانسیل پذیر  06یک متر ریمانیM  وβ = bi(x)yi  فرمی  -0یک

 :باشد. فرض کنیم Mروی 

‖β(x, y)‖α ≔ √aij(𝑥)bi(𝑥)bj(𝑥) < 1 

aij(x)که    = (aij(x))−1م:. تعریف می کنی𝐹 = 𝛼 + 𝛽 

Fفینسلر می باشد،  یکیک مترF راندرز به صورت زیر می باشد: یکتانسور اساسی مترمی نامیم. 07راندرزیکرا یک متر 

(00 ) 

 

 :به صورت زیر می باشد 𝑔𝑖𝑗 ،𝑔𝑖𝑗وارون 

(05 ) 

 

 متر راندرز میانگین تاب کارتان 

(06 ) 

F(𝑥, 𝑦)  را روی یک زیر مجموعه باز𝕌 ⊂ 𝑅𝑛 سطح تصویری گوییم اگر و تنها اگر ضرایب اسپری آن به صورت زیر م

 باشند:

(07)𝐺i(𝑥, 𝑦) = P(𝑥, 𝑦)𝑦𝑖 که 𝑃(𝑥, 𝑦) یک در  ۀیک تابع همگن مثبت از درج𝑦 است. 

 

 اثبات قضایا

می باشند  ایزوتروپیکS,S̅باشند آنگاه با انحنای ضعیف ی اینشتینراندرز  یکدو متر F,F̅می دانیم که اگر :1اثبات قضیه 

,𝑆̅(𝑥 بنابراین داریم: 𝑦) = (𝑛 + 1)𝑘2(𝑥)�̅�S(x, y) = (n + 1)k1(𝑥)Fاگر، به عبارت دیگر وF با انحنای ایزوتروپیک 

Sآنگاه داریم  ؛باشد = (n + 1)k1(𝑥)F  و k1(𝑥)باشد. همچنین  اگر می  تابع اسکالرF̅ آنگاه  ؛باشد با انحنای ایزوتروپیک

S̅داریم  = (n + 1)k2(𝑥)F̅ و k2(𝑥)می باشد. با توجه به تبدیل همدیس مرتبط بودن بین  تابع اسکالرF,F̅  رابطه زیر را

 :داریم، Sانحنای  رای تبدیل همدیسب

(08    ) 

 

                                                
16 Riemannian metric 
17 Randers metric 

S̅(𝑥, 𝑦) = S(x, y) + F2(𝑥, 𝑦)σiIi 
 

𝐼𝑖(𝑦) =
𝑛 + 1

2(𝛼 + 𝛽)
(𝑏𝑖 −

𝑦𝑖

𝛼

𝛽

𝛼
) 

 

𝑔𝑖𝑗(𝑥, 𝑦) =
𝛼

𝐹
𝑎𝑖𝑗 −

𝛼

𝐹2 (𝑏𝑖𝑦𝑗 + 𝑏𝑗𝑦𝑖) +
𝑏2𝛼 + 𝛽

𝐹3
𝑦𝑖𝑦𝑗. 

 

𝑔𝑖𝑗(𝑥, 𝑦) =
𝐹

𝛼
[𝑎𝑖𝑗 +

𝛼

𝐹
(𝑏𝑖 +

𝑦𝑖

𝛼
) (𝑏𝑗 +

𝑦𝑗

𝛼
) −

𝑦𝑖

𝛼

𝑦𝑗

𝛼
]. 
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 آوریم:دست میه ببالا،  ۀدر رابط S ,S̅با جایگذاری

(n + 1)k2(𝑥)eσF = (n + 1)k1(x)F + F2σiIi 

(𝑛 + 1)(𝑘2(𝑥)𝑒𝜎 − 𝑘1(𝑥)) − F𝜎𝑖𝐼𝑖 = 0 

 

Fجایگذاریبا  = α + β   وF̅ =  α + β̅̅ ̅̅ ̅̅  آوریم:دست میه روابط بالا باز  و همچنین  ̅

 
(09  ) 

(n + 1)(k2(𝑥)eσ − k1(𝑥))β − σiIi = 0 

σiکه  = 𝑔𝑖𝑗𝜎𝑗 داریم(09)با جایگذاری در رابطه: 

(21                       ) 

 دست می آوریم:ه ( ب21) ۀ( در رابط06( و )05با جایگذاری روابط )

(20) 

 :( داریم20) ۀبا توجه به رابط

(22   ) 

𝜎𝑖م آوریدست می ه ب (22) ۀرابطر د β و 𝛼2ناپذیریتحویلبا توجه به  = تبدیل همدیس یک تبدیل ثابت و  σپس  .0

 .ودزیکی می باشدئحافظ دایره ژ

، است  𝑆̅با انحنای ایزوتروپیک  �̅�گاه یک متر راندرز با انحنای پرچمی ایزوتروپیک ضعیف باشد، آن�̅�اگر: 2اثبات قضیه 

ژئودزیکی  ۀتبدیل همدیس یک تبدیل حافظ دایر 0ۀ باشد. بنابراین مشابه اثبات قضیمی 𝑆با انحنای ایزوتروپیک  𝐹همچنین

 باشد.می

 کند:زیر صدق می ۀدر رابط 𝐹گاه راندرز با انحنای بروالد میانگین ضعیف باشد، آن یکک متری 𝐹اگر: 5اثبات قضیه

(23) 

 

(20  ) 

𝐼𝑖𝑔𝑖𝑗𝜎𝑗 =0  

 

α{𝛽𝑏𝑗𝜎𝑗 − 𝑏2𝜎0} + 𝛼2𝑏𝑗𝜎𝑗 − 𝛽𝜎0 = 0 

 

𝐸 = (𝑛 + 1)𝑐(𝑥)𝐹−1ℎ 

𝑒00 = 2𝑐(𝛼2 − 𝛽2) 

 

𝛼2𝑏𝑗𝜎𝑗 − 𝛽𝜎0 = 0 

 

Iiσ
i =0 
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که کند. با توجه به اینبالا صدق می ۀدر رابط �̅�گاه میانگین ضعیف باشد، آن راندرز با انحنای بروالد یکک متری �̅�همچنین

�̅�  و𝐹 باشند یعنی راندرز همدیس مرتبط می یکهر دو متر�̅� = 𝑒𝜎𝐹گاه داریم:، آن 

(25  ) 

(26  ) 

(27  ) 

 

�̅�00: داریم( 20) ۀاز رابط = 2𝑐𝑒3𝜎(𝛼2 − 𝛽2)  

 داریم:( 27) ۀبا جایگذاری در رابط

(2𝑐𝑒2𝜎 − 2𝑐 − 𝑓)(𝛼2 − 𝛽2) − 𝛽𝜎0(𝑏2 − 1) = 0 

𝛼2ناپذیری با توجه به تحویل − 𝛽2  وβ :داریم 𝜎0 =       ژئودزیکی ۀثابت و تبدیل همدیس یک تبدیل حافظ دایر 𝜎پس  0

 می باشد.
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