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The probability density function of the random variable of lifetime has many 
applications in survival analysis topics. Numerous researchers have 
researched the estimation of this density function for different random 
variables.These researchers' estimation methods, include UMVUE, 
Percentile, Two-observational Percentile, MLE, LSE and WLSE. In this 
paper, the estimation of Two-observational Percentile Estimation, Percentile 
Estimation and Maximum   Likelihood Estimation of the probability density 
function of Inverse Weibull random variable, is studied. Based on a random 
sample with size of n, order statistics are obtained and using them, the 
estimation of Two- observational Percentile Estimation, Percentile Estimation 
and Maximum likelihood Estimation of the probability density function of 
Inverse Weibull random variable, are obtained. Methods of estimation of 
parameters, through these three estimates are numerical methods such as 
Newton-Rafson. In simulation studies, samples of 100, 200, 300, 400 and 500 
samples are selected for some values of shape and scale parameters under the 
repetition of 5,000, the performance of these three estimation methods is 
compared with average of mean squared error criteria. Finally, the real data is 
presented and the performance of the estimates is compared with the Akaike, 
Bayes, and Hanan-Quick information criteria.The results, show that for 
Inverse Weibull distribution, Maximum likelihood Estimation, as a classical 
method, offers a better estimate than the Two-observational Percentile 
Estimation and Percentile Estimation. 
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  مقدمه
تحليل بقا دارد. پژوهشگران متعددي روي برآورد  متغير تصادفي طول عمر، كاربردهاي فراواني در مباحثاحتمال تابع چگالي 

توزيع وايبول  ،]10[ در از جمله اين كه كلر و همكاراناند. كرده تحقيقبراي متغيرهاي تصادفي مختلف،  ،اين تابع چگالي
توزيع وايبول تحليل نظري از  ،]11[ در هاي قابليت اعتماد، استفاده كردند. خان و همكارانبندي دادهمعكوس را براي مدل

براي توزيع   ،]9[ در وايبول هندسي، جازي و همكاران-براي توزيع بتا  ،]1[ در يعقوب زاده شهرستاني معكوس را ارائه دادند..
 براي ،]8[ در جباري نوغابي و جباري نوغابي توزيع پارتو،براي  )،]5[ در ديكشيت و جباري نوغابي وايبول معكوس گسسته،
جزئيات بيشتري از توزيع وايبول معكوس، بيان كردند.  ،]14[ در الدين و رياضتحقيق كردند. محيتوزيع پارتو نمايي شده، 

توزيع رايلي تعميم يافته،  براي ،]2[ در توزيع گمبل نمايي شده، عليزاده و همكاران براي ،]4[ در باقري و همكاران همچنين،
، توزيع رايلي معكوس براي  ،]13[ در همكاران ملكي جبلي و ،نمايي تعميم يافته -توزيع پواسن براي ،]3[ در باقري و همكاران

 ،]7[ در هندسي نمايي شده و فياض حيدري و همكاران-براي توزيع وايبول ،]17[ در يعقوب زاده شهرستاني و يارمحمدي
شامل برآورد ناريب با كمترين واريانس يكنواخت،  ،محققانهاي برآوردي اين روش مطالعه و بررسي كردند.براي قابليت اعتماد، 

نمايي، برآورد كمترين توان دوم خطا و برآورد كمترين درست ماكسيممبرآورد اي، برآورد صدكي دومشاهدهبرآورد صدكي، 
-اهدهدومش يصدكبرآورد در اين مقاله، تابع چگالي احتمال وايبول معكوس با استفاده از روش . باشدتوان دوم خطاي وزني مي

تار ساخ شود.مقايسه مي ، طبق معيار ميانگين توان دوم خطا، نمايي و صدكيدرست ماكسيممهاي اي، برآورد شده و با روش
مطالعات شبيه سازي ، 3در بخش شود.بررسي مي يابيهاي برآوردروش، 2شود. در بخشمقاله حاضر درچهار بخش تشريح مي

ر، مقادير پارامتبرخي  از معيار ميانگين توان دوم خطا، برآوردهاي مزبور مقايسه شده و برآورد بهتر، برايانجام و با استفاده 
. در ادامه اين بخش، يك مثال واقعي ارائه شده و سه برآورد موصوف، با معيارهاي اطلاع آكاييك، بيزي و گرددمعرفي مي

  .گردندميختصار بيان نتايج به ا 4در بخش  شوند.كوييك، مقايسه مي-هانان

 

  هاي برآوردروش. 1
  داراي توزيع وايبول با تابع چگالي احتمالY فرض كنيد متغير تصادفي 

 
; , 								,			 0,  0, 0                      	 1                     

 ) با تابع چگالي احتمالIWداراي توزيع وايبول معكوس( باشد. در اين صورت متغير تصادفي

  

; , 					, 0, 0, 0               	 2                     
 و تابع توزيع

  

; , 							, 0, 0, 0.																													 3  
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  پارامتر مقياس است. پارامتر شكل و  . توجه شود كه است
Xفرض كنيد  ,… , X ,) و2تايي از تابع چگالي احتمال (n نمونه تصادفي     … , در  .آماره ترتيبي اين نمونه باشد  

آيند.لازم به ميبدست  )2تابع چگالي ( نماييدرست ماكسيمماي، صدكي و هاي برآورد صدكي دومشاهدهاين بخش، روش
هاي ترتيبي نمونه، يادآوري است كه برآوردهاي صدكي، برآوردهايي هستند كه براساس يك يا دو مقدار از تابع توزيع آماره

از  راي، يا به اختصار برآورد صدكي، و اگآيند. اگر فقط از يك مقدار استفاده شود به آن برآورد صدكي تك مشاهدهبدست مي
  اي گويند.دو مقدار استفاده شود به آن برآورد صدكي دو مشاهده

  
,باشد، يعني  ، صدك فرض كنيد : ايدومشاهده يبرآورد صدك  .  2.1 , كه  , , تابع   

  عبارت ام هست. در اين صورت با استفاده از تابع توزيع وايبل معكوس و دوبار عمل لگاريتم گيري i  توزيع آماره ترتيبي

. 																																																																																																	 4  

	وه ازآيد. با استفادبه دست مي   4 0راي دو مقدار ب		رابطه 1   

 
  

 
  با حل دستگاه فوق

	  

  عبارت است از اي برآورد صدكي دو مشاهده آيد. در نتيجه،به دست مي

∗ 	 	 1 ∗ 	 1 ∗

																 5 		 

 در آن كه

		 																												,										 ∈ 																																							
1																						,								 ∉ 																																							

 

∗و است  صحيح  عدد ءجزبه معناي   	به		طوري		كه		 1 		, ∗ 1 				,						.  
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و فارغ از نوع توزيع، داراي توزيع مجانبي  اياعلام كرد كه تمام برآوردهاي صدكي، از جمله صدكي دومشاهده ،]6[در دوبي
داراي توزيع  ∗آيد. بنابراين به دست مي ،]16[درو لم رائو  ،]15[در نرمال هستند. اين موضوع با استفاده از قضيه موستلر

  واريانس و  مجانبي نرمال با ميانگين 

∗
∗

∗ ∗

∗

∗ ∗

∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗              6  

  .است 

										,          اين واريانس، هنگامي كمينه است كه  ∗  ) و 0.8326932(           0.16730679

		 0.02633648 	, ∗   اند.بدست آمده R در نرم افزارBP  اين مقادير با استفاده از بسته. 0.97366352

  شود، به صورت نشان داده مي ، كه با نماد α) براي BTPE(ايدومشاهده يصدكبرآورد  در نتيجه، بهترين

2.988881
																																																																																																										 7  

  آيد، به طوري كهبه دست مي
0.02633648 																						,							0.02633648 ∈ 																																							
	 0.02633648 1											,							0.02633648 ∉ 																																							 

 و

0.8326932 																											,							0.8326932 ∈ 																																							
	 0.8326932 1																	,							0.8326932 ∉ .																																							 

  

  شود. از اين رو ) استفاده مي4، از رابطه (شودنشان داده مي ∗كه با  ، ايمشاهده دو يصدكبراي برآورد 

 

  در نتيجه

 

  بنابراين
 

   و

	  

  و در نتيجه
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exp 	 . 

  
  ، به صورت  ∗ از اين رو 

  
∗ exp 																																																																																						 8  

آيد كه در آنبه دست مي  

					 , . 

 

داراي توزيع مجانبي ، ∗اين توزيع مجانبي نرمال هستند، بنابراعلام كرد كه تمام برآوردهاي صدكي، داراي  ،]6[در دوبي
  واريانس به صورتو  نرمال با ميانگين 

∗ ∗
∗

                                        9  

 است به طوري كه

log log log log 		 , 1 		,			 1  

 و

∗

1
				 , log 1 . 

r	اين واريانس، هنگامي كمينه است كه،   rو  0.39777 در نرم  BP اين مقادير با استفاده از بسته  .0.82111

شود، به نشان داده مي ، كه با نماد براي  ايدومشاهده يصدك بهترين برآورد بنابراين، بدست آمده اند.   R افزار
  صورت 

	 exp w log w log exp 0.5556994 0.4443006 								 10  

آيد كه در آنبه دست مي 		

1
1 1

				,		 
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1

1 1
 

  به طوري كه
0.17889 																						,							0.17889 ∈ 																																							
	 0.17889 1											,							0.17889 ∉ 																																							 

 و

0.60223 																											,							0.60223 ∈ 																																							
	 0.60223 1														,							0.60223 ∉ .																																							 

  شود، به صورتنشان داده مي )، كه با نماد 2براي تابع چگالي رابطه ( ايدومشاهده يبهترين برآورد صدكر نتيجه، د

; , exp 																								 11  

آيد.به دست مي  

ن آيد، زيرا ايهاي شبيه سازي مانند شبيه سازي مونت كارلو ، به دست ميبرآوردگر، با روشميانگين توان دوم خطاي اين 
  هايي است كه  فقط به صورت عددي قابل حل هستند.معيار، داراي انتگرال

  
,باشد، يعني   ، صدك  فرض كنيد ي: برآورد صدك .2.2 ,كه , ,  تابع توزيع آماره  

به دست ) 4، رابطه (ام هست. در اين صورت با استفاده از تابع توزيع وايبل معكوس و دوبار عمل لگاريتم گيريi  ترتيبي
 ، از كمينه كردن عبارت  و	 ) برايPCEهاي صدكي(آيد. برآوردمي

α log log log log 																																																																																		 12  

  شوند، به طوري كهمحاسبه مي و  نسبت به  

1
. 

,  زيرا … Xآماره ترتيبي نمونه , ,… , X  و		داراي  توزيع    …بوده و  تابع توزيع 
…با  را   	هاي ترتيبي مربوط به آمارهاگر هستند.  0,1روي بازه  يكنواخت  	گاه  آن دهيم  نشان   	

  باشد.مي  است،  	بوده و اميدرياضي آن، كه همان ميزان متوسط  	1و داراي توزيع بتا با پارامترهاي 

  و حل دستگاه معادلات  و 	) نسبت به 12( گيري رابطهبا مشتق
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log log log	 log log log log log 0	 

log log log log 0 

λو  α، كه  به ترتيب با و  برآوردهاي صدكي  رافسون، روش -آيد. روش نيوتندست مي شوند، بهنشان داده مي  	
λو  αپيشنهادي حل اين دستگاه  است. با جايگذاري   تابع چگالي وايبول معكوس )، برآورد صدكي 2( در رابطه  	

  گردد.هاي عددي محاسبه ميآيد. ميانگين توان دوم خطاي اين برآوردگر نيز، با روشبه دست مي

  رافسون استفاده كرده و با حل  دستگاه معادلات -در اين بخش، از روش نيوتن نمايي:ماكسيمم درست برآورد  .2.3
  

log log log 													و																		0
∑

 

λو  α، كه  به ترتيب با و   برآورهاي ماكسيمم درست نمايي آيند. با جايگذاري شود، به دست مينشان داده مي  	
)، برآورد ماكسيمم درست نمايي تابع چگالي وايبول معكوس محاسبه شده 1برآوردهاي به دست آمده در تابع چگالي احتمال(

  آيد.هاي عددي به دست ميميانگين توان دوم خطاي اين برآوردگر، همانند دو برآوردگر ديگر، با روش و همچنين

  .روش هاي عددي3
يكديگر مقايسه  با 2خطا و مطالعات شبيه سازي، سه روش برآوردي بخش در اين بخش، با استفاده از معيار ميانگين توان دوم

  شوند. شده و براي يك مثال واقعي، بررسي مي
  

  رابطه   در قدم اول، از .مطالعات شبيه سازي:3.1

log 	  

	استفاده شده و به ازاي 1.5, 2, 4, 0.25, 1.5, ,100هاي به اندازه  نمونه ، 3 200,… از توزيع  500,
برآوردهاي  در قدم دوم. است (0,1)، متغير تصادفي يكنواخت در بازه  شوند. دقت شود كه وايبول معكوس، توليد مي
برآوردهاي صدكي، آيند. سرانجام، در قدم سوم بدست مي و   اينمايي و صدكي دومشاهدهصدكي، ماكسيمم درست

بار  5000شوند. قدم هاي اول تا سوم، تابع چگالي وايبول معكوس محاسبه مي اينمايي و صدكي دومشاهدهماكسيمم درست
شوند. برآوردي كه داراي متوسط ميانگين ، مقايسه ميو   تايي ميانگين توان دوم خطا،  5000تكرار شده و متوسط تكرار 
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محاسبات برآوردي نشان  و  ، به ازاي برخي مقادير 1درجدول  ) كمتري باشد، برآورد بهينه است.AM( توان دوم خطا
  داده شده است. 

 ) تابع چگالي وايبول معكوسAMو متوسط ميانگين توان دوم خطا( و  : متوسط برآوردهاي پارامتر 1جدول

AM             n  ،  

0.48280 0.77035 4.34874 3.6372 1.9731 2.2954 1.4786 1.0079 4.8367 100  (2,3) 

0.43818 0.79027 4.46875 3.6005 1.9642 2.2611 1.4728 1.0102 4.6467 200  (2,3) 

0.46429 0.78236 4.48392 3.5936 1.9634 2.2551 1.4551 1.0110 4.5511 300  (2,3) 

0.46307 0.78222 4.42212 3.5841 1.9586 2.2295 1.4498 1.0109 4.6769 400  (2,3) 

0.48618 0.77847 4.47561 3.5835 1.9594 2.2351 1.4518 1.0108 4.6228 500  (2,3) 

0.00931 0.02392  0.00994 1.1672  0.3301 0.8936 2.4553 1.1072 4.8612 100  (4,1.5) 

0.00859 0.02798  0.01020 1.1652  0.3299 0.8332 2.4476 1.1492 4.2922 200  (4,1.5) 

0.00859 0.02561  0.01051 1.1652  0.3295 0.7956 2.4444 1.1412 4.0555 300  (4,1.5) 

0.00793 0.02709  0.01077 1.1656  0.3292 0.7693 2.4409 1.1577 3.8799 400  (4,1.5) 

0.00795 0.02778  0.01095 1.1651  0.3293 0.7542 2.4426 1.1510 3.7940 500  (4,1.5) 

0.00817 3.47621 0.01412 0.2540 2.5424 1.6962 0.1531 1.5782 2.0932 100  (1.5,0.25) 

0.00808 3.14124  0.00890 0.2534  2.5072 3.0855 0.1093 1.5801 2.0281 200  (1.5,0.25) 

0.00745 2.65151  0.00786 0.2531  2.4900 6.4183 0.0902 1.5799 2.0289 300  (1.5,0.25) 

0.00816 2.53194  0.00866 0.2526  2.4718 24.016 0.0783 1.5769 2.0029 400  (1.5,0.25) 

0.00798 2.28138  0.00862 0.2529  2.4811 11.233 0.0696 1.5771 2.0118 500  (1.5,0.25) 

  
  نمايي عملكرد بهتري دارد.دهد كه با معيار ميانگين توان دوم خطا، روش ماكسيمم درستمطالعات شبيه سازي نشان مي

نمايي، برآورد صدكي وبهترين در اين بخش، با استفاده از يك مجموعه داده واقعي، برآورد ماكسيمم درستمثال واقعي:  .3.2
آيد. اين مجموعه داده، كه توسط برآورد صدكي دومشاهده اي تابع چگالي احتمال توزيع وايبول معكوس، بدست مي

مقادير  2هاي هوايي است.جدول مشاهده از زمان تعمير(بر حسب ساعت) فرستنده 48) داده شده است، شامل 2003لاولس(
  دهد.جمع آوري شده را نشان مي

 شده زمان تعمير: مقادير مشاهده 2جدول

0.2   0.3    0.5    0.5    0.5   0.5    0.6    0.6    0.7   0.7    0.7   0.7   0.8   1.0   1.0   1.0   1.0 
1.1   1.3    1.5   1.5     1.5   1.5    2.0    2.0    2.2   2.5    2.7   3.0   3.0   3.3   3.3   4.0   4.0 
4.5   4.7     5.0  5.4     5.4   7.0    7.5    8.8    9.0  10.3   7.5   8.8   9.0   10.3 

  
-فكولموگرو شود، كه نتيجه آن با معيار آماره نيكويي برازشاكنون، توزيع وايبول معكوس بر اين داده ها برازش داده مي 

  است. 3اسميرينف، به شرح جدول 
  : مقادير پارامترهاي شكل و مقياس3جدول

  
اسميرينف-آماره كولموگروف احتمال بامعنايي    پارامتر شكل پارامتر مقياس 

0,9197 0.0815 1.125229 1.011941 
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 ها، هماهنگ و برآورد، با توجه به احتمال بامعنايي، توزيع نظري وايبول معكوس با توزيع تجربي ناشي از داده3برطبق جدول
 نمايي انجام شده است.پارامترهاي شكل و مقياس، با استفاده از روش ماكسيمم درست

دام نمايي هر كبرآورد اين پارامترها با سه روش بيان شده در اين مقاله، انجام گرفته و مقدار لگاريتم تابع درست ،4در جدول
  نيز، داده شده است.

  : مقايسه مقادير پارامترهاي شكل و مقياس4جدول
 

 

 

 

 

دهد، بهتر از نمايي است كه نشان مينمايي، داراي بيشترين مقدار در لگاريتم درست، روش ماكسيمم درست4بر طبق جدول
كند.ها عمل ميديگر روش   

شود. اين سه ) استفاده ميHQC(كوييك-) و هانانBIC)، بيز (AIC(براي بررسي بيشتر موضوع، از سه معيار اطلاع آكاييك
  معيار، با روابط 

2 2  

2  

2 2  

)Lتعداد پارامتر ها و   k، تعداد مشاهدات،n، كه در آنها شوندتعريف مي هر روشي كه داراي  ، تابع درست نمايي است.(
، مقايسه معيارهاي اطلاع براي سه روش برآوردي موصوف 5در جدول  دهد.معيار اطلاع كمتري باشد، برآورد بهتري ارائه مي

  در مقاله،  آورده شده است.

  اطلاع: مقايسه معيارهاي 5جدول
 

 

 

نماييلگاريتم درست  روش پارامتر شكل پارامتر مقياس 
-100.6268 

 
نماييماكسيمم درست 1.011941 1.125229  

-113.6210 
 

2.125229 
 

1.034082 
 

ايصدكي دو مشاهده  

 صدكي 1.124321 2.897111 144.4124-

HQC BIC AIC روش 
 ماكسيمم درست نمايي 203.2536 208.9109 206.6236
 صدكي دو مشاهده اي 229.242 234.8993 232.612

294.1948  296.4821 290.8248  صدكي
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نمايي، معيارهاي اطلاع كمتري دارد. بنابراين روش ماكسيمم ، مشخص است كه روش ماكسيمم درست5جدولبرطبق 
  .كندنمايي برآورد بهتري ارائه ميدرست
ت ماكسيمم درس، نمودار هيستوگرام و برآورد تابع چگالي توزيع وايبول معكوس را براي مثال واقعي و با هر سه روش 1نمودار
  دهد.نشان مي صدكي، و صدكي دو مشاهده اي نمايي،

ري را به نمايي تابع چگالي، نزديكي بيشتكسيمم درستبر طبق اين نمودار، در طبقه داراي بيشترين فراواني نسبي، برآورد ما 
  شوند.نمودار هيستوگرام دارد و براي طبقات با فراواني نسبي كمتر، سه روش برآوردي به هم نزديك مي

 

. مقايسه سه روش برآورد تابع چگالي احتمال متغير تصادفي وايبول معكوس با نمودار هيستوگرام1نمودار  
 

. نتيجه گيري4  
اين مقاله، سه روش برآورد تابع چگالي احتمال براي متغير تصادفي وايبول معكوس، با هم مقايسه شد. عملكرد اين سه در 

روش برآوردي، چه در مطالعات شبيه سازي با معيار ميانگين توان دوم خطا  و چه در بررسي مثال واقعي با معيارهاي اطلاع 
نمايي، عملكرد بهتري نسبت به دو روش صدكي و صدك كه روش ماكسيمم درستنمايي، نشان داد سه گانه و لگاريتم درست

نمايي، به عنوان يك روش اي دارد. نتيجه نهايي اين كه براي توزيع وايبول معكوس، روش ماكسيمم درستدو مشاهده
  دهد.اي و برآورد صدكي ارائه ميكلاسيك، برآورد بهتري نسبت به برآورد صدكي دو مشاهده

 
 تشكر و تقدير

 .کنندمی تشکر مقاله تصحیح و داوری برای ویراستار و مجله محترم داوران سردبیر، زحمات از مقاله نویسندگان
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