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Introduction 
In species interactions, there is competition, understanding, or consumption of 
one species by another (predator and prey). In ecology, the prey and predator 
relationship is one of the most important of these interactions. There has been 
extensive research on prey-predator models on both discrete and continuous 
time scales. The results of some studies on discrete-time models suggest that 
they are more suitable for population studies involving non-overlapping 
generations or where the density of the population is low, compared with 
continuous-time models. Furthermore, discrete-time models create much 
richer dynamic phenomena than continuous-time models.  
The history of discrete-time prey-predator models can be traced back to the 
classic Lotka-Voltra model and has been studied by several authors. In this 
paper we consider the following prey predator model with discrete time:  

1 ,
,   (1) 

where  and  represent the population densities of prey and predator, 
respectively, and , ,  and  are positive parameters. Here  represents the 
natural growth rate of the prey in the absence of predators,  represents the 
effect of predation on the prey,  represents the natural death rate of the 
predator in the absence of prey, and  represents the efficiency and propagation 
rate of the predator in the presence of prey. 

Material and Methods 
This paper examines the bifurcations of model (1) numerically and 
analytically. The critical coefficients for each bifurcation have been calculated 
for analytical analysis of the bifurcations. The numerical analysis of the model 
has been performed using the numerical continuation method. 
 
Results and discussion                                                                                         
We investigate the dynamics of the discrete prey-predator model in the current 
study. We demonstrate that model (1) undergoes codimension one 
bifurcations, including transcritical and flip (period-doubling) bifurcations. 
Additionally, codimension 2 bifurcations are known involving resonance 1:2, 
1:3 and 1:4. It is thoroughly investigated the normal form coefficients along 



with the scenarios for each bifurcation. Using numerical continuation 
techniques, bifurcation curves are drawn for the fixed points. Moreover, the 
numerical continuation confirms our analytical results, while also revealing a 
richer dynamic of the model, particularly at higher iterations.  

Conclusion 
This research led to the following conclusions.   

 The critical coefficients of bifurcations of the prey-predator model are 
computed.  

 Codimension one and codimension two bifurcations of the discrete-
time prey-predator model are thoroughly surveyed.  

 The non-degeneracy conditions and the bifurcation scenarios are 
analytically analyzed.  

 The bifurcations of the higher iterations up to the fourth iteration are 
revealed.  

 There is an excellent agreement between the analytical predictions 
and the numerical observations.  
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  چكيده  اطلاعات مقاله

  مقاله پژوهشينوع مقاله: 
  
  
 30/6/1399 :افتيدر خيتار

  8/2/1401: رشيپذ خيتار
  17/11/1402: انتشار خيتار
  
  

   هاي كليدي:واژه
   ،تبادل پايداري

  ،فليپ
   ر،ساك-نايمارك 

   ،رزونانس
   .پايداري

لازم و  طي. ابتدا شراميكنيم يگسسته را بررس يشكار و شكارچ ستميس كي يكيناميه رفتار دمقال نيدر ا
مانند  كيبعد انشعابات ممكن از هم ي. سپس تمامميكنيم يمدل را بررس نيوجود نقاط ثابت از ا يكاف

. ميكن يم يمال بررسو فرم نر ركزم فلديمن يهيرا به كمك نظر ساكر-نايمارك و فليپ ،يداريانشعاب تبادل پا
 يرا بررس 1:4و   1:3  1:2 يقو يهامدل مانند انشعاب رزونانس نيبعد دو از اهم يهاانشعاب يهيدر ادامه كل

ار مدل كند بلكه رفت يم دييما را تا يليتحل جينه تنها نتا يو روش امتداد عدد يعدد يسازهيكرد. شب ميخواه
 ،يآشوب ،يشبه تناوب ،يتناوب ي. رفتارهاسازديچهارم و هشتم آشكار م يتكرارها مانندبالاتر  يرا در تكرارها

 يرفتار غن يكه نشان دهنده شوديم انينما يسازهيشب نيمدل در ا نيو ... از ا يآشوب يهاجاذبه يستيهم ز
  مدل است.

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

، هاي رياضيپژوهش ،گسسته زمان يشكارچ -مدل شكار كيو دو از  كيد بعهم يهاانشعاب ليتحل). 1402؛ (زهره، اسكندري ؛جواد، عليدوستي: استناد
9 )3 ،(214 – 234.  

                  
  نويسندگان. ©                                                    خوارزميدانشگاه ناشر: 
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  دمهمق
شود. يكي از ي ديگر (شكار و شكارچي) مياي از گونهههاي مختلف موجب رقابت, تفاهم و يا مصرف گوناثر متقابل گونه 

هاي شكار و شكارچي ي شكار و شكارچي است كه يكي از موضوعات مهم در اكولوژي است. مدلها رابطهمهمترين اين تعامل
هاي زمان مدل اند. برخي مطالعات در مورددر هر دو مقياس زماني گسسته و پيوسته به طور گسترده مورد مطالعه قرار گرفته

تر از مدل هاي زمان پيوسته دهد كه اين مدل ها كه توسط معادلات تفاضلي توصيف مي شوند مناسبگسسته نشان مي
پوشاني هستند و يا وقتي تراكم جمعيت كم است. علاوه بر اين هاي غير همها داراي نسلبه خصوص وقتي جمعيت ،هستند
, 17, 8, 3هاي زمان پيوسته است. مراجع [تر از مدلهاي زمان گسسته بسيار غني شده در مدلهاي ديناميكي ايجادپديده

 .] را ببينيد20, 19, 18

ولترا است و توسط بسياري -گردد كه مدل كلاسيك لوتكا] برمي5هاي شكار و شكارچي گسسته به مرجع [ي مدلتاريخچه
] يك مدل بيولوژيكي براي توليد مثل ژنتيكي پيشنهاد 6ر مرجع [گرفته است به عنوان مثال داز نويسندگان مورد مطالعه قرار

ها رفتار شبه تناوبي از مدل ديده هاي ثابتي وجود دارد كه روي آنشده است و ثابت شده است كه براي مقادير خاصي منحني
, 10, 9, 4, 2, 1مراجع [ ] را ببينيد. آناليز انشعاب برخي از سيستم هاي ديناميكي گسسته را در7مي شود. همچنين مرجع [

  .] مي توان ملاحظه كرد16, 15, 14, 13, 12, 11

سازي اويلر يك مدل شكار و شكارچي پيوسته را به مدل گسسته تبديل ] نويسندگان به كمك روش گسسته21در مرجع [
شكار و شكارچي زير را درنظر  از اين مدل را استخراج كردند. در اين مقاله سيستمساكر -نايماركهاي فليپ و كردند و انشعاب

  :گيريممي
1 ,

,   (1) 

, كه  نشان دهنده نرخ رشد طبيعي شكار در غيبت   ،دهنده چگالي جمعيتي شكار و شكارچي هستندبترتيب نشان 
دهنده نرخ مرگ و مير طبيعي شكارچي در غياب نشان  ،نشان دهنده تاثير شكار روي شكارچي است   ،شكارچي است
 . وري و ميزان تكثير شكارچي در حضور شكار است نشان دهنده بهره  شكار است و

هاي همبعد شعابمورد بررسي قرار دارند و برخي ان 0 ] نويسندگان اين سيستم شكار و شكارچي را براي22در مرجع [
از اين مدل با در نظر گرفتن ساكر -نايماركهاي فليپ و انشعاب 0 ] براي23يك از آن را استخراج كردند. در مرجع [

هاي ممكن با تغيير يك پارامتر (همتنها يك پارامتر خاص استخراج شده است. انگيزه و هدف اين مقاله بررسي كليه انشعاب
بعد دو ) است. روش كار بر اساس تحديد سيستم به منيفلد مركز هاي ممكن با تغيير دو پارامتر (همبعد يك) و كليه انشعاب 

و استفاده از فرم نرمال هر انشعاب است. شبيه سازي عددي براي پشتيباني از نتايج تحليلي و همچنين پيدا كردن رفتار 
 .هاي بالاتر ارائه خواهد شدسيستم در تكرار

 :شودزير نوشته مي اين مقاله به شرح

بعد هاي همگيرد. در بخش سوم كليه انشعاب) مورد مطالعه قرار مي1در بخش دوم وجود و پايداري نقاط ثابت از سيستم (
بعد دو را ارائه خواهيم هاي همدهيم. در بخش چهارم كليه انشعابهمراه محاسبه دقيق ضرايب فرم نرمال ارائه ميهيك را ب
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هاي بالاتر در بخش پنجم ارائه ميعددي براي پشتيباني از نتايج تحليلي و استخراج رفتار سيستم در تكرارسازي داد. شبيه
  .شودگيري در بخش ششم انجام ميشود. نتيجه

 

 وجود و پايداري نقاط ثابت-2
⟶ ) با تبديل1سيستم (    به سيستم 

1 ,

,   (2) 

 . شودتبديل مي 

  :كنيم) دستگاه زير را حل مي2براي بدست آوردن نقاط ثابت مدل (

1 ,

.                                                      (3) 

   ) عبارتند از2عبارت ديگر نقاط ثابت مدل ( ) يا به3هاي دستگاه (جواب 

0,0 ,					
1
, 0 ,					 ∗

1
,

1 1
. 

	و1 براي ∗ و 1 براي  كه   .موجود است 

  كند.  ابت را مشخص مي] آورده شده است و پايداري اين نقاط ث23قضيه زير از مرجع [
 :) روابط زير برقرارند2براي سيستم ( .1,2قضيه 

0پايدار مجانبي است اگر    	و	 1. 

1پايدار مجانبي است اگر    max و 3 0, 				 

 :يط زير برقرار باشدپايدار مجانبي است اگر يكي از شرا ∗ 

		  1 3	, 0	, 

		 	 1 5	, 0, 

 5 9	, 0 		 ,     
  صورتشوند. مدل مورد نظر به) بررسي مي1مدل ( 2-بعدو هم 1-بعدمهاي هدر ادامه انشعاب

↦ ,
1

				
,     (4) 

, شود, كهدر نظر گرفته مي  , و  , ,   صورت) به4ماتريس ژاكوبي نگاشت ( 

, ,
2	

		 	 		 , 
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  صورت] به24) مطابق مرجع [4هاي چندخطي مرتبه دوم و سوم نگاشت (است. فرم 

Γ, Σ,
,

,
,				 1,2 

Γ, Σ, Υ,
, ,

, , ,
,				 1,2 

  شوند كهبيان مي 

Γ , , Σ , , Υ , . 
 

  :در اين حالت داريم

 Γ, Σ,
2	 	 	 	

											 	
,				 Γ, Σ, Υ, 0

0
. 

  
 بعدانشعاب هم-3

  شود. فليپ و نايمارك ساكر پرداخته مي ،در اين بخش به بررسي انشعابات تبادل پايداري 
 .  وجود دارد  انشعاب تبادل پايداري از نقطه تعادل 	1 ازايبه . 1,3قضيه 

  دارد اگر 1 ) داراي نقطه تعادل با مقدار ويژه ساده4گاشت (ن اثبات:

, ,
det , 0,

         (5) 

  صورت) به5جواب دقيق سيستم ( 

0,				 0,				 1, 
  صورتبه 1 ) در مقدار بحراني4است. منيفلد مركزي متناظر با نگاشت ( 

,				 : → ,				 , , (6) 
  است كه 

,				 ,				 , 1, 
  و 

1
0
,				 1

0
. 

  صورتتوان به) را مي6) به منيفلد مركزي (4تحديد نگاشت ( 

 ↦ , 

  صورتبه  در نظر گرفت. با استفاده از خاصيت پايايي منيفلد مركزي ضريب بحراني 
1 
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  توان نتيجه گرفت كهمي ،رودهمواره نقطه تعادل است و از بين نمي  و 0 كهاينآيد. با توجه بهبدست مي 

  .گيردقرار مي تحت انشعاب تبادل پايداري

   .باشدضريب بحراني انشعاب فلد مي  توجه كنيد كه .2,3ملاحضه  
   .3,3قضيه 

  .وجود دارد  انشعاب تبادل پايداري از نقطه تعادل  اگر  .1    

 .د داردوجو  انشعاب تبادل پايداري از نقطه تعادل  اگر  .2    

 .وجود دارد  انشعاب تبادل پايداري از نقطه تعادل  اگر  .3    

   
ند در روكار مياست. ضرايب بحراني انشعابات اين قضيه كه براي بررسي شرط ناتباهيدگي به 3شبيه به اثبات قضيه  اثبات:

   .اندآورده شده 1جدول 
 

 3,3بات متناظر با قضيه انشعا بحرانيضرايب : 1جدول 

بحراني نقطه		تعادل   پارامتر

 
1

 1  

 
  

 1
1

 
1
1

 

 
 

 .4,3قضيه 

  .وجود دارد  اهيده از نقطه تعادلانشعاب فليپ ناتب 3 اگر  .1    

  .وجود دارد  انشعاب فليپ ناتباهيده از نقطه تعادل  اگر   .2     

  .وجود دارد  انشعاب فليپ ناتباهيده از نقطه تعادل  اگر  .3    

 .وجود دارد  تباهيده از نقطه تعادلانشعاب فليپ نا  اگر  .4    

   
 باشند. ضرايب بحراني انشعابات اين قضيههاي ديگر شبيه آن ميشود و اثبات قسمتآورده مي 1تنها اثبات قسمت   اثبات:

 .اندآورده شده 2روند در جدول كار ميكه براي بررسي شرط ناتباهيدگي به

  دارد اگر 1 ر ويژه ساده) داراي نقطه تعادل با مقدا4نگاشت (
, ,

det , 0,
 (7) 
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  صورت) به5جواب دقيق سيستم ( 

1
,				 0,				 3, 

   صورتبه 3 ) در مقدار بحراني4است. منيفلد مركزي متناظر با نگاشت ( 
,			 

: → , , , 2,3,                                                                        )8(  

  است كه 

,				 ,				 , 1 
  و 

1
0
,				

																1

2	
3	 2	 3

. 

  صورتتوان بهرا مي 3 ) در مقدار بحراني پارامتر8) به منيفلد مركزي (4تحديد نگاشت ( 

↦ , 
  شود كهدر نظر گرفت. از پايايي منيفلد مركزي نتيجه گرفته مي 

9 
د پايدار شواست و سيكل متناوب با دوره تناوب دو كه از نقطه ثابت منشعب مي انشعاب فليپ فوق بحراني  0 چون 

  .است
 4,3ضرايب بحراني انشعابات متناظر با قضيه : 2جدول

   
 پارامتر		بحراني نقطه	تعادل

 3 9 

 
1

 
1 2 2	
3 2 3

 

 
 

3 2	 2	
3

 

 1
1

 
1 2	
1 3

 

  

  . 5,3قضيه     

 اگر  .1    
	

  .وجود دارد ∗ انشعاب فليپ ناتباهيده از نقطه تعادل 
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 اگر  .2    
	

  .وجود دارد ∗ انشعاب فليپ ناتباهيده از نقطه تعادل 

    
ند در روكار ميي شرط ناتباهيدگي بهاست. ضرايب بحراني انشعابات اين قضيه كه براي بررس 1شبيه به اثبات قضيه  اثبات:

    .اندآورده شده 3جدول 
 5,3ضرايب بحراني انشعابات متناظر با قضيه  :3جدول

نقطه 
تعادل

   پارامتر بحراني

∗ 
3
4	 3

 

	
2	 5	 4 12 16 2 2

3	 2	 3 5 4 9
8	 22	 20 60	 72 6 90 9

3 2	 3 5	 4 9
 

∗4	 3
3

 
3	 2	 3	 10 3

1 3 5 9
 

 
 

  .6,3قضيه 
 روي منحني .1

 :	 , , , , , 

  .دهدساكر رخ مي-انشعاب ناتباهيده نايمارك 
    روي منحني .2

 :	 , , , ,
	

, 

  .دهدساكر رخ مي-انشعاب ناتباهيده نايمارك

  روي منحني  .3

 :	 , , , , , 

 .دهدساكر رخ مي-انشعاب ناتباهيده نايمارك 

باشد. ضريب اول شود و اثبات دو قسمت ديگر مشابه اثبات قسمت اول ميتنها اثبات قسمت اول قضيه بيان مي  بات:اث
  .اندآورده شده 4ساكر در جدول -لياپانوف متناظر با انشعابات نايمارك

  باشد, اگر) داراي نقطه تعادل با يك جفت مقدا ويژه مختلط روي دايره واحد مي4نگاشت (

 
, ,

det , 1.
 (9) 

   صورت) به9جواب دقيق سيستم ( 
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1
,				 ,				

2
1
, 

		 , كند. براي جلوگيري از پيچيدگي محاسبات در ادامه روند اثبات پارامترهايصدق مي  است, كه در منحني    و 

   صورتبه
1,				 0.5,				 3.5, 

  داراي يك جفت مقدار ويژه مختلط ساده ∗ شوند. در اين حالت نقطه تعادلدر نظر گرفته مي 

 , 0.2500000000 0.9682458366	 

 در مقدار بحراني) 4كند. منيفلد مركزي متناظر با نگاشت (كه در شرايط غير رزونانسي صدق مي ،روي دايره واحد است

  صورتبه  

, ̅ ̅ ̅ ∑
!

̅ ,				 ∈ ,				 ∈ , (10) 

  شود كهدر نظر گرفته مي 

	 ,				 	 ,				 , 1, 
   و 

0.2022599587 0.2611164839	
																	0.9438798074

, 

																					1.91485421607575	
0.529728463478930 0.410325903386840	

. 

  نگاشت 

↦ | | ,				 ∈ , 
∋ است, كه) 10) به منيفلد مركزي (4تحديد نگاشت (    كند كهخاصيت پايايي منيفلد مركزي ايجاب مي 

0.2598484845 3.210859678	 . 
  صورتساكر به-بنابراين ضريب اول لياپانوف انشعاب نايمارك 

	 3.173863636. 
 .باشدت و منحني بسته پاياي به وجود آمده پايدار ميساكر فوق بحراني اس-, انشعاب نايمارك 0 چون 

 
 6,3ساكر قضيه -هاي نايماركضريب اول لياپانوف متناظر با انشعاب: 4جدول

 

 

 

  
  

 ضريب اول لياپانف پارامتر بحراني پارامترهاي ثابت

1, 0.5, 3.5 3.5 3.173863636 

3.5, 1, 3.5 0.5 3.173863636 

3.5, 1, 0.5 3.5 3.173863636 
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 بعدانشعابات هم-4
:1هاي قوي هاي رزونانسدر اين بخش به بررسي انشعاب 2 1: :1و  3   .شودپرداخته مي 4

 .1,4قضيه    

:1انشعاب ناتباهيده رزونانس   .1       وجود دارد اگر ∗ از نقطه تعادل 2

5	
1
,				

9
5

4
5

. 

:1انشعاب ناتباهيده رزونانس   .2       وجود دارد اگر ∗ از نقطه تعادل 2

5	 9
1
,				

5
4

9
4
. 

:1انشعاب ناتباهيده رزونانس   .3       وجود دارد اگر ∗ از نقطه تعادل 2

9
5
,				

5
. 

باشند. ضرايب بحراني براي بررسي هاي ديگر مشابه آن ميشود و قسمتپرداخته مي 1اين قسمت تنها به اثبات قسمت  ثبات:ا
:1هاي رزونانس ناتباهيدگي انشعاب  .اندآورده شده 5اين قضيه در جدول  2

  است هرگاه 1) داراي دو مقدار ويژه حقيقي 4نگاشت (

 

, 0,
det , 1,

	 	 , 2.
 (11) 

  :باشدصورت زير مي) به11جواب دقيق سيستم جبري ( 

1
,				 ,				 5	

1
,				

9
5

4
5

. 

  تصوربه  و  ازاي پارامترهاي بحراني) به4منفيلد مركزي متناظر با نگاشت ( 

, ∑
!

, (12) 

  كه 

,											  
,						  

, , 1,					 , , 0 
  و 

2
5

1

										1
 

  برابر است با و 
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1
5
16	 48	 40	 48	 80	 225	 16	 40	 225	 250	

16	 32	 40	 16	 40	 125	

																																															
8	 16	 10	 8	 10	 100	
16	 32	 40	 16	 40	 125	

 

 و

16	 32	 40	 16	 40	 125	
4	 8	 5	 4	 5	 50	

2
5

1 16	 32	 40	 16	 40	 125	
4	 8	 5	 4	 5	 50	

 

		
																2
1
5
4	 4	 5	 . 

  صورتتوان به) را مي12) به منيفلد مركزي (4تحديد نگاشت ( 

↦
															

,				 , ∈ . 

   شود كهنوشت. از پايايي منيفلد مركزي نتيجه مي 
 

16	 32	 40	 16	 40	 125	 1 12	 4	 33
125	 4	 8	 5	 4	 5	 50	

																						 
 

   	 		 	 	 	 	 	 	 	 	 	

	 	 	 	 	 	 	 	 	
 

															
220	 	 400	 208	 1168	 1445	 	 1800	 48	 432	

25	 4	 8	 5	 	 4	 5	 	 50	
			

765	 	 3900	
25	 4	 8	 5	 	 4	 5	 	 50	

.																																																			 

:1انشعاب رزونانس     ناتباهيده است هر گاه 2

4 0,				 2 6 0. 
  

   
 1,4ضرايب بحراني انشعابات متناظر با قضيه  :5جدول

پارامترهاي		بحراني    

,    

,    

,  1
2
	

16	 14 33
4	 5

1
2

3 50 224 171	 864
4 5
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 .2,4قضيه      

:1انشعاب ناتباهيده رزونانس   .1       وجود دارد اگر ∗ از نقطه تعادل 3

4	
1
,				

7
4

3
4

. 

:1هيده رزونانس انشعاب ناتبا  .2       وجود دارد اگر ∗ از نقطه تعادل 3

4	 7
1
,				

4
3

7
3
. 

:1انشعاب ناتباهيده رزونانس   .3       وجود دارد اگر ∗ از نقطه تعادل 3

7
4
,				

4
. 

باشند. ضرايب بحراني براي بررسي هاي ديگر مشابه آن ميتشود و قسمپرداخته مي 1اين قسمت تنها به اثبات قسمت  اثبات:
:1هاي رزونانس ناتباهيدگي انشعاب   .اندآورده شده 6اين قضيه در جدول  3

  است هرگاه 1) داراي دو مقدار ويژه حقيقي 4نگاشت (

, 0,
det , 1,  (13) 

  :باشدير ميصورت ز) به13جواب دقيق سيستم جبري ( 

1
,				 ,				 4	

1
,				

7
4

3
4

. 

  صورتبه  و  ازاي پارامترهاي بحراني) به4منفيلد مركزي متناظر با نگاشت ( 

, ̅ ̅ ̅ ∑
!

̅ ,				 ∈ ,				 ∈ , (14) 

  كه در نظر گرفت 

,				 ,				 , 1, 
   و 

3
2

	 1

	 √3 3
																1

,				
16	

1 √3 1 	 √3 3

										 2	 1 √3

. 

  صورتتوان به) را مي14) به منيفلد مركزي (4ديد نگاشت (حت 

↦ ̅ | | ,				 ∈ . 

  گيريم كهدر نظر گرفت. از پايايي منيفلد مركزي نتيجه مي 

5
8

3
8

	
8√3 8√3

, 
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7	
16

9	
8

3
16

7	
8
√3

3
8
√3 . 

 0 اگر 

1
3 | |

1
1
6

39	 18	 7
3	 6	 7

. 

  .كندپايداري منحني بسته پايايي منشعب شده را مشخص مي 
 

 2,4ضرايب بحراني انشعابات متناظر با قضيه  :6جدول

پارامترهاي		بحراني    

,  1
4 4 4

√3
12

√3
1
2

1
2

1
6 4

√3
12

√3

,  1
2
	

2 2
√3

6
√3  

1
2

2
3 2

√3 √3
3
√3  

,  1
6
	

2	 √3 3	 √3 3
2

 
1
6

√3 6 √3 6 √3 6	 12
2

 

  

  .3,4قضيه    
:1انشعاب ناتباهيده رزونانس   .1       وجود دارد اگر ∗ از نقطه تعادل 4

3	
1
,				

5
3

2
3

. 

:1انشعاب ناتباهيده رزونانس   .2       وجود دارد اگر ∗ از نقطه تعادل 4

3	 5
1
,				

3
2

5
2
. 

:1انشعاب ناتباهيده رزونانس   .3       وجود دارد اگر ∗ از نقطه تعادل 4

5
3
,				

3
. 

باشند. ضرايب بحراني براي هاي ديگر مشابه آن ميشود و قسمتپرداخته مي 1در اين قسمت تنها به اثبات قسمت   اثبات:
:1هاي رزونانس ناتباهيدگي انشعاببررسي   .اندآورده شده 7اين قضيه در جدول  4

  است هرگاه  ) داراي يك جفت مقدار ويژه مختلط4نگاشت (

 

, 0,
det , 1,

	 	 , 0.
 (15) 

  :باشدصورت زير مي) به15جواب دقيق سيستم جبري ( 
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1
,				 ,				 3	

1
,				

5
3

2
3

. 
  صورتبه  و  ازاي پارامترهاي بحراني) به4منفيلد مركزي متناظر با نگاشت ( 

, ̅ ̅ ̅ ∑
!

̅ ,				 ∈ ,				 ∈ , (16) 

  شود, كهدر نظر گرفته مي 

,				 ,				 , 1, 
  و 

1
3 3 1

																1

,				

3
2
1

				
1
2 2

	

. 

  فرمتوان به) را مي16ي () به منيفلد مركز4تحديد نگاشت ( 

↦ 	 ̅ ̅ ,				 ∈ . (17) 

  توان نتيجه گرفت كهنوشت. از خاصيت پايايي منيفلد مركزي مي 

2	
4
3 3 6

, 

1
9

13	
18

1
9

2
3 3

. 

  اگر 

| | 1, 

  .دو منحني فلد تكرار چهارم وجود خواهد داشت  در نقطه
   

 3,4هاي متناظر با قضيه ضرايب بحراني انشعاب :7جدول

نيبحرا    پارامترهاي		

,  
2	

4
3
	

3 6
 

1
9

13
18

1
9
	

2
3
	  

,  3
2
	

9
2
	

9
2
	

21
4

3
4

1
4

1
4

2	  

,  3
2
	

2	 2	 12 10
3

 
1
2

2 8 13 6	 8
3

 

   
  .اندآورده شده 5مربوط به جدول   و  در اين قسمت ضرايب .4,4ملاحضه 

,				 , 
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  كه 

48	 304	 120	 672	 856	 375	

672	 2192	 2975	 304	 2512	
8690	 48	 1272	 11490	 216	 6615	
1215	 , 

80	 304	 100	 	 368	 460	 	 1000	 144	

684	 	 5400	 324	 9720	 5832, 
80	 592	 160	 1632	 1488	 575	 			

2144	 4800	 5395	 500	 1360	
7072	 19058	 2700	 336	 4896	
32058	 6360	 1296	 25839	 11016	
8019	 14580	 8748	 , 

80	 304	 100	 	 368	 460	 	 1000	 144	

684	 	 5400	 324	 9720	 5832. 
   

  شبيه سازي و امتداد عددي-5
ش هاي قبل و همچنين با هدف كشف ديناميك بيشتري از در اين بخش به منظور تاييد نتايج تحليلي بدست آمده در بخ 

 .) در تكرار هاي بالاتر به كمك شبيه سازي عددي برخي نمودار ها را ارائه مي دهيم1سيستم (

] 25كنيم, براي جزئيات بيشتر به [ام كه جعبه ابزاري از نرم افزار متلب است استفاده ميدر اين بخش از جعبه ابزار متكونت
 .نيدمراجعه ك

		و4.1 كنيمميفرض  	 با تغيير پارامترنايمارك ساكر ) و رخ دادن انشعاب 1رفتار ديناميكي سيستم ( 0.2 و  
مشاهده كرد. همچنين با روش امتداد عددي و شروع از نقطه  5توان در شكل م قبل و بعد از اين انشعاب را ميرفتار سيست

BP)	نقطه تبادل پايداريهاي نشعابا وقوع  و تغيير پارامتر ∗ ثابت در  (PD)	و انشعاب فليپ	(NS)	نايمارك ساكر	،	
 2هاي دوم و چهارم در شكلهاي دو در تكرارو امتداد عددي آن آبشار تناوب	(PD)	قابل مشاهده است. با انتخاب نقطه 1شكل

:1رزونانس  رسم شده است. با توجه به اين كه ضريب خم  ،نايمارك ساكرهاي انشعاب خم 3كلشبزرگتر از يك است در  4
:1وجود خم زيني خنثي را در نقطه رزونانس  4اند. شكلهاي بالاتر از سيستم ترسيم شدهخم فليپ و... در تكرار ،فلد 3 

,3.4 براي مجموعه پارامترساكر -نايماركفضاي فاز و وقوع انشعاب  6دهد. در شكلنمايش مي 0.2,

  .استآورده شده   3.05

 نشان داده شده اند كه وجود مجموعه هاي آشوبناك را براي 7حداكثر نمايه لياپانوف محاسبه و در شكل  .1,5ملاحضه 

	 تاييد مي كنند. به طور كلي, نمايه مثبت لياپانوف يكي از ويژگي هايي است كه دلالت بر وجود  3.75 و 3.23
 .اشوب دارد
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  (PD) و نقطه انشعاب فليپ (NS) نايمارك ساكر, نقطه انشعاب  (BP) ) نقاط تبادل پايداري1خم نقاط تعادل مدل (: 1شكل 

  )1(آبشار تناوب هاي دو در تكرار هاي اول و دوم از مدل   :2كل ش

انشعاب  اط) شامل نق1فولد (سبز) متناظر تكرارهاي اول تا چهارم از مدل ( ،فليپ (آبي) ،(صورتي)ساكر -نايماركخم هاي   :3شكل 
 (GPD) و فليپ تعميم يافته (LPPD) فليپ-فولد،  (R4) رزونانس چهار،  (R3) رزونانس سه ، (R2)رزونانس 
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    )1(خم زيني خنثي در تكرار سوم نگاشت   :4شكل 

,4.1 ) براي مقادير پارامتر1فضاي فاز سيستم (: 5شكل   ب) ايجاد خم( 2.9 اب برايآ) جاذب قبل از انشع( 0.2
د) ( 3.19 براي هاي مختلفپاياي بسته و ايجاد جاذبج) نابودي خم ( 2.93 درنايمارك ساكر انشعاب  پاياي بسته بعد از

 3.24  آشوب براي
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,3.4 ) براي مقادير پارامتر1فضاي فاز سيستم (: 6 شكل ب) نقطه انشعاب (  3.1جاذب قبل از انشعاب براي آ)( 0.2
,3.13 درنايمارك ساكر انشعاب  ج و د) ايجاد خم پاياي بسته بعد از( 3.11 درنايمارك ساكر  3.2   

  	3.8 و) آشوب براي(  3.5 ه) نابودي خم پاياي بسته براي(
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 6ب) مربوط به شكل ( 5لياپانف (آ) مربوط به شكل  نمايهحداكثر : 7شكل 
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