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Introduction 
Operational risk is one of the factors identified in organizations, especially in 
banks, and banking supervisory committees pay special attention to it. In this 
paper, a mathematical model based on an advanced operational risk model is 
considered to calculate the probability of bank survival as a partial Volterra 
integro-differential equation. Integral equations are considered as one of the 
useful mathematical tools in pure and applied analysis. Often the results of 
applied equations such as partial differential equations, integro-differential 
equations, random equations and other equations including integro differential 
part are used in physical phenomena. One of the applications of these 
equations is in operational risk. In (1988) different methods for solving 
differential equations and integro-differential equations of parabolic type are 
presented. The issue of survival probability is an important issue in modeling 
a business's risk. The model under study is often expressed by the partial 
Volterra intego-differential equation.Types of risks available to organizations 
(banks) include credit risk, market risk or operational risk. One of the most 
important is the operational risk to which all the activities of the bank are 
exposed. Operational risk is the possibility of losses due to inadequacy and 
inadequacy of processes and methods, people and internal systems or due to 
events outside the organization (bank). The effects of this type of risk can 
sometimes be so wide that it can lead to the bankruptcy of a bank. Therefore, 
domestic and international regulators - especially the Wing Committee - and 
banks are making great efforts to accurately identify and effectively manage 
this risk. The wide range of this risk, in addition to the difficulty of quantifying 
it, makes it very difficult to obtain a reliable database that can be found by 
mathematical modeling of a particular trend or order among the data. To 
counter the consequences of operational risk, banks are required to allocate 
some reserves to hedge potential losses. This can be considered a form of 
autoimmunity, although the explicit allocation of capital to operational risk by 
the Basel Committee is not mandatory for banks. The concept of operational 
risk is the same for different organizations and its amount depends on the total 
capital of the organization. 



Material and methods                                                                                        
This equation has been solved numerically by applying the finite differences 
method with the trapezoidal rule (FD-TR method) to estimate its integral 
part and the effect of changing the parameters of the models on the output of 
the problem has been investigated. In addition, the stability and convergence 
of the method are discussed and its numerical results are presented. 

Results and discussion  
We have discretized the integro-differential equation related to operational 
risk in different networks and solved it by finite differences method. We have 
obtained useful results for its operation in organizations at different times and 
with different risk reserves. 

Conclusion 
According to the results obtained from the numerical solution of the problem, 
the following results can be raised: 

 At the same time, by increasing risk storage in different networks, it 
is observed that the probability of survival increases, the probability 
of survival is directly related to risk storage. This result is especially 
evident in the network of 8. 

 By storing constant risk, the passage of time in different networks 
will reduce the probability of survival, the probability of survival is 
inversely related to the passage of time. This result is especially 
evident in the network of 8. 

 By increasing the network segmentations sufficiently, the 
convergence of the FD-TR method is quite evident. 

 FD-TR method is an efficient scheme to estimate the solution of the 
operational risk’s model as a stable and convergence numerical 
approach.  
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  تفاضلات متناهي.
  
  

هاي ها است و كميتهها بالاخص در بانكهاي شناسايي شده در سازمانريسك عملياتي يكي از ريسك
اي به آن دارند. در اين مقاله مدل رياضي بر اساس مدل پيشرفته ريسك توجه ويژه نظارت بانكي

ا در رديفرانسيل جزئي ولت -عملياتي براي محاسبه احتمال بقاي بانك به صورت يك معادله انتگرال
اي جهت كارگيري روش تفاضلات متناهي با قاعده ذوزنقهاين معادله با بهنظر گرفته شده است. 

و تاثير تغيير پارامترهاي مدل بر خروجي مساله تخمين بخش انتگرالي آن به صورت عددي حل 
 نآ عددي نتايج و گرفته قرار بحث مورد و همگرايي روش، پايداري اين، بر علاوه .بررسي شده است

  .شده است ارائه

  
  
  
  
  
  
  
  
  

  كارگيريبا به ديفرانسيل جزئي مربوط به ريسك عملياتي-حل معادله انتگرال). 1402( محمدعلي فريبرزي عراقي، طيبه دمرچلي منصوره رسولي،: استناد
  .189 – 171)، 2( 9، هاي رياضيپژوهش. روش تفاضلات متناهي
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 مقدمه .1
 تايجن غالباً. شودمي گرفته نظر در كاربردي و محض هايتحليل در رياضي مفيد ابزارهاي از يكي عنوان به انتگرال معادلات
تصادفي و ساير معادلات شامل  ديفرانسيل، معادلات -انتگرال معادلات جزئي، ديفرانسيل كاربردي مانند معادلات معادلات

 معادلات ينا كاربردهاي از يرند. يكيگهاي فيزيكي كاربرد داشته و مورد استفاده قرار ميدر پديده ديفرانسيل،-بخش انتگرال
 نوع از ديفرانسيل-انتگرال معادله و ديفرانسيل يهامعادله حل براي مختلفي يهاروش) 1988( در. است عملياتي ريسك در

است. مدل مورد در مدلسازي ريسك يك كسب و كار  . مسئله تخمين احتمال بقا مسئله مهمي]1[شده است ارائه سهموي
  شود. ديفرانسيل ولتراي جزئي بيان مي-بررسي اغلب با معادله انتگرال

هاي بانك كل روساي توسط ميلادي 1975 سال در كه است بانكي نظارت ارشد كارشناسان از بال متشكل بانكي نظارت كميته
 مركزي هايو بانك هابانك بر نظارت مراجع ارشد كارشناسان از كميته اين. شد گذاري پايه ،10گروه كشورهاي مركزي

 تشكيل آمريكا و انگلستان سوئيس، اسپانيا، سوئد، هلند، لوكزامبورگ، ژاپن، ايتاليا، آلمان، فرانسه، كانادا، بلژيك، كشورهاي

بال  شهر در واقع بين المللي هايحساب تسويه در بانك در سوئيس كميته اين هاياجلاس معمول، طور است. به شده
كند و ريسك عملياتي اين كميته مديريت ريسك را در موسسات مالي تنظيم مي .شودمي برگزار كميته اين دائمي دبيرخانه

ناكافي بودن  اي يتيكفاياز ب يناشنتايج،  از دست دادنِريسك عنوان به ياتيعمل سكير..."كند:را چنين تعريف مي
ناخواسته جينتا ،ياتيعمل سكير عبارتيبه ."... شده است فيتعري خارج يدادهايرو ايو  يداخلي هاستميو س كاركنانندهاايفر
 هايها به اتكاي سرمايه خود در مقابل زيانآيد. بانكها به وجود ميها و رويهاستاندارداست كه در اثر عدم پيروي افراد از  يا

اي رمايهها با موقعيت س، در صورتي كه در بهترين حالت نيز ممكن است بانككنندعملياتي ايستادگي مي هايناشي از ريسك
 هاي بانكي ناشيدهد كه ابعاد فاجعه آميز بحرانهاي پژوهشگران نشان ميمناسب در اثر حوادث ناگوار از پاي درآيند. بررسي

تر است زيرا يك بانك با سرمايه كافي زمان تري دارند، كماي مناسبهايي كه وضعيت سرمايهاز ريسك عملياتي در مورد بانك
  .]2[ ها در اختيار داردبيشتري را براي بررسي مشكلات و مواجهه صحيح با آن

ها) عبارتند از ريسك اعتباري، ريسك بازار يا ريسك عملياتي. از جمله مهمترين ها (بانكهاي موجود براي سازمانانواع ريسك
هاي بانك در معرض آن قرار دارند. ريسك عملياتي احتمال بروز زيان ناشي از فعاليت آنها ريسك عملياتي است كه تمامي

هاي داخلي و يا ناشي از رويدادهاي خارج از سازمان (بانك) ها، افراد و سيستمنامناسب بودن و عدم كفايت فرايندها و روش
ر به ورشكستگي يك بانك شود. از اين رو، مراجع است. تاثيرات اين نوع ريسك گاه ممكن است به حدي گسترده باشد كه منج

هاي فراواني را جهت شناخت دقيق و مديريت موثر اين ها تلاشو بانك -به ويژه كميته بال -نظارتي داخلي و بين المللي
نان يدهند. گستره وسيع اين ريسك علاوه بر دشواري كمي سازي آن، دستيابي به يك پايگاه داده قابل اطمريسك انجام مي

  نمايد. ها يافت، بسيار پيچيده ميكه با مدلسازي رياضي بتوان روند يا نظم خاص را ميان داده

ها موظف هستند مقداري ذخاير براي مقابله با ضررهاي احتمالي براي مقابله با پيامدهاي ناشي از ريسك عملياتي، بانك
د تخصيص سرمايه صريح به ريسك عملياتي از سوي كميته توان نوعي خود ايمني تلقي كرد هرچنتخصيص دهند. اين را مي



 
 

 …ديفرانسيل جزئي مربوط به ريسك عملياتي-حل معادله انتگرال     

 

175 
هاي مختلف يكسان است و مقدار آن بستگي به سرمايه ها اجباري نيست. مفهوم ريسك عملياني براي سازمانبازل براي بانك

  :] 4-8[اي كه براي مديريت ريسك در يك بانك وجود دارد عبارت است ازرابطه .]3[كلي سازمان دارد

مجموع درآمدهاي بانك + ذخيره اوليه =ذخيره ريسك -هازيانمجموع   

قا با دهد كه احتمال بدر اين مقاله تاثير كاهش يا افزايش ذخيره ريسك بر احتمال بقاي بانك بررسي شده و نتايج نشان مي
اگر ذخيره ريسك تغيير نكند احتمال بقا با گذر  دهدذخيره ريسك رابطه مستقيم دارد. اين در حاليست كه نتايج نشان مي

   زمان رابطه عكس دارد.

ي ديفرانسيل جزئ -ترتيب مطالب اين مقاله به اين شرح است: بعد از شرح مفاهيم مقدماتي و معرفي اجزاي معادله انتگرال
ه است. حل بخش انتگرالي روش پيشنهادي معرفي شده و مدل با كمك روش تفاضلات متناهي حل شد 2)، در بخش 1ولترا (

بحث شده است. پايداري روش تفاضلات متناهي پيشنهادي و همگرايي آن نيز  2 در زير بخش ]10[ايمدل با قاعده ذوزنقه
  ارايه شده است. 4بررسي شده است.  نتايج عددي در بخش  3در بخش

  

 ديفرانسيل جزئي مربوط به ريسك عملياتي-معادله انتگرال .2

ديفرانسيل با مشتقات جزئي انجام شده است -احتمال بقاي يك سازمان مالي از جمله بانك به كمك معادله انتگرال بنديمدل
. هرچند حل عددي براي اين معادله بسيار محدود مورد ]10[اندراه حل تحليلي براي آن ارايه كرده 1994و نسل و پِترز در 

 موجود باشد، ريسك هياول رهيكه ذخ وقتيمدرن،  ياضيروش ر كيستفاده از با امطالعه قرار گرفته است اما لادوپولوس 
,ݖሺܴ	. فرض كنيد]8[استزده  نيتخمرا  ياتيعمل سكيمدل ر كياحتمال   zو با ذخيره ريسك  tاحتمال بقا در زمان  ሻݐ

  شود:به صورت زير بيان مي ݏدر زمان  ሻݏሺܼباشد، در مدل ارائه شده توسط وي ذخيره ريسك

ܴሺݖ, ሻݐ ൌ ܲሾ	ܼ	ሺݏሻ ൐ 0, 0 ൑ ݏ ൑ ,ݐ ܼ	ሺ0ሻ ൌ 	,ሿݖ

شود كه داراي تابع نمايش داده مي ௧ܺكه با  tميزان خسارت در زمان  فرض كنيد .]8[مقدار اوليه ذخيره ريسك است ݖكه 
ሻݔሺܦتوزيع  ൌ ܲሾܺ௧ ൑ ௧ܰشود كه بر حسب فرايند پواسناست و فرض مي ሻݔሺ݀با تابع چگالي  ሿݔ  ߤبا پارامتر  	

  محاسبه شده است.  بنابراين خواهيم داشت: 

௡ܲሺݐሻ ൌ ܲሾ ௧ܰ ൌ ݊ሿ ൌ
௘షഋ೟ሺఓ௧ሻ೙

௡!
						,			݊ ൌ 0,1,2, …, 

  :آيددست مياز رابطه زير به شده انباشته هاي خسارت مجموع

ܵ௧ ൌ ∑ ܺ௧೔
ே೟
௜ୀଵ ,	



  
  

  1402دوم، ، شماره نهم دوره ،هاي رياضيپژوهش

  

 

176 

  فراواني آن است. ௧ܰو  ݐشدت ريسك عملياتي در زمان  ௧೔ܺكه 

ሻݐሺܼذخيره شده است كه به  ሻݓሺܽبا نرخ پيوسته  اضافي بيمه حق كه است اين بر فرض در اين مدل ضمن آنكه ൌ   ݓ
قطعي زير صدق معادله  در ري، فرض شده است كه ذخازياني وجود ندارد زماني كهدر  ن،يهمچنباشد. در زمان اخير وابسته مي

  :] 4,5,6[كند مي

ௗ௓ሺ௧ሻ

ௗ௧
ൌ ܽ൫ܼሺݐሻ൯. 

معكوس  و R(z, t) مقادير مجهول از لاپلاس تبديل را با VIDE عددي حل راه از تركيبي رويكرد ،نيز ]11,12[مكروقلو
 ليفرانسيد-معادله انتگرال كيبه را ، مسئله فوق ]13,14[همچنين لادوپولوس  .است كرده اجرا صورت عدديلاپلاس به

   كرده است: به صورت زير تبديل نموده و حل يخطي ولترا يجزئ

డோሺ௭,௧ሻ

డ௧
ൌ െܴߤሺݖ, ሻݐ ൅ ܽሺݖሻ

డோሺ௭,௧ሻ

డ௭
൅ ߤ ׬ ܴሺݖ െ ,ݕ ሻݕሺܦሻ݀ݐ

௭
଴

, 

  كند:صدق مي كه در شروط زير

lim
௭→ஶ

ܴሺݖ, ሻݐ ൌ 1,			ܴሺݖ, 0ሻ ൌ ݖ			,1 ൒ 0, 

ܴሺݖ, ሻݐ ൌ ݖ				,0 ൏ 0. 

  :]4[كنيم) اين معادله را به صورت زير بازنويسي مي2) و (1(براي حل عددي 

డோሺ௭,௧ሻ

డ௧
ൌ െܴߤሺݖ, ሻݐ ൅ ܽሺݖሻ

డோሺ௭,௧ሻ

డ௭
൅ ߤ ׬ ܾሺݖ െ ,ݕሻܴሺݕ ݕሻ݀ݐ

௭
଴ 	

ܴሺ∞, ሻݐ ൌ ݐ			,1 ൒ 0,			ܴሺݖ, 0ሻ ൌ ݖ			,1 ൒ 0.	

  :] 5, 4 [به صورت زير است  ߙتابع توزيع نمايي با پارامتر  ሻݔሺ݀	و تابع چگالي مربوطه يعني ሻݔሺܦ	تابع توزيع

ܾሺݖሻ ൌ  .ఈ௭ି݁ߙ

) حالت خاصي از يك مدل را با لحاظ نمودن مقادير اوليه 3انتگرال ديفرانسيل( هاي كاربردي براي حل معادلاتاغلب روش
  : ]5[هاي زير براي تابع آغازين به شكل زير وجود دارندگيرند. انتخابدر نظر مي ሻݔሺܦو تابع توزيع  ሻ൯ݐ൫ܼሺܽاي براي ويژه

ܽ൫ܼሺݐሻ൯ ൌ ܽ଴, 

(1) 

(2) 

(3) 
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  و

ܽ൫ܼሺݐሻ൯ ൌ ܽ଴ ൅  ,ሻݐሺܼߛ

نرخ سود يا بهره است كه تا زمان وقوع خسارت  ߛت) در مقادير اضافي حق بيمه  است و نمايانگر نرخ (يك مقدار ثاب ଴ܽكه 
ሻ൯ݐ൫ܼሺܽشود. در حالت به مقدار ذخيره ريسك اضافه مي ൌ ܽ଴ ൅ ߤ	و با در نظر گرفتن ݖߛ ൌ ) 3جواب دقيق معادله( ߛ

  : ]14[عبارت است از 

ܴሺݖ, ሻݐ ൌ 1 െ
ఊ

ఊାఈ௔బ
	݁ିఈ௭ሺ1 െ ݁ିሺఊାఈ௔బሻ௧ሻ. 

 روش تفاضلات متناهي براي حل مدل 1,2 

డ) به روش تفاضلات متناهي قرار مي دهيم3ديفرانسيل با مشتقات جزئي ( -براي حل عددي معادله انتگرال

డ௧
ൌ و   ௟ܮ

డ

డ௭
ൌ   در اينصورت: ௛ܮ

	=: ௟Rܮ
ோሺ௭ೖ,௧೙శభሻିோሺ௭ೖ,௧೙షభሻ	

ଶ௟
ൎ

ோ೙శభ
ೖ ିோ೙షభ

ೖ

ଶ௟
, 

	= :௛Rܮ
ோሺ௭ೖశభ,௧೙ሻିோሺ௭ೖషభ,௧೙ሻ

ଶ௛
ൎ

ோ೙
ೖశభିோ೙

ೖషభ

ଶ௛
, 

  كه

݈ ൌ
௧೘ೌೣି௧೘೔೙

௡
	= 

்

௡
, 

݄ ൌ
௭೘ೌೣି௭೘೔೙

௞
 = 

௓

௞
. 

  داريم: ௛ܮو  ௟ܮبا توجه به تعريف عملگرهاي 

௟ܴ௡௞ܮ ൌ െܴߤሺݖ௞, ௡ሻݐ ൅ ܽሺݖ௞ሻܮ௛ܴ௡௞+	ߤ ׬ ܾሺݖ௞ െ ,ݕሻܴሺݕ ሻݕ௡ሻ݀ሺݐ
௭ೖ
଴ . 

  و در اينصورت:

ܴ௡ାଵ
௞ െ ܴ௡ିଵ

௞ ൌ െ2ܴ݈ߤ௡௞ ൅ ௞ሻሺܴ௡௞ାଵݖሺܽݎ െ ܴ௡௞ିଵሻ ൅ ݈ߤ2 ׬ ܾሺݖ௞ െ ,ݕሻܴሺݕ ሻݕ௡ሻ݀ሺݐ
௭ೖ
଴ . 

ݎكه در آن  ൌ ௟

௛
௡௞ܴبا  	௡௞ܴبا جايگزيني .  ൎ

ଵ

ଶ
ሺܴ௡ାଵ

௞ ൅ ܴ௡ିଵ
௞ ሻ ) ܫصورت ) را به4بخش انتگرالي در رابطهሺݖ௞,  	௡ሻݐ

  زنيم.اي تقريب ميذوزنقه با قاعده دهيم و آن رانشان مي

(4)
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  ) داريم:4رابطه (از 

ܴ௡ାଵ
௞ െ ܴ௡ିଵ

௞ ൌ െ݈ߤ൫ܴ௡ାଵ
௞ ൅ ܴ௡ିଵ

௞ ൯ ൅ ௞ሻሺܴ௡௞ାଵݖሺܽݎ െ ܴ௡௞ିଵሻ ൅ ,௞ݖሺܫ݈ߤ2  ,௡ሻݐ

,௞ݖሺܫبا تقريب    :اي به فرم زيرذوزنقه ا قاعدهب 	௡ሻݐ

,௞ݖሺܫ ௡ሻݐ ൌ
݄
2
ሾܾሺݖ௞ሻܴሺ0, ௡ሻݐ ൅ ܾሺ0ሻܴ௡௞ሿ െ

݄ଷ

12
߲ଶ

ଶݕ߲
ܾሺݖ௞ െ ,ݕሻܴሺݕ  ,௡ሻ|௬ୀఎೖݐ

  خواهيم داشت:است،  ௞ݖمقداري بين صفر و  ௞ߟكه 

ܴ௡ାଵ
௞ െ ܴ௡ିଵ

௞ ൌ െ݈ߤ൫ܴ௡ାଵ
௞ ൅ ܴ௡ିଵ

௞ ൯ ൅ ௞ሻሺܴ௡௞ାଵݖሺܽݎ െ ܴ௡௞ିଵሻ ൅ ,௞ሻܴሺ0ݖሾܾሺ݄݈ߤ ௡ሻݐ ൅

ܾሺ0ሻܴ௡௞ሿ െ
௛య

ଵଶ

డమ

డ௬మ
ܾሺݖ௞ െ ,ݕሻܴሺݕ  .௡ሻ|௬ୀఎೖݐ

,ሺ0ܴبا توجه به شرط اوليه ௡ሻݐ ൌ   توانيم بنويسيم:مي 0

൫1 ൅ ሻܴ௡ାଵ݈ߤ
௞ ൅ ሺ݈ߤ െ 1ሻܴ௡ିଵ

௞ ൌ ௞ሻሺܴ௡௞ାଵݖሺܽݎ	 െ ܴ௡௞ିଵሻ ൅  ሺ0ሻܴ௡௞ሿܾ݄݈ߤ

െ
௛య

ଵଶ

డమ

డ௬మ
ܾሺݖ௞ െ ,ݕሻܴሺݕ  .௡ሻ|௬ୀఎೖݐ

  ) داريم:3با توجه به مقادير اوليه رابطه (

lim
௞→ஶ

ܴሺݖ௞, ௡ሻݐ ൌ 1 → lim
௞→ஶ

ܴ௡௞ ൌ 1			 

  باشند:) به شرح زير مي7اي در رابطه ( هاي اجرايي اين رويكرد با اغماض از جمله خطاي قاعده ذوزنقهگام

  ) قرار دهيد:گام اول

݈ ൌ
ܶ
݊
	, 

݄ ൌ
௓

௞
	,	

ݎ ൌ
௟

௛
	,	

  ) قرار دهيد:گام دوم

ܽ൫ܼሺݐሻ൯ ൌ ܽ଴ ൅  ,ሻݐሺܼߛ

(5)

(7)

(6)
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ܾሺݖሻ ൌ  , ఈ௭ି݁ߙ

  قرار دهيد: گام سوم)
ሺ1 ൅ ሻܴ௡ାଵ݈ߤ

௞ ൅ ሺ݈ߤ െ 1ሻܴ௡ିଵ
௞ ൌ ௞ሻሺܴ௡௞ାଵݖሺܽݎ െ ܴ௡௞ିଵሻ ൅  .ሺ0ሻܴ௡௞ܾ݄݈ߤ

  مفروض چاپ كنيد. ݇و  ݊را به ازاي  ௡௞ܴمقادير احتمال بقا گام چهارم) 

 اي بررسي پايداري و همگرايي روش تفاضلات متناهي با قاعده ذوزنقه .3

  ) پايدار است.3ديفرانسيل با مشتقات جزئي (-انتگرالاي براي معادله روش تفاضلات متناهي به همراه قاعده ذوزنقه :1قضيه

. براي اين منظور روش تفاضلات متناهي را روي معادله ]15[كنيم نيومن استفاده مي-پايداري از روش ون: براي اثبات اثبات 
   دست مي آيد. فرض كنيد) به7) اعمال كرده و معادله (3(

ܴ௡௞ ൎ
ଵ

ଶ
ሺܴ௡ାଵ

௞ ൅ ܴ௡ିଵ
௞ ሻ, 

  توان نوشت: ) را به فرم زير مي7بنابراين رابطه (

ሺ1 ൅ ሻܴ௡ାଵ݈ߤ
௞ ൅ ሺ݈ߤ െ 1ሻܴ௡ିଵ

௞ ൌ ௞ሻሺܴ௡௞ାଵݖሺܽݎ െ ܴ௡௞ିଵሻ ൅
ଵ

ଶ
ሺ0ሻሺܴ௡ାଵܾ݄݈ߤ

௞ ൅ ܴ௡ିଵ
௞ ሻ 

ܴ௡௞ ൌ ݁ఈ௧೙݁ିప̂ఒ௞௛, 

ଓ̂ଶكه  ൌ െ1.  

ሺ1 ൅ ሻ݁ఈ௧೙శభ݁ିప̂ఒ௞௛݈ߤ ൅ ሺ݈ߤ െ 1ሻ݁ఈ௧೙షభ݁ିప̂ఒ௞௛ ൌ ௞ሻ൫݁ఈ௧೙݁ିప̂ఒݖሺܽݎ	
ሺ௞ାଵሻ௛ െ

݁ఈ௧೙݁ିప̂ఒሺ௞ିଵሻ௛൯ ൅ ሾߙ݄݈ߤ
௘ഀ೟೙శభା௘ഀ೟೙షభ

ଶ
ሿ݁ିప̂ఒ௞௛. 

  ) خواهيم داشت:9با ساده كردن طرفين رابطه (

ሺ1 ൅ ሻ݁ఈ௧೙݁ఈ௟݁ିప̂ఒ௞௛݈ߤ ൅ ሺ݈ߤ െ 1ሻ݁ఈ௧೙݁ିఈ௟݁ିప̂ఒ௞௛ ൌ ௞ሻ൫݁ఈ௧೙݁ିప̂ఒ௞௛݁ିప̂ఒ௛ݖሺܽݎ	 െ

݁ఈ௧೙݁ିప̂ఒ௞௛݁ప̂ఒ௛൯ ൅ ఓ௟௛ఈ

ଶ
ሾ݁ఈ௧೙ሺ݁ఈ௟ ൅ ݁ିఈ௟ሻ݁ିప̂ఒ௞௛ሿ. 

ఈ௟݁با فرض  ൌ   آيد:دست ميرابطه زير به ߦ

ሺ1 ൅ ߦሻ݈ߤ ൅ ሺ݈ߤ െ 1ሻ
ଵ

క
ൌ ሻ݄ߣሺ݊݅ݏ	௞ሻ2ଓ̂ݖሺܽݎ	 ൅

ఓ௟௛ఈ

ଶ
ሾߦ ൅

ଵ

క
ሿ. 

)9(  

(٨)
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  شود: به شكل زير حاصل مي ߦمعادله درجه دومي بر حسب 

ቀ1 ൅ ݈ߤ െ
ఓ௟௛ఈ

ଶ
ቁ ଶߦ െ 2ଓ̂	ܽݎሺݖ௞ሻ sinሺ ߦሻ݄ߣ ൅ ቂ݈ߤ െ 1 െ

ఓ௟௛ఈ

ଶ
ቃ ൌ 0. 

  آوريم:هاي معادله را به دست ميريشه

ߦ ൌ ௞ሻݖሺܽݎ sinሺ݄ߣሻଓ̂ േ ටെሺݎଶܽଶሺݖ௞ሻ݊݅ݏଶሺ݄ߣሻሻ െ ሺ1 ൅ ݈ߤ െ
ఓ௟௛ఈ

ଶ
ሻሺ݈ߤ െ 1 െ

ఓ௟௛ఈ

ଶ
) . 

  بنابراين:

ଶ|ߦ| ൌ ሺܽݎሺݖ௞ሻ sinሺ݄ߣሻሻଶ ൅ ሺെݎଶܽଶሺݖ௞ሻ݊݅ݏଶሺ݄ߣሻሻ െ ሺ1 ൅ ݈ߤ െ
ߙ݄݈ߤ
2

ሻሺ݈ߤ െ 1 െ
ߙ݄݈ߤ
2

ሻ 

ൌ െ൬ቀ݈ߤ െ
ఓ௟௛ఈ

ଶ
ቁ
ଶ
െ 1൰ ൌ െߤଶ݈ଶሺ1 െ

௛ఈ

ଶ
ሻଶ ൅ 1 ൏ 1. 

ଶ݈ଶሺ1ߤെزيرا همواره   െ
௛ఈ

ଶ
ሻଶ ൏   لذا: 0

|ߦ| ൏ 1. 

  ∎.) داراي پايداري نامشروط است7رابطه تفاضلي (و اين يعني 

با فرض ) 3ديفرانسيل با مشتقات جزئي (-انتگرالاي براي معادله روش تفاضلات متناهي به همراه قاعده ذوزنقه :2قضيه 
0 ൏ ௞ሻݖ)ܽݎ2 ൏   ، همگرا است. 1

  ):7به رابطه (. با توجه ]17، 15[كنيم براي اثبات همگرايي از بسط تيلور استفاده مياثبات: 

ሺ1 ൅ ሻܴ௡ାଵ݈ߤ
௞ ൅ ሺ݈ߤ െ 1ሻܴ௡ିଵ

௞

ൌ ௞ሻሺܴ௡௞ାଵݖሺܽݎ െ ܴ௡௞ିଵሻ ൅ ሺ0ሻܴ௡௞ܾ݄݈ߤ െ
݄ଷ

12
߲ଶ

ଶݕ߲
ܾሺݖ௞ െ ,ݕሻܴሺݕ  .	௡ሻ|௬ୀఎೖݐ

௡௞ܴبا در نظر گرفتن  ൌ ௡௞ݎ െ ݁௡௞  ݁كه در آن௡௞	 ܴبه معناي خطا در نقطهሺݖ௞,   توان نوشت:باشد، ميمي ௡ሻݐ

ሺ1 ൅ μ݈ሻ൫ݎ௡ାଵ
௞ െ ݁௡ାଵ

௞ ൯ ൅ ሺ݈ߤ െ 1ሻ൫ݎ௡ିଵ
௞ െ ݁௡ିଵ

௞ ൯ ൌ ௡௞ାଵݎ௞ሻሾሺݖሺܽݎ െ ݁௡௞ାଵሻ െ

ሺݎ௡௞ିଵ െ ݁௡௞ିଵሻሿ ൅ ௡௞ݎሺ0ሻሺܾ݄݈ߤ െ ݁௡௞ሻ െ
௛య

ଵଶ

డమ

డ௬మ
ܾሺݖ௞ െ ,ݕሻܴሺݕ  .௡ሻ|௬ୀఎೖݐ

. 

)١٠
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  توان نوشت:با كمك بسط تيلور مي

௡ାଵݎ
௞ ൌ ௡௞ݎ ൅ ݈ డ௥

డ௧
ቚ
ሺ௞௛,௡௟ାఏభ௟ሻ

௡ିଵݎ , 
௞ ൌ ௡௞ݎ െ ݈ డ௥

డ௧
ቚ
ሺ௞௛,௡௟ିఏమ௟ሻ

 . 

௡௞ାଵݎ ൌ ௡௞ݎ ൅ ݄ డ௥

డ௭
ቚ
ሺ௞௛ାఏయ௛,௡௟ሻ

௡௞ିଵݎ ,  ൌ ௡௞ݎ െ ݄ డ௥

డ௭
ቚ
ሺ௞௛ିఏర,௡௟ሻ

 . 

0 كه  ൑ ௜ߠ ൑ 1							݅ ൌ   ) و به كار گيري قضيه مقدار ميانگين داريم: 11. با جايگذاري در معادله (1,2,3,4

െሺ1 ൅ ሻ݁௡ାଵ݈ߤ
௞ െ ሺ݈ߤ െ 1ሻ݁௡ିଵ

௞ ൅ ሺ1 ൅ ሻ݈ߤ ቈݎ௡௞ ൅ ݈
ݎ߲
ݐ߲
ฬ
ሺ௞௛,௡௟ାఏభ௟ሻ

቉

൅ ሺ݈ߤ െ 1ሻ ቈݎ௡௞ െ ݈
ݎ߲
ݐ߲
ฬ
ሺ௞௛,௡௟ିఏమ௟ሻ

቉

ൌ ௞ሻݖሺܽݎ ቈ݁௡௞ିଵ െ ݁௡௞ାଵ ൅ ݄ ቆ
ݎ߲
ݖ߲
ฬ
ሺ௞௛ାఏయ௛,௡௟ሻ

൅
ݎ߲
ݖ߲
ฬ
ሺ௞௛ିఏర௛,௡௟ሻ

ቇ቉ 

൅ܾ݄݈ߤሺ0ሻሺݎ௡௞ െ ݁௡௞ሻ െ
௛య

ଵଶ

డమ

డ௬మ
ܾሺݖ௞ െ ,ݕሻܴሺݕ  .௡ሻ|௬ୀఎೖݐ

																																																																													 

ൌ ௞ሻሾ݁௡௞ିଵݖሺܽݎ െ ݁௡௞ାଵ ൅ 2݄ ቆ
ݎ߲
ݖ߲
ฬ
ሺ௞௛ାఏఱ௛,௡௟ሻ

ቇሿ ൅ ௡௞ݎሺ0ሻሺ݄݈ߤ െ ݁௡௞ሻ 

െ
݄ଷ

12
߲ଶ

ଶݕ߲
ܾሺݖ௞ െ ,ݕሻܴሺݕ  ,	௡ሻ|௬ୀఎೖݐ

0كه در آن  ൑ ହߠ ൑   رسيم:ها در طرفين تساوي به رابطه زير مي. با جابجايي مولفه1

െሺ1 ൅ ሻ݁௡ାଵ݈ߤ
௞ ൌ ሺ݈ߤ െ 1ሻ݁௡ିଵ

௞ െ ௡௞ݎ݈ߤ2 െ ଶ݈ߤ ቆ
ݎ߲
ݐ߲
ฬ
ሺ௞௛,௡௟ାఏభ௟ሻ

െ
ݎ߲
ݐ߲
ฬ
ሺ௞௛,௡௟ିఏమ௟ሻ

ቇ 

െ2݈
ݎ߲
ݐ߲
ฬ
ሺ௞௛,௡௟ାఏల௟ሻ

൅ ௞ሻሾ݁௡௞ିଵݖሺܽݎ െ ݁௡௞ାଵሿ ൅ ௞ሻ2݄ݖሺܽݎ
ݎ߲
ݖ߲
ฬ
ሺ௞௛ାఏఱ௛,௡௟ሻ

൅ ௡௞ݎሺ0ሻሺܾ݄݈ߤ െ ݁௡௞ሻ 

െ
݄ଷ

12
߲ଶ

ଶݕ߲
ܾሺݖ௞ െ ,ݕሻܴሺݕ  ,௡ሻ|௬ୀఎೖݐ

0كه در آن  ൑ ଺ߠ ൑   . با دسته بندي طرفين خواهيم داشت:1
⇒ െሺ1 ൅ ሻ݁௡ାଵ݈ߤ

௞  



  
  

  1402دوم، ، شماره نهم دوره ،هاي رياضيپژوهش

  

 

182 

ൌ ሺ݈ߤ െ 1ሻ݁௡ିଵ
௞ െ ቈ2ݎ݈ߤ௡௞ ൅ 2݈

ݎ߲
ݐ߲
ฬ
ሺ௞௛,௡௟ାఏల௟ሻ

െ ௞ሻ2݄ݖሺܽݎ
ݎ߲
ݖ߲
ฬ
ሺ௞௛ାఏఱ௛,௡௟ሻ

െ  ௡௞቉ݎሺ0ሻܾ݄݈ߤ

െܾ݄݈ߤሺ0ሻ݁௡௞ െ ଶ݈ߤ ቆ
ݎ߲
ݐ߲
ฬ
ሺ௞௛,௡௟ାఏభ௟ሻ

െ
ݎ߲
ݐ߲
ฬ
ሺ௞௛,௡௟ିఏమ௟ሻ

ቇ ൅ ௞ሻሾ݁௡௞ିଵݖሺܽݎ െ ݁௡௞ାଵሿ

െ
݄ଷ

12
߲ଶ

ଶݕ߲
ܾሺݖ௞ െ ,ݕሻܴሺݕ  .௡ሻ|௬ୀఎೖݐ

  :گيري از طرفين رابطه فوق خواهيم داشت با قدرمطلق

⇒ ሺ1 ൅ ሻห݁௡ାଵ݈ߤ
௞ ห ൑ ݈ߤ| െ 1|ห݁௡ିଵ

௞ ห 

൅ ቤቈ2ݎ݈ߤ௡௞ ൅ 2݈
ݎ߲
ݐ߲
ฬ
ሺ௞௛,௡௟ାఏల௟ሻ

െ ௞ሻ2݄ݖሺܽݎ
ݎ߲
ݖ߲
ฬ
ሺ௞௛ାఏఱ௛,௡௟ሻ

െ ௡௞቉ቤݎሺ0ሻܾ݄݈ߤ ൅  |ሺ0ሻ|݁௡௞ܾ݄݈ߤ

൅݈ߤଶ݉ ൅ |௞ሻሾ|݁௡௞ିଵݖሺܽݎ ൅ |݁௡௞ାଵ|ሿ ൅
݄ଷ

12
 ,ܯ

ܯكه در آن  ൌ ௬ݔܽ݉ ቚ
డమ

డ௬మ
ܾሺݖ௞ െ ,ݕሻܴሺݕ   و  ௡ሻቚݐ

 	݉ ൌ ݔܽ݉ ฬ
డ௥

డ௧
ቚ
ሺ௞௛,௡௟ାఏభ௟ሻ

െ
డ௥

డ௧
ቚ
ሺ௞௛,௡௟ିఏమ௟ሻ

ฬܧ . اگر௡ ൌ   آنگاه خواهيم داشت:  |௞|݁௡௞ݔܽ݉

ሺ1 ൅ ௡ାଵܧሻ݈ߤ ൑ ݈ߤ| െ ௡ିଵܧ|1

൅ ቤቈ2ݎ݈ߤ௡௞ ൅ 2݈
ݎ߲
ݐ߲
ฬ
ሺ௞௛,௡௟ାఏల௟ሻ

െ ௞ሻ2݄ݖሺܽݎ
ݎ߲
ݖ߲
ฬ
ሺ௞௛ାఏఱ௛,௡௟ሻ

െ ௡௞቉ቤݎሺ0ሻܾ݄݈ߤ
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݄3

12
 ܯ

ൌ ݈ߤ| െ ௡ିଵܧ|1 ൅ ൫ܾ݄݈ߤሺ0ሻ ൅ ௡ܧ௞ሻ൯ݖሺܽݎ2 ൅ ଶ݈݉ߤ

൅ ቤቈ2ݎ݈ߤ௡௞ ൅ 2݈
ݎ߲
ݐ߲
ฬ
ሺ௞௛,௡௟ାఏల௟ሻ

െ ௞ሻ2݄ݖሺܽݎ
ݎ߲
ݖ߲
ฬ
ሺ௞௛ାఏఱ௛,௡௟ሻ

െ ௡௞቉ቤݎሺ0ሻܾ݄݈ߤ ൅
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 .ܯ
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ఓ௟௛ܾሺ0ሻ൅2ܽݎሺ݇ݖሻ

ଵା݈ߤ
  و نيز: 

௡,௞ܤ ൌ ฬ2݇݊ݎ݈ߤ ൅ 2݈
ݎ߲

ݐ߲
ቚ
ሺ݄݇,݈݊൅6݈ߠሻ

െ ሻ2݄݇ݖሺܽݎ
ݎ߲

ݖ߲
ቚ
ሺ݄݇൅5݄ߠ,݈݊ሻ

െ  . ฬ݇݊ݎሺ0ሻܾ݄݈ߤ

⇒ 0 ൑ ௡ାଵܧ ൑
݈ߤ| െ 1|

1 ൅ ݈ߤ
௡ିଵܧ ൅ ௡ܧ௡,௞ܣ ൅

1
1 ൅ ݈ߤ

ଶ݈݉ߤൣ ൅ ௡,௞൧ܤ ൅
݄ଷ
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1
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൑
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ଵା݈ߤ
௡ିଵܧ ൅ ௡,௞ሾܣ

|ଵି݈ߤ|

ଵା݈ߤ
௡ିଵܧ௡,௞ܣ+௡ିଶܧ ൅

ଵ

ଵା݈ߤ
ଶ݈݉ߤൣ ൅ ௡,௞൧ܤ ൅

௛య

ଵଶ

ଵ

ଵା݈ߤ
ሿܯ ൅

ଵ

ଵା݈ߤ
ଶ݈݉ߤൣ ൅ ௡,௞൧ܤ ൅

௛య

ଵଶ

ଵ

ଵା݈ߤ
 ܯ

ൌ ቈ
݈ߤ| െ 1|

1 ൅ ݈ߤ
൅ A௡,௞

ଶ ቉ ௡ିଵܧ ൅ ௡,௞ܣ
݈ߤ| െ 1|

1 ൅ ݈ߤ
௡ିଶܧ ൅

௡,௞ܣ ൅ 1
1 ൅ ݈ߤ

ଶ݈݉ߤൣ ൅  ௡,௞൧ܤ

൅
݄ଷ

12
1

1 ൅ ݈ߤ
ሺ1ܯ ൅  ௡,௞ሻܣ

൑ ⋯ ൑ ܳ଴ܧ଴ ൅ ܳଵܧଵ ൅ ܳଶൣ݈ߤଶ݉ ൅ ௡,௞൧ܤ ൅
݄ଷ

12
 ,ଷܳܯ

଴ܧو هستند. چون  ݎ	و	݈	و	ߤ	و	௡,௞ܣجملاتي بر حسب  ଷܳو  ଵ ،ܳଶܳو  ଴ܳكه در آن  ൌ ,݇و وقتي  0 ݊ → با توجه   ∞
0به شرط  ൏ ௞ሻݖ)ܽݎ2 ൏ |ଵି݈ߤ| >1بوده و  ௡,௞ܣهايي از شامل توان ଵܳو اين موضوع كه 1

ଵା݈ߤ
ଵܳلذا    → . از طرفي با 0

ଶ݈݉ߤ، واضح است كه ݇	و	݊افزايش  → ݄و  0 → ௡,௞ܤو همچنين  0 →   ): 3زيرا با توجه به معادله ( 0

lim
௡,௞→ஶ

ሺ2݈ ቈݎߤ௡௞ ൅
ݎ߲
ݐ߲
ฬ
ሺ௞௛,௡௟ାఏల௟ሻ

െ ܽሺݖ௞ሻ
ݎ߲
ݖ߲
ฬ
ሺ௞௛ାఏఱ௛,௡௟ሻ

቉ሻ 

=2݈ ቂܴߤሺݖ, ሻݐ ൅
డோሺ௭,௧ሻ

డ௧
െ ܽሺݖ௞ሻ

డோሺ௭,௧ሻ

డ௭
ቃ 

ߤ2݈ൣ= ׬ ܾሺݖ െ ,ݕሻܴሺݕ ݕሻ݀ݐ
௭
଴ ൧ ≅ ߤ2݈

௛൫௕ሺ଴ሻோሺ௭,௧ሻା௕ሺ௭ሻோሺ௬,଴ሻ൯

ଶ
≅  ௡௞ݎ	ሺ0ሻܾ݈݄ߤ

limدر نتيجه  
௡→ஶ

௡ାଵܧ ൌ 0 ∎  

 نتايج عددي .4
) با روش شرح داده شده با پارامترهاي معين به صورت عددي و بر اساس الگوريتم 3( ديفرانسيل-در اين بخش معادله انتگرال

مقادير  ݊و  ݇براي پيشنهادي حل شده كه نتايج آن براي يك نقطه دلخواه در جداول زير آمده است. در اجراهاي ارايه شده 
1هاي مختلفي در بازه ൑ ݇ ൑ 10, 1 ൑ ݊ ൑ تايي شروع كرده و 3. براي اين كار از شبكه در نظر گرفته شده است 10

 آيد ودست ميهاي بهتري بهدهد كه با افزايش به تعداد كافي افرازهاي شبكه جوابدهيم نتايج حاصله نشان ميادامه مي
  نمودارها نشان از همگرايي جواب با افزايش افرازهاي شبكه دارد.

 اند:مشخص شده  6تا1تايي احتمال بقا در جداول  8تا  3هايي با افراز كهدر شب tو  zبا در نظر گرفتن مقادير مختلف براي 
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ܽ଴ ൌ 2, ߛ ൌ 1, ߤ ൌ 1	, ߙ ൌ 1		 :1جدول  

૜شبكه   ൈ ૜

,ࢠሺࡾ ࢚ሻ 

ࢠ ൌ ૛, ࢚ ൌ ૜ ࢠ ൌ ૛, ࢚ ൌ ૚ ࢠ ൌ ૚, ࢚ ൌ ૚ 

FD-TRخطا جواب دقيق روش FD-TRجواب دقيق روش روشFD-TR خطا  خطا جواب دقيق

0.8606 0.9121 0.0515 0.6915 0.9165 0.2251 0.7590 0.8374 0.0784 

0.8377 0.9124 0.0747 0.9294 0.9240 0.0054 0.8985 0.8520 0.0465 

0.8404 0.9165 0.0762 0.8367 0.9445 0.1078 0.8772 0.8918 0.0146 

 

ܽ଴ ൌ 2, ߛ ൌ 1, ߤ ൌ 1	, ߙ ൌ 1		 :2جدول  

૝	شبكه ൈ

૝ ࡾሺࢠ, ࢚ሻ

ࢠ ൌ ૛, ࢚ ൌ ૜	 ࢠ ൌ ૛, ࢚ ൌ ૚ ࢠ ൌ ૚, ࢚ ൌ ૚	

FD-TRخطا جواب دقيق روش FD-TRروش  خطا جواب دقيق روشFD-TR خطا جواب دقيق

0.7526 0.8774 0.1248 0.8107 0.8835 0.0728 0.7784 0.8079 0.0295 

0.6549 0.8775 0.2226 0.8616 0.8903 0.0287 0.8003 0.8191 0.0188 

0.6229 0.8787 0.2559 0.7919 0.9047 0.1128 0.7671 0.8429 0.0758 

0.5628 0.8903 0.3274 0.7105 0.9353 0.2248 0.7486 0.8933 0.1447 

 

ܽ଴ ൌ 2, ߛ ൌ 1, ߤ ൌ 1	, ߙ ൌ 1		 :3جدول  

૞	شبكه ൈ ૞ 

,ࢠሺࡾ ࢚ሻ 

ࢠ ൌ ૛, ࢚ ൌ ૜	 ࢠ ൌ ૛, ࢚ ൌ ૚ ࢠ ൌ ૚, ࢚ ൌ ૚	

FD-TRخطا جواب دقيق روش FD-TRروش  خطا جواب دقيق روشFD-TR خطا جواب دقيق

0.7502 0.8502 0.1000 0.7732 0.8577 0.0845 0.7853 0.7877 0.0024 

0.8428 0.8503 0.0075 0.8812 0.8638 0.0174 0.8478 0.7968 0.0509 

0.7714 0.8509 0.0795 0.7323 0.8750 0.1427 0.7803 0.8135 0.0332 

0.8516 0.8543 0.0027 0.8976 0.8953 0.0022 0.8680 0.8439 0.0242 

0.8874 0.8750 0.0125 0.8922 0.9324 0.0402 0.9110 0.8992 0.0118 
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ܽ଴ ൌ 2, ߛ ൌ 1, ߤ ൌ 1	, ߙ ൌ 1	 :4جدول  

૟	شبكه ൈ ૟

,ࢠሺࡾ ࢚ሻ 

ࢠ ൌ ૛, ࢚ ൌ ૜	 ࢠ ൌ ૛, ࢚ ൌ ૚ ࢠ ൌ ૚, ࢚ ൌ ૚	

FD-TRخطا جواب دقيق روش FD-TRروش روشFD-TR خطا جواب دقيق  خطا جواب دقيق

0.7991 0.8289 0.0298 0.9182 0.8374 0.0808 0.8131 0.7730 0.0401 

0.7043 0.8290 0.1246 0.8491 0.8429 0.0062 0.8150 0.7808 0.0342 

0.6159 0.8293 0.2134 0.8237 0.8520 0.0283 0.7691 0.7935 0.0244 

0.5294 0.8308 0.3014 0.8557 0.8670 0.0113 0.7555 0.8144 0.0589 

0.5110 0.8374 0.3264 0.7949 0.8918 0.0969 0.7507 0.8490 0.0983 

0.6359 0.8670 0.2311 0.9031 0.9327 0.0296 0.7993 0.9060 0.1068 

ܽ଴ ൌ 2, ߛ ൌ 1, ߤ ൌ 1	, ߙ ൌ 1	 : 5جدول  

ૠ	شبكه ൈ ૠ  

,ࢠሺࡾ ࢚ሻ 

ࢠ ൌ ૛, ࢚ ൌ ૜	 ࢠ ൌ ૛, ࢚ ൌ ૚ ࢠ ൌ ૚, ࢚ ൌ ૚	

FD-TRخطا جواب دقيق روش FD-TRدقيقجواب  روش  خطا جواب دقيق روشFD-TR خطا 

0.7641 0.8118 0.0477 0.7896 0.8211 0.0315 0.7791 0.7620 0.0171 

0.8090 0.8118 0.0029 0.8428 0.8261 0.0167 0.8140 0.7687 0.0453 

0.7266 0.8121 0.0855 0.6966 0.8338 0.1373 0.7361 0.7789 0.0428 

0.8060 0.8129 0.0068 0.8522 0.8457 0.0066 0.8176 0.7946 0.0230 

0.8108 0.8157 0.0050 0.7527 0.8638 0.1111 0.8150 0.8188 0.0038 

0.8219 0.8261 0.0042 0.8813 0.8916 0.0103 0.8682 0.8558 0.0124 

0.8827 0.8638 0.0189 0.9204 0.9344 0.0139 0.9323 0.9127 0.0196 

ܽ଴ ൌ 2, ߛ ൌ 1, ߤ ൌ 1	, ߙ ൌ 1	 : 6جدول  

ૡشبكه  ൈ ૡ  

,ࢠሺࡾ ࢚ሻ 

ࢠ ൌ ૛, ࢚ ൌ ૜	 ࢠ ൌ ૛, ࢚ ൌ ૚ ࢠ ൌ ૚, ࢚ ൌ ૚	

FD-TRخطا جواب دقيق روش FD-TRخطا جواب دقيق روش FD-TRخطا جواب دقيق روش 

0.7636 0.7978 0.0343 0.9788 0.8079 0.1710 0.8440 0.7533 0.0907 

0.6856 0.7979 0.1123 0.7788 0.8125 0.0336 0.7784 0.7592 0.0192 

0.5566 0.7981 0.2415 0.8591 0.8191 0.0400 0.8175 0.7678 0.0497 

0.3545 0.7986 0.4440 0.8131 0.8288 0.0157 0.7914 0.7802 0.0112 

0.2459 0.8001 0.5542 0.8330 0.8429 0.0099 0.7467 0.7983 0.0517 

0.3031 0.8047 0.5017 0.9098 0.8635 0.0463 0.7994 0.8247 0.0253 

0.3359 0.8191 0.4833 0.8070 0.8933 0.0864 0.7106 0.8630 0.1524 

0.5821 0.8635 0.2814 1.0868 0.9368 0.1500 0.8754 0.9188 0.0434 
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ݖبهاحتمال بقا در جداول مربوط  ൌ ݐ	و	2 ൌ ݖاغلب از مقادير مشابه در جداول مربوط به  	1 ൌ ݐ	و	1 ൌ است  بيشتر  	1
تايي به وضوح  8و  6شود، اين موضوع به خصوص در شبكه مي كم بقا احتمال ريسك ذخيره كاهش با چون در زمان يكسان

  است. يك و صفر بين نيز شبكه نسبت 6تا 1در جداول  شود.ديده مي

ݖدر جداول مربوط به بقا احتمال ൌ ݐ	و	2 ൌ ݖاغلب از مقادير مشابه در جداول مربوط به   	1 ൌ t	و	2 ൌ است  كمتر  	3
تايي به وضوح 8و  6شود، اين موضوع به خصوص در شبكه مي كم بقا احتمال افزايش زمان در ذخيره ريسك ثابت با چون

   شود.ديده مي

 هاي حاكم بر ريسك عملياتي مطابقتهاي مساله كمتر با فرضبين صفر و يك نباشد خروجي شبكه همچنين وقتي نسبت
 بكهش نسبت همين محاسبات را به همراه دارد، شدن زياد كه شبكه افزايش ها بالاخص باخروجيبهم ريختگي  داشته و دليل

  .است

 همگرايي روند تقريباً 6 به 3 از افرازها افزايش با شود كه مشاهده مي 6تا  1همچنين با بررسي اطلاعات مندرج در جداول 
احتمال بقا در نقاط حاصل از اجراي روش  6تا1در تصاوير   .كرد ملاحظه را آن توانمي خطا ستون روي از و يابدمي افزايش

FD-TR  ݖبراي ൌ ݐ	و	2 ൌ تايي در مقايسه با جواب دقيق رسم شده و روند همگرايي مشخص 8تا 3هاي در شبكه 1
  است. 

  

  

  

  

  
  تايي3در شبكه  FD-TR: نمودار همگرايي روش 1 تصوير

  

  

  

  

0.5

0.7

0.9

1.1

123
FDTR exact

3*3

0.5

1.0

1234

4*4

FDTR exact
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  تايي 4در شبكه   FDTRنمودار همگرايي روش : 2 تصوير

  

  

  تايي 5در شبكه   FDTRنمودار همگرايي روش :  3تصوير

  

  

  

  

  

  

  تايي 6در شبكه   FDTRنمودار همگرايي روش :  4تصوير

  
  

  

  

  

  

  تايي 7در شبكه  FD-TR: نمودار همگرايي روش 5تصوير
  

  

  

  

  

  

  تايي 8در شبكه  FD-TRروش  : نمودار همگرايي6تصوير

0.5

1.5

12345678

8*8

FDTR exact

0.5

1.0

12345

5*5

FDTR exact

0.5

1.0

1234567

7*7

FDTR exact

0.5

1.0

123456

6*6

FDTR exact
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  نتيجه گيري:

  توان مطرح نمود:موارد زير را مياز حل عددي مساله دست آمده ها توجه به نتايج بب

يابد شود كه احتمال بقا افزايش ميهاي مختلف مشاهده ميدر زمان يكسان، با افزايش ذخيره ريسك در شبكه .1
 تايي مشهود است.8اين نتيجه بخصوص در شبكه  دارد.ا ذخيره ريسك رابطه مستقيم احتمال بقا بيعني 

بقا با احتمال هاي مختلف موجب كاهش احتمال بقا خواهد شد يعني با ذخيره ريسك ثابت، گذر زمان در شبكه .2
 تايي مشهود است.8اين نتيجه بخصوص در شبكه  گذر زمان رابطه عكس دارد.

  كاملا مشهود است. FD-TRرايي روش هاي شبكه به قدر كافي، همگبا  افزايش تقسيم بندي .3

 

References 

1.  E. G. Yanik, G. Fairweather, “Finite element methods for parabolic and hyperbolic integro 
partial differential equations”, Nonlinear Anal., 12 (1988) 785-809. 

2. Basel Committee on Banking Supervision (2001b). Bank for International Settlements 
(September 2001). URL www.bis.org. 

3. P. Shevchenko, “Modelling Operational Risk Using Bayesian Inference”, doi 10.1007/978-3-
642-15923-7-1, Springer-Verlag Berlin Heidelberg, (2011) 3-26. 

4. M. Rasouli, M. A. Fariborzi Araghi, T. Damercheli, Approximate techniques to solve the partial 
integro-differential equation arising in operational risk: Adomian decomposition method, Math 
Sci. (2021), https://doi.org/10.1007/s40096-021-00438-w. 

5. A. Makroglu, Integral equations and actuarial risk management: Some models and numeric, 
Mathematical Modelling and Analysis, 8(2) (2003) 143-154. 

6. E. G. Ladopoulos, Non-linear Integro-differential Equations for Risk Management analysis: 
Further Developments Spaces, Universal Journal of Integral Equations, 4 (2016) 13-20. 

7.  E. G. Ladopoulos, (1995), Non-linear singular integral representation for unsteady inviscid 
flow fields of 2-D foils, Mech. Res. Commune, 22, 25 – 34.  

8. E. G. Ladopouls, An Overview of Risk Management Analysis by Non-linear Integro-differential 
Equations, Universal Journal of Integral Equations, 9 (2021) 9-16. 

9.  R. L. Burden, J. D. Fairs,  Numerical analysis, third ed., PWS, (1985), Boston.  

10.  C.  Knessl, C. S. Peters, Exact and asymptotic solutions for the time dependent problem of 
collective ruin II, Siam. J. Apple. Math., 54 (1994) 1745-1767. 

11.  A. Makroglu, Computer treatment of the integro- differential equations of collective non-ruin; 
the finite time case, Mathematic and Computers in Simulation, 54 (2000) 99-112. 



 
 

 …ديفرانسيل جزئي مربوط به ريسك عملياتي-حل معادله انتگرال     

 

189 
12.  A. Makroglou, (2000), Computer treatment of the problem of collective non-ruin; the finite 
time case, contributed talk, presented at the 18th International Congress on Computational and 
Applied Mathematics (ICCAM’98), 27 July–1 August 1998, Katholieke Universiteit Leuven, 
Belgium, and at the Conference HERCMA’98, 24–26 September 1998, AUEB, Athens, Greece.  

13. E. G. Ladopoulos, Unsteady inviscid flow fields of 2-D airfoils by non-linear singular integral 
computational analysis, Int. J. Nolin. Mach, 46 (2011) 1022-1026. 

14. C. Knessl, C. S.  Peters, Exact and asymptotic solutions for the time dependent problem of 
collective ruin. II. Siam. J. Apple. Math., 56 (1996) 1471-1521. 

15.  G. D. Smith, Numerical Solution of Partial Differential Equations: Finite Difference Methods 
Clarendon Press, Third Edition, (1985), Oxford. 

16.  E. G. Ladopoulos, Are the Non-linear Integro-differential Equations the best Device for 
Economics Risk Management Analysis? What will be Next?, Universal Journal of Applied  
Mathematics & Computation, 8 (2020) 27-34. 

17.  P.  Deuflhard, M.  Weiser, Adaptive numerical solution of PDEs, De Gruyter Textbook, 
Walterde Gruyter & Co., Berlin, (2012), https://doi.org/10.1515/9783110283112 

 

 

 
 


