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Introduction 
In the field of advertising, there are always situations in which individuals or 
companies advertise their products in order to find marketing opportunities and 
attract customers in a competitive environment. Consider a duopoly market in 
a mature product category where total sales are distributed between the two 
firms, denoted as firm 1 and firm 2, which compete for the market share through 
advertising spending. There are two firms in a market and the profit of firm 1 
and that of 2 are respectively: 

 
  

(1) 
 
 

(2) 

 
 

Market shares of firms 1 and 2 at time t as ( )x t  and 1 ( )x t , respectively. 

The dynamics of firm 1’s market share is governed by 
 
(3) 
 

Thus, each firm seeks to maximize its expected, discounted profit stream subjec
to the market share dynamics. 
Material and Methods 
A feedback solution which allows the firm to choose their advertising rates 
contingent upon the state of the game is a realistic approach to the problem. A 
feedback Nash equilibrium solution to the game (1)–(3) has to satisfy the 
following conditions:  
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Determining the equilibrium strategy for this problem requires solving a set of 
nonlinear partial differential equations called the Hamilton-Jacobi-Bellman 
equation. Another purpose of this paper is to propose an efficient and suitable 
computational method for solving the Hamilton-Jacobi-Bellman equation. The 
proposed method for solving the problem is a combination of the collocation 
method based on the Chelyshkov polynomials differential operator matrix and 
the policy iteration method. The collocation method has the disadvantage that 
it requires solving a system of nonlinear algebraic equations resulting from the 
implementation of the method. The advantage of using the policy iteration 
algorithm is that instead of finding the solution to a nonlinear partial differential 
equation, it is enough to solve a sequence of linear partial differential equations. 

Results and discussion 
Since for firms having different parameter values, the solutions are more 
complicated. First we will consider the case of two symmetric firms. The case 
of asymmetric firms will be dealt after that. We will summarize the analytical 
results of comparative statistics with symmetric and asymmetric firms in the 
Tables 1 and 2. When there is a marginal increase in the value of advertising (r 
increases) or a reduction in its cost (c decreases), then, the amount of 
advertising increases. However, contrary to what one would expect to see in a 
monopoly model of advertising, the value function decreases. Advertising does 
not increase the size of the marketing pie but only affects its allocation. Thus, 
the increase in advertising causes a decrease in the value function. 

Conclusion 
In this study, we have applied a combined Chelyshkov collocation method with 
policy iteration to solve HJB PDE arising in finite-horizon stochastic 
competitive advertising differential games numerically. The method is based 
on the exponential Chelyshkov functions and policy iteration method.  The 
method was utilized to convert the nonlinear HJB PDE into a sequence of 
linear algebraic equations systems which can be solved easily. This is one of 
the strengths of the proposed method compared to the collocation method. It 
should be noted that this method can be expanded to solve HJB PDEs in the 
other applications of stochastic differential games with feedback information.  
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   هاي كليدي:واژه
 دستگاه معادلات هميلتون

 ،بلمن-ژاكوبي

زي ديفرانسيلي تصادفي، با
تبليغات رقابتي، 

هاي چليشكوف، ايچندجمله
      ماتريس عملگر مشتق،
  .روش تكرار در سياست

  

هاي منظور يافتن فرصتها بههايي وجود دارند كه در آن افراد يا شركتتدر عرصه تبليغات همواره موقعي
دين پردازند. در اين مقاله چننظر مشتريان در يك فضاي رقابتي به تبليغ محصولات خود مييابي و جلبربازا

 سازيهاي ديفرانسيلي در مدلكاربردهاي بازي ياي از توسعهشود. در ابتدا تاريخچههدف دنبال مي
. سپس مسئله را در يك بازار دوجانبه و تحت تاثير شودبيان ميهاي استراتژيك در تبليغات رقابتي موقعيت

كنيم. تعيين استراتژي تعادلي براي اين عدم قطعيت در چارچوب يك بازي ديفرانسيلي تصادفي معرفي مي
لات موسوم به دستگاه معاد مسئله، مستلزم حل يك دستگاه معادلات ديفرانسيل با مشتقات جزئي غيرخطي

است. هدف ديگر اين مقاله پيشنهاد يك روش محاسباتي كارا و مناسب براي حل  بلمن-ژاكوبي-هميلتون
 مذكور است. روش پيشنهادي براي حل مسئله، تركيبي از روش بلمن-ژاكوبي-دستگاه معادلات هميلتون

شكوف و روش تكرار در سياست است. يكي از هاي چليايمحلي مبتني بر ماتريس عملگر مشتق چندجملههم
محلي براي حل معادلات ديفرانسيل غيرخطي، لزوم حل دستگاه جبري غيرخطي حاصل هاي هممعايب روش

 جاي يافتن جواب يكسازي روش است. مزيت استفاده از الگوريتم تكرار در سياست اين است كه بهاز پياده
 هاي معادلات ديفرانسيل جزئياي از دستگاهي، كافي است دنبالهدستگاه معادلات ديفرانسيل جزئي غيرخط

 نتايج حاصل از حلنيز . در پايان پردازيمميهمگرايي روش پيشنهادي در ادامه به بررسي خطي را حل كنيم. 
  .مكنيبا استفاده از الگوريتم تكراري پيشنهادي را بيان مي بلمن-ژاكوبي-دستگاه معادلات هميلتون
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 مقدمه
ها دارد. تبليغ عبارت است از عملي كه در آن فروشنده يا توليدكننده با تبليغات از ديرباز ريشه در زندگي اجتماعي انسان

ه كند، امري كه ريشه در اواخر سده نوزدهم و هاي گوناگون سعي دارد خريدار بالقوه را از توليد محصول خود آگاانجام روش
لكه ي بازاريابي، بهاست كه يك موضوع محبوب نه تنها در حوزهاوايل سده بيستم در كشور ايالات متحده دارد. تبليغات مدت

توانند مينشان داد كه تبليغات رقابتي  1979 در سال ١در تحقيقات دانشگاهي و علوم مديريتي است. مطالعات تجربي ليتل
كنندگان برجسته از تبليغ 1983 ها در سالنتايج نظرسنجي [1]. ها داشته باشندتأثير مستقيم و منفي بر سهم بازار شركت

ي بندهاي كلي و متنوعي كه براي توصيف فرايند بودجهدهند كه در ميان ويژگينشان مي ٣و استم ٢ايالات متحده، لنكستر
براي مطالعه بيشتر در مورد رفتار توليد كننده و  [2]. اثرات رقابتي از اهميت بسزايي برخوردار هستند تبليغات وجود دارد،

  و همكاران٤ گيري در بازاريابي به هانسنسكننده نسبت به تبليغات در بازار و همچنين ساير متغيرهاي تصميممصرف 
درصد از بازار ايالات  75 ر نظر بگيريد كه دو برند كوكاكولا و پپسيعنوان مثال، موردي را دبه . [3]مراجعه كنيد  2001

ش سهم كنندگان و افزاينظر تعداد بيشتري از مصرف منظور جلب دهند. اين دو برند بهمتحده در صنعت نوشابه را تشكيل مي
،  در حالي  1990هستند. پس از اوايل دههطور پيوسته و با استفاده از سلاح تبليغات درحال رقابت با يكديگر خود در بازار به

 1996 تا 1990 يافت، سهم بازار كوكاكولا از سالدرصد كاهش مي 31 درصد به 33 طور پيوسته ازكه سهم بازار پپسي به

دن مديريت ، دو برابر شدن هزينه تبليغات پپسي با به روي كارآم 1996درصد افزايش يافت. در سال 44 درصد به 41 از
شد. در مقابل كوكاكولا براي محافظت از سود سهم خود در  1970 در دهه "چالش پپسي"جديد، منجر به احياي كمپين 

هاي تبليغاتي كه اين امر تا حدودي باعث كاهش سود عملياتي شركت شد، واكنش نشان داد. عواملي از بازار با افزايش هزينه
بندي ودجهها را به يافتن فرايند بهاي بالاي تبليغاتي، شركتز بازار كالا با اجتناب از هزينهدست آوردن سهم بيشتري اقبيل به

ها به يك بينش صحيح در خصوص ميزان تبليغات بهينه در مورد يك كالا، كند. دستيابي شركتتبليغات بهينه ترغيب مي
تي هاي تبليغارا قادر مي سازد تا با اتخاذ موثرترين استراتژي هاهاي مربوط به آن و اثرات آن بر فروش كالا در بازار، آنهزينه

 .در سطح اول رقابت و يا حداقل در مسير آن باقي بمانند

برند؛ با گذر زمان نه تنها ابعاد مسائل و مشكلات وسعت هاي پرتلاطم، متناقض و دگرگون بسر ميبازارها همواره در محيط  
رسد كه كند. به نظر ميهايي نيز شدت پيدا ميهاي متقابل در چنين موقعيتگيريصميمي وابستگي در تيافته، بلكه درجه

سازي به شرايط دنياي واقعي نزديكتر باشند. كاربرد هاي هاي بهينههاي ديفرانسيلي نسبت به ساير روشها و بازينظريه بازي
مطرح   ٥1958 يك بازي ايستا، نخستين بار توسط فريدمنهاي تبليغاتي در قالب سازي رقابتها در مدلاوليه از نظريه بازي

هاي هايي كه اين واقعيت اساسي را به رسميت مي شناسند، قابليتدر واقع، بازارهاي رقابتي ذاتاً پويا هستند و مدل  .[4]گرديد 
ته شده در تبليغات، تصميمات گرفكه دهند. با توجه به اينهاي تبليغاتي ارائه ميبيشتري را براي مطالعه و تحليل استراتژي

                                                            
1 Little 
2 Lancaster 
3 Stem 
4 Hanssens 
5 Friedman 
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عنوان يك بازي پويا تلقي كرد، زيرا بعد مهم زمان را توان بهتواند در طول زمان تغيير كند چنين رقابتي را ميتوسط رقبا مي
 دهد كه تصميمات رقابتي لزوماً در طول زمان ثابت نيستند. يكگيرد و از طرفي نشان ميگيري در نظر ميدر مسئله تصميم

ته يا هاي پوياي زمان پيوستوان از ديدگاه گسسته يا پيوسته زمان مورد تجزيه و تحليل قرار داد. بازيبازي پويا رقابتي را مي
صورت قيدهاي زمان پيوسته ، تغييرات محيطي و زماني در مسئله را به [5]و همكاران ١ ديفرانسيلي رقابت تبليغاتي در داكنر

عنوان را به گيرنده (بازيكنان)كند و ارتباطات بين مجموعه عوامل تصميملات ديفرانسيل توصيف ميشكل يك دستگاه معادو به
ر ها دعنوان مثال ميزان فروش و يا سهم شركتگيرد. بههاي بازيكنان در نظر ميهدف از وضعيت سيستم و استراتژي تابع

اتي بهينه براي هاي تبليغكنند. براي يافتن استراتژيمان تغيير ميبازار با توجه به معادلات ديفرانسيل (قطعي يا تصادفي) با ز
 باز و ديگري استراتژيتوان از مفهوم تعادل نش استفاده كرد. دو نوع تعادل نش وجود دارد كه يكي استراتژي حلقهرقبا مي

از زمان  عنوان متغير كنترل فقط تابعيباز، نرخ تبليغات بهشود. در استراتژي تعادل نش حلقهحلقه بسته يا بازخورد ناميده مي
تم عنوان تابعي از زمان و وضعيت فعلي سيسكه در استراتژي تعادل نش بازخورد، نرخ تبليغات (متغير كنترل) بهاست، در حالي

 .شودها در توليد كالاي بازار تعريف مي(متغير وضعيت) يعني سهم شركت

ر در ارتباط با تقابل استراتژيك بين عاملين اقتصادي مورد بررسي قرار گرفته يكي از مباحث مهمي كه در طي ساليان اخي  
است، وارد كردن نقش نااطميناني در مدل و چگونگي مقابله با اين نااطميناني توسط سياست گذاران است. بايد توجه داشت 

رقابتي  هايتوان بازاريابي و فعاليتارد، نميهاي ذاتي كه در بازار و رفتار احتمالي انتخاب مشتريان وجود ددليل تصادفكه به
، رقابت تبليغاتي بين دو [6]ديفرانسيلي قطعي مدل كرد. در مرجع تنهايي در يك بازيبراي كسب سهم بيشتري از بازار را به

تراتژي تعادلي سبندي شده است. تعيين اشركت با فرض عدم قطعيت در بازار، با استفاده از يك بازي ديفرانسيلي تصادفي مدل
-توننام دستگاه معادلات هميلبراي اين مسئله، مستلزم حل يك دستگاه معادلات ديفرانسيل با مشتقات جزئي غيرخطي به

 .بلمن است. هدف اين مقاله پيشنهاد يك روش محاسباتي مناسب براي حل دستگاه مذكور است-ژاكوبي

رد، غير استاندارد، حجم متناهي، اجزاء محدود براي حل معادلات هاي تفاضل متناهي استانداهاي عددي نظير روشروش  
اجزاي  ] همگرايي روش7عنوان مثال، در مرجع [اند. بهكار گرفته شدهبلمن در حل مسائل كنترل بهينه به-ژاكوبي-هميلتون

نه ز حل مسائل كنترل بهيبلمن غيرخطي كه ا-ژاكوبي-هاي غير يكنواخت براي حل معادلات هميلتونبنديمتناهي با شبكه
اجزاء محدود براي حل معادلات ديفرانسيل با مشتقات جزئي غيرخطي در  شوند، مطالعه شده است. روشتصادفي نتيجه مي

هاي است. در مورد انواع ديگر روش ] مورد بررسي قرار گرفته8حل مسائل كنترل بهينه با فرآيندهاي جهش، نيز در مرجع [
توان بلمن از قبيل روش تفاضل متناهي يا روش اجزاء محدود مي-ژاكوبي-جواب معادلات هميلتون قريبعددي براي يافتن ت

 اشاره كرد.  [13]‐[9]به مراجع 

ي ها ابتدا يك مجموعهدر اين دسته از روش [20]‐[14]. است٢ محليهاي حل معادلات تابعي روش هميكي ديگر از روش 
صورت يك تركيب خطي از اين توابع با ضرايب مجهول در نظر گرفته تخاب و جواب تقريبي بهاي انمتناهي از توابع پايه

ي حل مسئله محاسبه شود. سپس براي تعيين ضرايب مجهول تقريب، مقدار تابع مانده در تعداد كافي نقطه از دامنهمي

                                                            
1 Dockner 
2 Collocation method 
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ه حل آن منجر به تعيين ضرايب مجهول شود كشود. بدين ترتيب يك دستگاه شامل معادلات خطي يا غيرخطي ايجاد ميمي
 گردد.مي

در حل معادلات تابعي مختلف از قبيل معادلات  ١هاي متعامد چليشكوفايمحلي مبتني بر چندجملههاي همروش 
.  [27]‐[21]اندكار گرفته شدهديفرانسيل معمولي، معادلات ديفرانسيل با مشتقات جزئي و معادلات انتگرال به

هاي چليشكوف ايكارگيري چندجملهاند. هدف اين مقاله بهمعرفي شده [21] هاي متعامد چليشكوف در مرجعايملهچندج
ازي روش سبلمن است. يكي از معضلاتي كه در پياده-ژاكوبي-و ماتريس عملگر مشتق آن براي حل دستگاه معادلات هميلتون

اي در بسط تقريبي تابع جواب براي رسيدن به دقت است كه افزايش تعداد توابع پايهمحلي با آن روبرو هستيم اين هم
سازي روش و بزرگ شدن بعد تر، منجر به افزايش تعداد مجهولات دستگاه معادلات جبري غيرخطي حاصل از پيادهمطلوب

  .شوددستگاه متناظر مي
. در ابتدا، [35]‐[28]است: ارزيابي سياست و بهبود سياست  اييك طرح محاسباتي دو مرحله ٢الگوريتم تكرار در سياست

صورت تكراري در گيري را به.  در مرحله اول، متغيرهاي تصميمشودالگوريتم با يك سياست كنترل مجاز اوليه شروع مي
-يلتونت همكند. سپس با يافتن متغير كنترل بهبود يافته و جايگذاري آن در دستگاه معادلافضاي كنترلي جستجو مي

معادلات خطي حاصل  جاي حل مستقيم دستگاه معادلات غيرخطي، يك دستگاهبلمن، در مرحله دوم سعي دارد به-ژاكوبي
ر دست آمده را تغييهاي بهي بهبود سياست، ساير سياستاز جايگذاري كنترل را حل كند. اين دو مرحله تا زماني كه مرحله

  .شودبهينه مورد نظر همگرا ميندهد، تكرار و الگوريتم به كنترل 
هاي ايمحلي بر اساس ماتريس عملگر مشتق چندجملهدر اين پژوهش قصد داريم يك روش تكراري مبتني بر روش هم

بلمن متناظر با مدل تبليغات رقابتي در -ژاكوبي-چليشكوف و روش تكرار در سياست براي حل دستگاه معادلات هميلتون
طور خلاصه بدين شرح است: در بخش دوم، به انسيلي تصادفي ارائه دهيم. ساختار مقاله بهقالب يك مسئله بازي ديفر

بلمن متناظر با مدل تبليغات رقابتي در قالب يك مسئله بازي ديفرانسيلي -ژاكوبي-بندي دستگاه معادلات هميلتونفرمول
عنوان ابزار تقريب در بخش سوم معرفي ق آن بههاي چليشكوف و ماتريس عملگر مشتايپردازيم. چندجملهتصادفي مي

محلي چليشكوف و روش بلمن با روش هم-ژاكوبي-شوند. حل دستگاه معادلات ديفرانسيل با مشتقات جزئي هميلتونمي
پنجم، آناليز همگرايي و در بخش  دهيم. در بخشمحلي چليشكوف و تكرار در سياست را در بخش چهارم شرح ميتركيبي هم

  گيري مقاله نيز در بخش هفتم ارائه شده است.گيرد. نتيجهسازي عددي روش پيشنهادي مورد بررسي قرار ميپيادهششم، 

 بندي مدل تبليغات رقابتيفرمول. 1

پردازيم. ديفرانسيلي تصادفي مي معرفي مدل تبليغات رقابتي بين دو شركت يك و دو در چارچوب يك بازيدر اين بخش به
 شركت در يك بازار هستند، اگرفرض كنيد دو  ( ) 0,1x t  را سهم شركت يك از بازار در زمانt ،(1 ( ))x t  سهم

                                                            
1 Chelyshkov 
2 Policy iteration algorithm 
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)شركت دو از بازار و )iu t   1ام براينرخ آگهي تبليغاتي است كه توسط شركت, 2i  گاه تغييرات شود، آنكار گرفته ميبه
 :[5]گرددسهم شركت يك در بازار با معادله ديفرانسيل تصادفي زير توصيف مي

)1(  1 2 0 0( ) ( ) 1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),  ( ) ,( )dx t u t x t u t x t dt x t dB t x t x     	
        

 ثابت مثبت و  كه در آن  B t يب ترتبيانگر يك فرآيند وينر (حركت براوني استاندارد) است. سود شركت يك و دو به
   عبارتند از:

)2( 

	و
      

)٣          (  

,1براي  iTqو   ،iq ،icكه در آن  2i   .مقادير ثابت و مثبت هستند  

مطرح  ]6[در حالت كلي در مرجع ) 3(  ) و2( تحت شرايط) 1( قضيه وجود و يكتايي جواب براي معادله ديفرانسيل تصادفي
نظر در  ج موردمراجعه و نتاي ]6[توانند به فصل ششم در مرجع و اثبات شده است. علاقمندان براي بررسي جزئيات بيشتر مي

  اين خصوص را ملاحظه بفرمايند.
اي كه اميد رياضي گونهاست بهi عنوان نرخ تبليغات بهينه توسط شركتبهiu در اينجا هدف تعيين متغير كنترل بهينه 

ترين جواب براي يك بازي رقابت د استراتژيك هستند، منطقيها در رفتار خوسود او حداكثر شود. با توجه به اينكه شركت
 كه بازيكن ديگر استراتژيخود را با توجه به اين تر، هر بازيكن بهترين استراتژيعبارت دقيقتبليغاتي، جواب تعادل نش است. به

است. با اطلاعاتي از نوع بازخورد هاي ديفرانسيلي تصادفي ساختار كند. در بازياش را اختيار كرده است، انتخاب ميبهينه
 هاي كه بر اصل بهينگي بلمن استوار است، مجموعه استراتژي 2 ريزي پوياو تكنيك برنامه 1استفاده از حسابان ايتو

 * * ( , )i iu u t x  1,2 برايi  است، هرگاه توابع ارزش ) 3(-)1( يك جواب تعادل نش بازخورد براي بازي ديفرانسيلي
پذير طور پيوسته مشتقبه   ,  :  0, n

iV t x T    1 براي, 2i  كه در دستگاه طوريوجود داشته باشند به
  معادلات ديفرانسيل با مشتقات جزئي زير صدق كنند:

                                                            
1 It  calculus 
2 Dynamic programming 

1

21
0 1 1 10

max ( ) ( ) ( ) ,
2

{ [ ]}T t T
T

u

c
E q x t u t e dt q e x T     

 

2

22
0 2 2 20

max (1 ( )) ( ) (1 ( )) ,
2

{ [ ]}T t T
T

u

c
E q x t u t e dt q e x T       
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)۴                    (

1

2

2
2

1 1 1 1 22

21
1 1

2
2

2 2 2 1 22

22
2 2

1

1
( , ) ( , ) max { ( , ) ( ) 1 ( ) ( ) ( )

2

( ) ( ) } 0,
2

1
( , ) ( , ) max { ( , ) ( ) 1 ( ) ( ) ( )

2

(1 ( )) ( ) } 0,
2

( , )

( )

( )

( )

( )

u

t

u

t

V t x x V t x V t x u t x t u t x t
t x x

c
q x t u t e

V t x x V t x V t x u t x t u t x t
t x x

c
q x t u t e

V T x









  
   

  

  

  
   

  

   

 1 2 2,  ( , ) (1 ).T T
T Tq e x V T x q e x  












  

  

  هميلتوني با  تعريف توابع

1 1 2 1 1 1 2

21
1 1

2 1 2 2 2 1 2

22
2 2

( , , , , ( , )) ( , ) ( ) 1 ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ,
2

( , , , , ( , )) ( , ) ( ) 1 ( ) ( ) ( )

(1 ( )) ( ) ,
2

( )

( )

( )

( )

t

t

H t x u u V t x V t x u t x t u t x t
x x

c
q x t u t e

H t x u u V t x V t x u t x t u t x t
x x
c

q x t u t e









 
  

 

 

 
  

 

  

  

1و ماكزيمم كردن هريك از توابع هميلتوني  2( , , , , ( , ))i iH t x u u V t x
x




,1براي   2i   نسبت به كنترلiu قوانين ،

 آيند:دست ميكنترلي بازخورد زير به

)5(     

  

)6(        *2
2 2

2 2

0  ( , ) ( , ) .
t

H x
u t x V t x

u x e c

 
   

 
  

، يك دستگاه معادلات ديفرانسيل با مشتقات جزئي )4() در دستگاه معادلات 6(	و	)5(	هاي تعادلي بازخوردبا جايگذاري كنترل
   :آيددست ميصورت زير بهبه
  

*1
1 1

1 1

1
0  ( , ) ( , ) ,

t

H x
u t x V t x

u x e c

  
  

 



 
 

  حل عددي مسئله تبليغات رقابتي با رويكرد يك بازي ديفرانسيلي تصادفي ...

 

 

155 

 )٧( 
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2 2

1 1 1 12
1

1 2
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2
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2 2 2 22
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1
1

1 1
( , ) ( , ) (1 )( ( , ))

2 2

              ( , ) ( , ) 0,

1 1
( , ) ( , ) (1 ) ( )( ( , ))

2 2

(1 )
              (

t t

t

t t
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V t x x V t x q e x e x V t x
t x c x
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c x x
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1 1 2 2

, ) ( , ) 0,

( , ) ( ), ( , ) (1 ( )).T T
T T

x V t x
x

V T x q e x T V T x q e x T  










 

 
   

   

    
   

  يافتههاي چليشكوف تعميمايچندجمله .2
هاي چليشكوف ايچندجمله nC t 0,1,2براي هر, ,n N  [21]شوند صورت زير تعريف مي به [0,1]يهروي باز : 

    
0

1
( ) ( 1) , 0,1, , .

N n
j n j

n
j

N n N n j
C t t n N

j N n






     
       
  

هاي نسبت به تابع وزناياين چندجمله  1w t  عامد هستند. به عبارت ديگرمت[0,1]يروي بازه     

1

0

1
,     ,

( ) ( ) 1
0,             .

n m

m n
C t C t dt n m

m n

   
 

                                   (٨)               

)اي چليشكوففرمول رودريگرز براي چندجمله )nC t	 شود:صورت زير بيان ميبه	  
  

1
1

1 1
( ) ( (1 ) ),  0,1, , .

( )!

N n
N n N n

n n N n

d
C t t t n N

N n t dt


  

    


 

توان رابطه انتگرالي زير براي و فرمول انتگرال كشي براي مشتقات يك تابع تحليلي، مي با استفاده از فرمول رودريگرز
  دست آورد:هاي چليشكوف را بهايچندجمله

1

( 2 )

2 1 1

1 1 (1 )
( ) ,

2 ( )

N n N n

n n N n

z z
C t dz

i t z t

  

   





  

1zي يك منحني بسته است كه درون آن شامل نقطه  1كه در آن   t  .است 
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)هاي چليشكوفايچندجمله )nC t هاي ايچندجملههاي متعامد كلاسيك هستند. ايهايي مشابه با چندجملهداراي ويژگي
 0,1هاي متعامد هستند كه با ترتيب معكوس از فرآيند متعامد سازي روي بازه اياي از چندجملهمتعامد چليشكوف نمونه

)با تابع وزن ) 1w t  هاي جايگزين لژاندر نيز شناخته ايها تحت عنوان چندجملهايشوند. اين چندجملهمحاسبه مي
 هاي معادله ديفرانسيلهاي چليشكوف جوابايهاي ژاكوبي، چندجملهايشوند. نكته جالب اين است كه بر خلاف چندجملهمي

هاي ايبنابراين چندجمله .هاي ژاكوبي بيان كردايرا بر حسب چندجمله هاتوان آناز نوع فوق هندسي نيستند، اما مي
وف هاي چليشكايارتباط بين چندجمله كنند.هاي ژاكوبي را حفظ ميايهاي متمايز چندجملهچليشكوف بسياري از ويژگي

)هاي ژاكوبي ايبا چندجمله , ) ( )kJ t  صورت زير است:به  

 
(2 ,1)( ) (1 2 ), 0,1, , .n n

n N nC t t J t n N     

)اي چندجمله )ntC t :يك جواب معادله ديفرانسيل زير است 

2 2 2(1 ) (( 1) ( 1)) 0, 0,1, , ,t t t N t n n n N             

)كه با جايگذاري عبارت  ) ( )nt t u t  بع فوق اي معادله ديفرانسيل فوق را با استفاده از تاتوان يك جواب چندجملهمي
 دست آورد:شكل زير بهبه Fهندسي 

 

)هاي چليشكوف اي، چندجملهNبراي مقادر ثابت )nC t 0,1 براي هر, 2, ,n N  هايي دقيقا از ايهمگي چندجمله
هايي مانند چبيشف و لژاندر است ايها با چندجملهايهاي عمده بين اين چندجملهستند و اين يكي از تفاوته N درجه

است. توجه داريم كه اين خاصيت نتيجه مستقيم استفاده از روند معكوس در 	اي دقيقا از درجه امين چندجملهnكه 
  فرآيند متعامد سازي است.

ــت كه    ايهاي چندجمله   يگر ويژگياز د ــكوف اين اسـ )هاي چليشـ )nC t ــه 0x داراي ريشـ    ي ربا مرتبه تكراn    و
N n  ــاده در بازه 0اي ، چندجملهNمقادر ثابتاســت. بنابراين براي  (0,1)ريشــه حقيقي س ( )C t دقيقا دارايN 

گيري عددي با در جه دقتانتگرال ها، روشتوان با استفاده از اين ريشهاست. بنابراين مي (0,1)ريشه حقيقي ساده در بازه 
2N  لژاندر است و دليل اين امر وجود تابع  -گيري گاوسگيري مشابه روش انتگرال اهميت اين روش انتگرال .دست آورد به
) وزن  ) 1w t   ز اده امنظور استفسادگي استفاده كرد. به  گيري عددي بهتوان از اين روش انتگرالشود تا به است كه باعث مي

]ها در بازه اياين چندجمله , ]a b ابتدا نگاشت ،: , →     كنيم:صورت زير تعريف ميرا به 0,1

( ) .
x a

x
b a

 



 

] بازه يافته رويهاي چليشكوف تعميمايحال چندجمله , ]a b  را با نماد( )nGC x صورت زير تعريف  دهيم و بهنمايش مي

(0,2 1)( ) ( 1) ( , 2;1;1 ) ( 1) (2 1), 0,1, , .N n n N n n n
n N nC t t F N n N n t t P t n N  
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 كنيم:مي

)9(              ( ) ( ( )), 0,1,2, , .n nGC x C x n N    

 د:دست آوريافته نيز بههاي چليشكوف تعميمايتوان خاصيت تعامد زير را براي چندجملهمي (8) يبا استفاده از رابطه

,     ,
( ) ( ) 1

0,             .

b

n ma

b a
m n

GC x GC x dx n m
m n

   
 

  

]2  تابع دلخواه , ]f L a b توان روي بازهرا مي[ , ]a b د:صورت زير تقريب زبه (9) هاي چليشكوفايبرحسب چندجمله  

)10(  ≃ ∑ ,   
    كه در آن

)11(           0 1 0 1, ,  ,  , [ , , , ] ,N N NF f f f A x GC x GC x GC x     	
	

)12(     2 1
,  0,1, 2, , .    

b

j j

a

j
f f x GC x dx j N

b a


  

    

)فرض كنيد.  2,1 .قضيه 1)[ , ]Nf C a b  وNf تقريبي از تابعf يافته  هاي چليشكوف تعميمايبا استفاده از چندجمله
 :استصورت زير به

≃ ,  

 صورتدر اين

∥ ∥
2 1 !

,  

  كه در آن
 

   
,

1
1 max

x a b

N
NL f x




 .   

 Nه حداكثريافته با درجهاي چليشكوف تعميمايبا استفاده از چندجمله fبهترين تقريب براي Nfفرض كنيد  :اثبات

1NTهاي چبيشفاييافته چندجملهرا در صفرهاي انتقال f كه استاي چندجمله NQفرض كنيم . بنابراين اگراست   

 داريم:كند، ميدرونيابي 
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∥ ∥ ∥ ∥ | | . 

   :در رابطه فوق داريم  [32])در مرجع 8 قضيه (NQ اي درونيابحال با بكارگيري كران خطا براي چندجمله

∥ ∥ | |
2 1 !

, 

 .كندكه برهان را كامل مي

)فرض كنيد. 2,2 قضــيه  )NA x ــكوف تعميمايبردار چندجمله ــت (11) يافته درهاي چليش ــورت اگراس  . در اين ص

( ) ( )N NA x DA x  گاهآن( )nmD d شوندزير محاسبه مي يهاي آن از رابطهو درايه: 

  

)١٣(  

  

  كه در آن

1 2

1 2 1 2( , ) 1
,

1 21 2

1 1( )( 1)2 1
.

j j
j j

n m

N n N m N n j N m jn jm

j j N n N mb a n m j j


             
              

  

    :توان نتيجه گرفتمي (12) و (10) : با استفاده از روابطاثبات

)14(  

 و در نظر گرفتن (11) و (10) چنين با استفاده از روابطهم

00 01 0

10 11 1

0 1

,

N

N

N N NN

d d d

d d d
D

d d d

 
  
 
  

   
  

 فت كهتوان نتيجه گرمي (14) از رابطه

1 2

1 2

1 2

1 2

( , )
0,0

1 0

( , )
,

0 0
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N N
j j

j j
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n m
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n m

d n m N
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d GC x
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)، تغييرمتغير(12) ها با استفاده از رابطه nmdيهبراي محاسب )t x يو رابطه dx
dt

b a



  :داريم 

  

)15(  

. ابتدا حالتی را در نظر بگيريد که 0m n  داريم:  

)16(    1 1

1

1 1'
0 1

1 1

1
 ( 1) ,   

N
j j

j

N N j
C t j t

j N




   
    

  
   

   	

)17(    2 2

2

2
0

0 2

1
 ( 1)  .  

N
j j

j

N N j
C t t

j N

   
    

  
  

0m با قرار دادن n  توان نتيجه گرفت كهمي (17) و (16) و استفاده از روابط (15) در رابطه 

1 2

1 2 1 2( , ) 1
0,0

1 2 1 2

1 1( 1)
.

j j
j j N N N j N j j

j j N Nb a j j


        
          

 

  :طريق مشابه داريمبه mو  nادير مختلفبراي ساير مق

     1 1

1

1 1'
1 1

0 1

1
 ( 1) ,  

N n
j n j
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N n N n j
C t j n j t
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2

2
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1
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C t t
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    :خواهيم داشت (15) و در نتيجه با استفاده از

1

0

2 1
( ) ( )

2 1 1
( ( )) ( ( ))

2 1
( ) ( ) .

b

nm n ma

b

n ma

n m

m
d GC x GC x dx

b a
m
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b a b a
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1 2 1 2

1 2

1 2

1 2

11 2 1
1 0

0 0 1 2

( , )
,

0 0

1 12 1
( 1) ( )

,

nm

N n N m
j j n m j j

j j

N N
j j

n m
j j

d

N n N m N n j N m jm
n j t dt

j j N n N mb a



 
    

 

 



           
           



  



  

 كه در آن

1 2 1 2 1 2( , ) 1
,

1 2 1 2

1 12 1
( 1) ,j j j j

n m

N n N m N n j N m j n jm
j j N n N mb a n m j j

              
                

  كند.برهان را كامل مي و

2 دو متغيره دلخواه تابعهر ([ , ] [ , ])f L a b c d  ــتفاده از چندجمله توانرا مي ــكوف تعميمايبا اسـ يافته  هاي چليشـ
 :صورت زير تقريب زدبه

  , ≃ , , ∑ ∑ , , , 

 كه در آن توابع iGC x و( )jGC y هاييافته روي بازههاي چليشــكوف تعميمايترتيب چندجملهبه[ a,b] و[ , ]c d 

 باشند ومي

00 0 0

,

[ ],

( , ) ( ) ( ).
N M MN

M N M N

F f f f f

A x y A x A y

   
 

  

 :صورت زير محاسبه كردرا به ijfتوان ضرايبمي (12) تعامد يستفاده از رابطهمشابه حل يك متغيره با ا  

       2 1 2 1
, .

b d

ij j

a

i

c

i j
f f x y GC x GC y dydx

b a d c

           

جزئي تابع اتزير براي مشتق يابطه، ر3‐2نين با استفاده از قضيهچهم ,f x y آينددست ميبه: 

)18(  , ≃ 	 ⊗ ⊗ ⊗ , 

1NI كه در آن   ماتريس هماني( 1) ( 1)N N   1 بعدي وMD  ماتريس عملگر مشتق چليشكوف ( 1) ( 1)M M     

]ي متناظر با بازهبعدي  , ]a b طريق مشابه خواهيم داشت. بههستند:   
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)١٩              (                      , ≃ ⊗ ⊗  

  

1NI كه در آن   ماتريس هماني( 1) ( 1)N N   1 بعدي وMD  ماتريس عملگر مشتق چليشكوف ( 1) ( 1)M M   
]ي متناظر با بازهبعدي  , ]c d هستند. 

  )7(  دستگاه محلي چليشكوف و تكرار در سياست براي حلروش تركيبي هم. 4

محلي چليشكوف و تكرار در سياست را براي حل محلي چليشكوف و روش تركيبي همهاي همدر اين بخش، قصد داريم روش
سازي نماييم. در ابتدا با استفاده از پياده  (7) بلمن-ژاكوبي-دستگاه معادلات ديفرانسيل با مشتقات جزئي هميلتون

محلي چليشكوف را براي حل دستگاه ، روش هم3ملگر مشتق معرفي شده در بخشهاي چليشكوف و ماتريس عايچندجمله
محلي براي حل دستگاه معادلات هاي همكنيم. سپس با اشاره به موانعي كه در استفاده از روشسازي ميپياده   (7)معادلات 

 وندرپردازيم. در ادامه اي حل مسئله ميمتناظر وجود دارد به توضيح متخصري در مورد كارايي الگوريتم تكرار در سياست بر
شرح  منبل-ژاكوبي-براي حل دستگاه معادلات هميلتونرا محلي چليشكوف و تكرار در سياست سازي روش تركيبي همپياده
 .دهيممي

ر نظر بگيريد. را د (1)‐(3) ديفرانسيلي تصادفي رقابت تبليغاتي   متناظر با بازي (7) بلمن-ژاكوبي-دستگاه معادلات هميلتون 
)كنيمفرض مي , )iV t x  شتق   طور بهتابع ارزش سته م شركت پيو ست كه روي يك مجموعه  iپذير براي  ,0] ا ]T   با

] دامنه وضعيت , ]min maxx x  شودميقريب زده صورت زير تهاي چليشكوف بهايبرحسب چندجمله:  
 

)20(               , ≃ 	∑ ∑ , , ,   1,2,  

	كه در آن

00 0 0 ,     1, 2 ,                                             i i i i
i N M MNW v v v v i        

توان مشتقات جزئيمي) 19) و (81( با استفاده از روابط .دست آوريمرا به بردار ضرايب مجهول است كه بايد آن

 ( , )iV t x
t




) و  , )
k

ik
V t x

x




,1 براي  2i k    

  :صورت زير محاسبه كردرا به

, ≃ , , ,   

, ≃ , , , 
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 كه در آن

1 1

1 1

ˆ ,

,  1,2.

M N

k k
M N

D D I

D I D k

 

 

 

    

)كه هدف يافتن تقريب تابع ارزشبا توجه به اين , )iV t x 0] روي افق زماني, ]T وضعيت  يو دامنه[ , ]min maxx x  
  :شوندزير تعريف ميصورت لوباتو متناظر به-گاوس-اي چبيشفاست، نقاط گره

 

 

1

2

1  cos ,  0,1, , ,

  1  cos ,  0,1, ,  ,

r

s min

M r
t l r M

M

N s
x l s N

N






  
        

  
         

  

1  كه در آن 2

T
l  2و.

2
max minx x

l


  گاوس-اي چبيشفچنين نقاط گرهبا جايگذاري مشتقات جزئي تقريبي و هم-

}0 لوباتو }M
r rt  0 و{ }N

s s  رسيمبه دستگاه معادلات جبري زير مي (7) بلمن-ژاكوبي-دلات هميلتوندر دستگاه معا: 

 
2

22
1 , 1 , 1 1 ,

1

1 , 2 ,
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1ˆ ( , ) ( , ) (1 ) ( , )
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              ( ( , ))( ( , )) 0,
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1 , 2 ,
1

1 , 1
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) ( , )

(1 )
              ( ( , ))( ( , )) 0,

( , ) ,

( , ) (1 ),

0,1, , 1, 0,1, , .
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M N r s

ts
M N r s M N r s
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M N M s T s
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M N M s T s

W DA t

e W DA t W DA t
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W A t q e

W A t q e
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  (21) 

دست به شوند. با جايگذاري ضرايب مجهولعنوان بردار ضرايب مجهول محاسبه ميها بهiWبا حل اين دستگاه غيرخطي بردار
)1هاي تقريبي براي توابع ارزشواب، ج(20)آمده در رابطه  , )V t x 2و ( , )V t x شوند. سپس با استفاده از تعيين مي

 :گردندطريق زير محاسبه ميهاي تعادلي نش بازخورد تقريبي به، استراتژي(6)و  (5)روابط

∗ , ≃ , ,
√1

, 
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∗ , ≃ , ,
√

.   

-محلي چليشكوف، دستگاه معادلات ديفرانسيل با مشتقات جزئي مرتبه دوم غيرخطي هميلتوناگرچه با استفاده از روش هم
ساده  تبديل مي  (21)به دستگاه معادلات جبري غيرخطي    (7)ژاكوبي گردد ولي  سازي حل مسئله مي  شود و اين امر باعث 

ــائل غيرخطي با روش هم  ــكلاتي در رابطه با حل مس ــامل  در عمل هنوز مش ــئله مورد نظر ش محلي وجود دارد. درواقع مس

)2 جملات غيرخطي ( , ))iV t x
x




ــتند و براي افزايش دقت جواب مجبور ه  ــتيم تعداد توابع پايهاز توابع جواب هس ي اس

صـــورت تعداد مجهولات دســـتگاه محلي را افزايش دهيم. در اينهاي تقريبي توابع ارزش و تعداد نقاط همموجود در بســـط
گردد. براي رفع اين مشــكل، اســتفاده از ســازي روش افزايش و حل آن دشــوار ميمعادلات جبري غيرخطي حاصــل از پياده

ش     ست پي سيا شود كه يك كنترل بهينه تجربي دلخواه و مجاز   .  در اين الگوريتم فرض مي[21] شود نهاد ميروش تكرار در 
0
iu ژاكوبي-و تابع ارزش متناظر با آن داده شده است. سپس با جايگذاري كنترل در دستگاه معادلات ديفرانسيل هميلتون-

ر توان توابع ارزش متناظآيد كه با حل آن ميدست ميبا مشتقات جزئي خطي به ، يك دستگاه معادلات ديفرانسيل(4) بلمن
سبه نمود. با تكرار اين روند، يك دنباله از توابع ارزش  k را محا

iV    ست سيا kهاي كنترلو 
iu براي هر بازيكن i   سبه محا

)اي كه كنترلگونهشود، به مي 1)k
iu  1از يك تقريب جواب براي تابع ارزشk

iV  با كنترلk
iu ستفاده از   دست مي به آيد. با ا

kروش تكرار در ســـياســـت و ميل دادن  ها  هاي تعادلي نش متناظر با آنابع ارزش بهينه و اســـتراتژيتقريبي از تو
 :اختصار در الگوريتم زير آمده استسازي روش تكرار در سياست به آيند. شرح روند پيادهدست ميبه

 الگوريتم تكرار در سياست   .3,1

0يك :ورودي   0و يك مجموعه استراتژي دلخواه مجاز 0
1 2.{ , }( , ) ( , )u t x xu t   

1kبراي  :گام اول    و يك جفت استراتژي  1 1
1 2 ),( , ) ( ,k ku t xux t  دستگاه معادله ديفرانسيل جزئي خطي مرتبه ،

اول  زير را حل و توابع ارزش ,k
iV t x 1 براي, 2i  را محاسبه كن:    

2
2 1 1

1 1 1 1 22

1 21
1 1

2
2 1 1

2 2 2 1 22

1 22
2 2

1
( , ) ( , ) ( , ) ( ) 1 ( ) ( ) ( )

2

( ) ( ( )) 0,
2

1
( , ) ( , ) ( , ) ( ) 1 ( ) ( ) ( )

2

(1 ( )) ( ( ))
2

( )

( )

( )

( )

k k k k k

k t

k k k k k

k

V t x x V t x V t x u t x t u t x t
t x x

c
q x t u t e

V t x x V t x V t x u t x t u t x t
t x x

c
q x t u t e



 

 

 



  
   

  

  

  
   

  

  

1 1 2 2

0,

( , ) ( ),  ( , ) (1 ( )).

t

k T k T
T TV T x q e x T V T x q e x T
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1kقرار دهيد : گام دوم k  و ( , )k
iu t x 1براي, 2i  ي زير حساب كنرا از رابطه: 

   1 1  
1

1
, , ,  k k

t

x
u t x V t x

x e c

 



 

2 2
2

( , ) ( , ) .k k
t

x
u t x V t x

x e c


 


 

  اگر :گام سوم

 1 1
1 0 0 1 0 0 2 0 0 2 0 0max ( , ) ( , ) , ( , ) ( , ) ,k k k kV t x V t x V t x V t x    ‖ ‖‖ ‖  

)توقف نموده، توابع , )k
iV t x  1  براي, 2i را توابع ارزش تقريبي و 1 2,k ku u  را استراتژي تعادلي نش تقريبي در نظر

 .باز گرديد 2 بگيريد. در غير اين صورت به گام

م تكرار در سياست در هر گام يك دستگاه معادلات ديفرانسيل با مشتقات جزئي خطي اگرچه با استفاده از الگوريت
آيد ولي در حالت كلي يافتن جواب دقيق براي اين دستگاه معادلات ديفرانسيل با مشتقات جزئي خطي مرتبه دوم دست ميبه

الگوريتم تكرار در سياست براي حل محلي چليشكوف و اي نيست. بدين منظور در ادامه تركيب روش همهمچنان كار ساده
   :شودشرح زير پيشنهاد ميبه را  (4)بلمن -ژاكوبي-دستگاه معادلات ديفرانسيل هميلتون

 محلي چليشكوف با تكرار در سياستالگوريتم تركيبي روش هم  . 3,2

0يك  :ورودي  و يك مجموعه استراتژي دلخواه مجاز 0 0
1 2 ). ,( , ) ( ,u x tut x   

ستراتژي مجاز : گام اول  براي يك جفت ا ( 1) ( 1)
1 2 ),( , ) ( ,k kt xu t xu        شتقات جزئي سيل با م ستگاه معادلات ديفران د

  خطي
2

2 1 1
1 , 1 , 1 , 1 2

1 21
1 1

2
2 1 1

2 , 2 , 2 , 1 2

2

ˆ ( , ) ( , ) ( , ) ( ) 1 ( )
2

( ( )) 0,
2

ˆ ( , ) ( , ) ( , ) ( ) 1 ( )
2
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( )

( )
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k t
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c
q u t e
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1 22
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1 , 1
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( , ) ,
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1, 2, 0,1, , 1, 0,1, , ,

)
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u t e
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  محلي چليشكوف حل و سپس توابع ارزشرا با روش هم  

  , ≃ , , , 	 1,2,   
 .دست آوريدرا به

kهاياستراتژي :گام دوم
iu  1براي, 2i  ي زير حساب كنرا از رابطه:    

   1 1 ,  
1

1
, , ,k k

M N t

x
u t x W DA t x

e c


   

   2 2 ,  
2

, , .k k
M N t

x
u t x W DA t x

e c    

  اگر: گام سوم

 1 1
1 0 0 1 0 0 2 0 0 2 0 0max ( , ) ( , ) , ( , ) ( , ) ,k k k kV t x V t x V t x V t x    ‖ ‖‖ ‖  

)توقف نموده، توابع  , )k
iV t x 1 براي, 2i  را توابع ارزش تقريبي و  1 2,k ku u  را استراتژي تعادلي نش تقريبي در نظر

   .برگرديد 2 بگيريد. در غير اين صورت به گام

عنوان ورودي براي دو الگوريتم تكرار در را به مجاز يك مجموعه استراتژي دلخواه توانهايي كه با استفاده از آن مييكي از راه
در نظر گرفت،  4,2در زيربخش  محلي چليشكوف با تكرار در سياستالگوريتم تركيبي روش همو  4,1سياست در زيربخش 

است. لازم  )6() و 5بازخورد ( يكنترل نيقوانها در و جايگذاري آن (4)ي در رابطهشرايط پاياني براي توابع ارزش استفاده از 
 هاي مجاز اوليه زيرسازي عددي، نتايج گزارش شده مبتني بر استفاده از مجموعه استراتژيبه ذكر است كه در بخش پياده

  باشند:مي

0 ( )
1 1

1

1
 ( , ) ,T t

T

x
u t x q e

c
  

        0 ( )
2 2

2

( , ) .T t
T

x
u t x q e

c
   

 آناليز همگرايي. 4

ر سياست قابل بررسي و اثبات است و خوانندگان براي بررسي جزئيات آناليز پايداري لياپانوف و همگرايي الگوريتم تكرار د 
پردازيم. . حال در اين بخش به بررسي همگرايي روش پيشنهادي ميرا مشاهده كنند ]28[توانند مرجع بيشتر روند اثبات مي

,دهيم كه تقريبابتدا نشان مي ( , )M NV t x يافته بهليشكوف تعميمهاي چايبا استفاده از چندجمله( , )V t x  .همگراست
در گام اول قصد داريم تخميني از نرم خطاي  .دهيمدر ادامه همگرايي الگوريتم تكرار در سياست را مورد بررسي قرار مي

,0] بهترين تقريب براي يك تابع هموار دومتغيره روي دامنه ]T   هاي چليشكوف ايده از چندجملهرا با استفا
) دومتغيره بيابيم. به همين منظور اگر فرض كنيم , )V t x   تابع به اندازه كافي هموار روي    و  , ,M NP t x 
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) اي درونياب تابعچندجمله , )V t x در نقاط ( , )r st x است، كه در آن rt0,1 ها براي, ,r M  اي هاي چندجملهريشه
1M يافته از درجهچبيشف انتقال  0]  در بازه, ]Tوsx0,1ها براي, ,s N  اي چبيشف هاي چندجملهريشه

1N  يافته از درجهانتقال در بازه   Σ[26]گاه داريمهستند، آن :   

1 1

, 1 1
0 0

2

1 1
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, كه در آن [0, ]T  و . ,    ابراين داريمبن:   
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 (23) 

  :كهاي باشند گونهبه 3Cو 1C، 2  C هايفرض كنيد ثابت

 

(24) 
 

     

  (25) 
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V t x
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                                                          (26)                                

 :داريم [10] هاي درونياب چبيشف دردست آمده براي گرهو استفاده از تخمين به (23) در (24)‐(26) با جايگذاري 

           
1 11 1

3 1 21 1 2 2
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         (27) 

 .آوريمدست مينتايج زير را به (27) حال با كمك نامساوي
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,فرض كنيد . 4,1قضيه  ,( , ) ( , )M N M NV t x WA t x   يافته دوبعدي تابع به اندازه كافي همواربسط توابع چليشكوف انتقال  
  ( , )V t xدر   است، كه در آن  

   00 0 0 ,   N M MNW v v v v      
' ،1C' ه وجود دارد اعداد حقيقيگاآن

2C و '
3C  كهطوريبه 

(28) ∥ , , , ∥
′

!

′

!

′

! !
.    

M, كنيمفرض مي :اثبات NX  هاي دو متغيره با درجه كمتر مســاويايفضــاي چندجمله M رويt و N روي x  
,  است. بنا به قضيه بهترين تقريب، اگر ( , )M N t xV بهترين تقريب تابع ( , )V t x در ,M NX توان نوشت:است، مي  

  ∥ , , , ∥ ∥ , , ∥ ,   
) نكه در آ , )g t x اي دلخواه در هر چندجمله,M NX  اســـت. بويژه، اگر ( , )g t x اي درونياب تابعهمان چندجمله  

  ,V t x  :است، داريم   

∥ , , , ∥ ∣ , , , ∣

∣ , , , ∣ . 

  گيريم كهنتيجه مي  (29) و  (27)از(29)  

∥ , , , ∥  
1 ! 2 1 ! 2

1 ! 1 ! 2
      	

4
1 ! 2 1 ! 2 1 ! 1 ! 2

. 

)30(	
1 با (28) توان نتيجه گرفت كه نامساويمي (30) از نامساوي 1 1 22C C l l ، 2 2 1 22C C l l  3 و 3 1 22C C l l  

 ∎نيز برقرار است. 

صفر قطعي با افق زماني نامتناهي در مراجع  سياست براي بازي  اثبات همگرايي الگوريتم تكرار در  سيلي مجموع نا  هاي ديفران
آمده است. در ادامه با استفاده از روندي مشابه با افق زماني نامتناهي به اثبات همگرايي الگوريتم تكرار   [24 ,23 ,22 ,21] 

ضاي   پردازيم. براي همگرايي الگوريتم تقريب در فمتناهي ميدر سياست براي بازي ديفرانسيلي رقابت تبليغاتي با افق زماني    
  سياست، فضاي تابعي باناخ
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   0( , ) :[ , ] , 1,2 ,i fV t x t t R i   	

شت     ضاي تابعي مورد نظر نگا ستفاده از ف i:  را در نظر بگيريد. با ا      1 براي, 2i  صورت زير تعريف   را به
 :مكنيمي

           
22

2
1 1 1 1 1 1 22

1 2

1 1
, , 1 ,  , , ,   

2 2
t t tx
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, , 1 , , , . 

2 2
t t tx

V t x x V t x q e x e x V t x e V t x V t x
t x c x c x x

                   


)٣٢(          

,1 براي  i فرض كنيد. 4,1 لم 2i  گاه براي هر باشند، آن  (32) و  (31) هاي تعريف شده درنگاشتiV   

)33(      
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 . iدر iVمشتق گاتو برابراست با

1V  ، براي هر1 . با توجه به تعريفاثبات  :داريم 
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   :آيددست ميبه صورت زير به  1V در 1 بنابراين مشتق گاتو

     
1

2 2
1 1 1 1' 1 2

1 20
1 2

1
lim     .

2
t

V
s

V sY V x V VY x Y Y x
Y e

s t x x c x c x




                    

 
  

  را نيز محاسبه كرد.  2V در 2توان مشتق گاتو طريق مشابه ميبه

' و i فرض كنيد عملگرهاي .4,2قضيه 

iiV گاه روند تكراري روش تكرار تعريف شده باشند، آن (33)‐(31) به ترتيب در
   معادل با روش شبه نيوتن زير است: (22) يدر سياست در رابطه
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1 ' 1( ) ,  1,2,  0,1,  . 
i

k k
i i iV iV V i k        

1iبراياثبات:  ظر گرفتن رابطه، با در ن	33	در لم	5‐1	خواهيم داشت:  
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	شود كهنتيجه مي 22	 در رابطه  1V و تكرارهاي مربوط  به تابع ارزش 31	 از مقايسه عملگر

   
2

221 1 1 1
1 1 1 1 22

1
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2 2
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k t k kV V c V

x q x u e u x u x
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	بنابراين
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2' 1
1 1 1 1 1  .  

2
k k t

V

c
V q x u e      

 
   

 :داريم (22) از طرفي با توجه به

 

(35) 

   توان نتيجه گرفت:مي (35) و (34) از روابط

  
1 1 1

' 1 ' 1 ' 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1,     ( ) .       k k k k
V V VV V V V             

2i اثبات براي  طريق مشابه است.نيز به ∎  

 سازي عددي. پياده5

متناظر با مسئله تبليغات رقابتي   (7)بلمن- ژاكوبي-از حل دستگاه معادلات هميلتوندر اين بخش به بررسي نتايج حاصل 
 پردازيم. تمامي محاسبات عددي با استفادهمحلي چليشكوف با تكرار در سياست ميتصادفي با استفاده از روش تركيبي هم

  صورتامترهاي مدل بهافزار ميپل انجام شده است. مقادير فرضي براي پاراز برنامه نويسي در نرم

  1 2 1 2 1 20.5 ,  1 ,  1 ,  0.5,T Tc c q q q q        	
14Mدر نظر گرفته شده است. براي   ، 14N  7وk  هاي تقريبي براي توابع ارزش، جواب( , ), 1, 2iV t x i  
) هاي تعادلي نش بازخوردو كنترل عنوان شاخص عملكرد سودآوريبه  , ), 1, 2iu t x i  عنوان نرخ تبليغات بهينه براي به
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 كه جواب دقيق مسئله معلوم نيست، خطاهاي تابع ماندهاند. با توجه به ايننشان داده شده 1 هاي يك و دو در شكلشركت

  , | , ,  1, 2M N
i kRES V t x i  محلي اند. مقايسه زمان محاسباتي براي دو روش همنشان داده شده 2 در شكل

گزارش شده است. مشاهده  1 محلي چليشكوف با تكرار در سياست) در جدولچليشكوف و روش پيشنهادي (تركيبي هم
وف محلي چليشكشود كه زمان محاسباتي براي حل مسئله با استفاده از روش پيشنهادي تركيبي در مقايسه با روش هممي

هاي شود كه ما براي بالابردن دقت تقريب ناگزيريم تعداد پايهكمتر است. اهميت اين مسئله زماني مشخص مي بسيار
محلي چليشكوف، حل علاوه، در مواردي كه در روش هممحلي را افزايش دهيم. بهچنين تعداد نقاط همچليشكوف و هم

توان جواب راحتي ميبا استفاده از روش تركيبي بهدستگاه معادلات جبري غيرخطي دشوار و يا حتي غيرممكن است 
 .هاي معادلات خطي متناظر را محاسبه نموددستگاه

ها در رفتار خود استراتژيك هستند، يعني سهم بازار هر شركت از توليد كالا نه تنها گونه كه از قبل اشاره كرديم، شركتهمان
 تي رقيبش نيز بستگي داردبه تصميمات تبليغاتي خودش بلكه به تصميمات تبليغا  عبارتي، ميزان هزينهبه [34]‐[36].

منظور افزايش سهم بازار خود و كاهش سهم بازار شركت رقيب است. فرض كنيد شركت يك با هر بار تبليغات هر شركت به
تا شاخص عملكرد او با سرعت بيشتري افزايش دهد هاي تبليغاتي خود را كاهش مي، بخشي از هزينهxافزايش سهم بازار

1 هاي تبليغاتي خود سعي دارد نسبت به كاهش سهم بازار خود يعنييابد. سپس شركت دو با افزايش هزينه x   واكنش
بخشي از سهم بازار  نشان دهد، كه اين امر تا حدودي باعث افزايش سهم بازار و شاخص عملكرد شركت دو و در نتيجه كاهش

شود كه مشاهده مي 3 در شكل x گردد. بنابراين با در نظر گرفتن مقادير مختلف ولي ثابت براي سهم بازارشركت يك مي
هاي تعادلي نش بازخورد كه براي استراتژينزولي هستند، در حالي  tصعودي و نسبت به متغير xتوابع ارزش نسبت به متغير

نزولي و نسبت به    xها نسبت به متغيرافتد، يعني كنترلها عكس اين قضيه اتفاق ميعنوان نرخ بهينه تبليغات شركتبه
و حل آن با  )1( يكنترل يتصادف ليفرانسيدر معادله د يبيتقر نهيبه يهاكنترل يگذاريبا جاصعودي هستند.  t متغير

) يندهاياز فرا يانمونه ريمس كي، نمودار [38,37]جع ادر مر يمتوال يعدد باتياستفاده از روش تقر )x t  سهم شركت
)1در بازار، كي )u t 2ك و يكت توسط شر غاتينرخ تبل ( )u t نشان داده  4شركت دو برحسب زمان در شكل  غاتينرخ تبل

وان شاخص عنعنوان نرخ تبليغات بهينه و توابع ارزش بههاي تعادلي نش بازخورد بهكنترلتاثير پارامترهاي مدل بر  شده است.
نشان داده شده  3و  2هاي ترتيب در جدولو نامتقارن بههاي متقارن هاي يك و دو در حالتعملكرد سودآوري براي شركت

1كنيم متقارن فرض مي هاي با نقششركتبراي است.   2 1 2 1 2 ,   ,   c c c q q q        و در حالتي كه ،
1هاي يك و دو نقش نامتقارن داشته باشند شركت 2 1 2 1 2,   ,   c c q q    شود. توجه داشته در نظر گرفته مي

نرخ تبليغات بهينه و پارامترهاي مدل بر دهنده تاثير افزايشي (كاهشي) نشان 3و  2هاي ) در جدول  )باشيد علامت 
 هاي يك و دو است.شاخص عملكرد سودآوري هريك از شركت
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محلي چليشكوف و تكرار در با استفاده از روش تركيبي هم بازخوردهاي تعادلي نش هاي تقريبي براي توابع ارزش و كنترلنمودار جواب :1شكل
 و  4، 14 سياست براي 7 .  

    

. و  14،4 محلي چليشكوف و تكرار در سياست برايبراي توابع ارزش با استفاده از روش تركيبي هم ماندهنمودار توابع  :2شكل

7  
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 براي مقادير مختلف و ثابت بازخوردهاي تعادلي نش نمودار توابع ارزش و كنترل :3شكل   يك از بازار و عنوان سهم كالاي شركت   به 

 عنوان سهم كالاي شركت دو از بازار برحسب زمانبه 1 . 0,1t   

محلي چليشكوف و روش تركيبي هاي تقريبي با استفاده از روش همجوابراي محاسبه (ثانيه) ب مقايسه زمان محاسباتي .1جدول 
.محلي چليشكوف و تكرار در سياست براي مقادير مختلفهم , ,K M N    

k  روش پيشنهادي   محلي چليشكوفروش هم   
 

,M N

.21 840  .4 196 5   ,8 2     

.29 531  .8 798  5   ,9 3    
.13 723  .9 130  7   ,10 2   
.67 143  .21 794  7   ,12 3   
.186 271  .81 979  7   ,16 4   
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1هاي متقارن با فرض تاثير پارامترها بر عملكرد شركت .2جدول  2 1 2 1 2 ,   ,   c c c q q q         

  
  

  

 

  

1قارن با فرض هاي نامتتاثير پارامترها بر عملكرد شركت .3جدول  2 1 2 1 2 ,   ,   c c q q     

i, پارامترها j  ,i jc c ,i jq q

* ( , ), 1, 2iu t x i   ,   ,   ,   

( , ), 1, 2i x iV t   ,   ?,  ,   

 

 
) ندياز فرا يانمونه ريمســ كينمودار : 4شكل  )x t  1 نديفرا يانمونه ريدر بازار، مســ كيســهم شــركت( )u t توســط   غاتينرخ تبل
2 نديفرا يانمونه ريو مس كي شركت ( )u t شركت دو. غاتينرخ تبل  

 پارامترها   c  q   

* ( , ), 1, 2iu t x i          

( , ), 1, 2i x iV t         
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 گيرينتيجه  . 7

متناظر با مسئله بازي ديفرانسيلي  بلمن-ژاكوبي-هدف اين مقاله، ارائه يك روش عددي براي حل دستگاه معادلات هميلتون
وعاتي از قبيل تبليغات، فروش، رقبا، تجزيه و تحليل تصادفي تبليغات رقابتي است. در حوزه تحقيقات بازاريابي، موض

اند. در اين مقاله، با فرض وجود عدم هاي تبليغاتي و مديريت آن جايگاه اصلي و محوري را به خود اختصاص دادهسياست
ي بين دو بتسازي يك مسئله تبليغات رقاهاي ديفرانسيل تصادفي در مدلقطعيت در يك بازار دوجانبه، به كاربردي از بازي
اي را براي تبليغ اختصاص دهد بهكه هر شركت چه مبلغ يا هزينه بهينهشركت توليدي اشاره كرديم. تصميم در مورد اين

اي كه اميد رياضي سود او نيز حداكثر شود، يك تصميم دشوار و در عين حال مهم است. در اين شرايط، يافتن استراتژي گونه
ترين راهبرد براي هردو شركت در يك بازي رقابت تبليغاتي تصادفي نرخ تبليغات بهينه، منطقيعنوان به بازخوردتعادل نش 

ل نش هاي تعادريزي پويا در حل مسائل كنترل تصادفي، مجموعه استراتژياست. با استفاده از اصل بهينگي بلمن و برنامه
دست به نبلم-ژاكوبي-ل با مشتقات جزئي بنام هميلتونعنوان جواب يك دستگاه معادلات ديفرانسياز توابع ارزش به بازخورد

دست آوردن جواب تحليلي آن كار چندان آيند. شايان ذكراست كه، در حالت كلي حل اين دستگاه معادلات تابعي يعني بهمي
جواب دستگاه معادلات  عنوانبهرا توان با استفاده از آنها توابع ارزش ههاي عددي كه باي نيست. به همين دليل ارائه روشساده

 اي دارند. دررا با دقت خوبي تقريب زد، اهميت ويژه بازخوردهاي تعادل نش و در نتيجه استراتژي بلمن-ژاكوبي-هميلتون
د كه با شومحلي چليشكوف حل نماييم. مشاهده ميرا با روش هم بلمن-ژاكوبي-ابتدا سعي كرديم دستگاه معادلات هميلتون

هاي چليشكوف و ماتريس عملگر مشتق آن، حل دستگاه معادلات ديفرانسيل ايمحلي براساس چندجملهاستفاده از روش هم
يابد. به حل يك دستگاه معادلات جبري غيرخطي كاهش مي بلمن-ژاكوبي-با مشتقات جزئي مرتبه دوم غيرخطي هميلتون

ت و براي افزايش دقت جواب مجبور هستيم تعداد نظر شامل جملات غيرخطي از تابع جواب اس كه مسئله موردبا توجه به اين
توابع پايه موجود در بسط تقريبي را افزايش دهيم، تعداد مجهولات دستگاه معادلات جبري غيرخطي متناظر افزايش و حل 

چه رسازي مسئله پيشنهاد كرديم. اگبراي خطي روشعنوان يك گردد. سپس الگوريتم تكرار در سياست را بهآن نيز دشوار مي
توان حل يك دستگاه معادلات ديفرانسيل با مشتقات جزئي مرتبه دوم غيرخطي با استفاده از الگوريتم تكرار در سياست مي

اي از دستگاه معادلات مرتبه دوم خطي كاهش داد ولي در حالت كلي يافتن جواب دقيق يا تحليلي براي اين را به حل دنباله
محلي چليشكوف و الگوريتم تكرار نيست. بدين منظور در ادامه تركيبي از هردو روش هم ايدسته از مسائل همچنان كار ساده

پيشنهاد كرديم. با استفاده ار اين روش، حل   بلمن-ژاكوبي-براي حل دستگاه معادلات ديفرانسيل هميلتونرا در سياست 
اي از دستگاه معادلات به حل دنباله بلمن-يژاكوب-دستگاه معادلات ديفرانسيل با مشتقات جزئي مرتبه دوم غيرخطي هميلتون

يابد. همگرايي روش پيشنهادي تركيبي را در بخش آناليز همگرايي مورد بررسي قرار داديم. در بخش جبري خطي كاهش مي
دست آمده را گزارش كرديم. مشاهده ميهاي تقريبي بهسازي روش و نمودار جوابسازي عددي، نتايج حاصل از پيادهپياده

كوف محلي چليششود كه زمان محاسباتي روش پيشنهادي تركيبي براي حل مسئله بسيار كمتر از زماني است كه روش هم
ها در بسط تقريبي جواب، روش چنين در مواردي كه با افزايش تعداد پايهكار گرفتيم. همتنهايي براي حل مسئله بهرا به
ي با توجه به نمودارها در پايان نيزدست آورد. توان جواب مسئله را بهمي دهد، با روش تركيبيمحلي چليشكوف جواب نميهم
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 ازخوردبهاي تعادلي نش دست آمده به توضيحات مختصري در مورد توابع ارزش تقريبي (شاخص عملكرد سود) و استراتژيبه
  .(نرخ تبليغات بهينه) پرداختيم
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