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Introduction 
Complex analysis is one of the important branches in mathematics, which 
has grown significantly in recent years. One of the main goals of complex 
analysis is its systematic application in the branch of the theory of 
differential equations with partial derivatives. 
Boundary value problems for complex partial differential equations have 
been studied in many domains. Of all the domains, the unit disc has been 
studied the most. Polygonal domains that contain corner points are 
irregular. In general, the boundary value problems in such domains and 
the study of the behavior of the solution in the neighborhood of the corner 
points are difficult. 
The domain studied in this paper is an equilateral triangle with vertices -
1, 1 and i√3 and it is represented by the symbol T. Here, the Schwarz 
boundary value problem for the inhomogeneous Riemann equation on the 
equilateral triangle T is studied. 
 
Material and methods 
In this paper, using the parqueting-reflection method and Cauchy–
Pompeiu representation formula, we have accurately calculated a 
Schwarz-Poisson integral representation formula on the equilateral 
triangle and its different border sections. Also, we examined the boundary 
behaviors for the Schwarz type operator. 
 
Results and discussion 
Firstly, we present the Schwarz-Poisson representation formula on the 
equilateral triangle. Then we investigate the boundary behaviors of the 
Schwarz operator and provide an exact solution for the related Schwarz 
problem. 
 
Conclusion 
In this paper, the Schwartz boundary value problem for the Cauchy-
Riemann equation in equilateral triangles has been solved precisely. 
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 چكيده  اطلاعات مقاله

  مقاله پژوهشينوع مقاله: 
  
  
 9/9/1399 :افتيدر خيتار

  7/3/1402: رشيپذ خيتار
  12/9/1402: انتشار خيتار
  
  

   هاي كليدي:واژه
 مساله شوارتز،

 پمپيو،-فرمول كشي 

 پواسون،-فرمول شوارتز

  .مثلث متساوي الاضلاع

 ريمان–كشي معادله براي را مختلط جزئي ديفرانسيل معادلات از شوارتز مرزي مقدار مساله مقاله اين در
 پيشنهاد دقيق طوربه الاضلاع، متساوي مثلث يعني معلوم ايگوشه نقاط با ضلعي چند دامنه يك روي ناهمگن

 مورد الاضلاع متساوي مثلث از دلخواه ينقطه يك انتخاب و پاركتينگ بازتاب روش گيري كاربه با. دهيممي
 پوشش مختلط يصفحه تمام الاضلاع متساوي مثلث از مرزي هايبخش تمام در آن مكرر هاي بازتاب و نظر
 جزئي ديفرانسيل معادلات از شوارتز مرزي مقدار مساله حل براي اساسي ابزار اين، بر علاوه. شودمي داده

 روش از دهاستفا با ترتيب بدين. است پمپيو-كشي انتگرال نمايش فرمول ريمان،-كشي معادله براي مختلط
 روي را واسونپ-شوارتز انتگرالي نمايش فرمول يك پمپيو–كشي انتگرالي نمايش فرمول و پاركتينگ بازتاب
 رفتارهاي چنين،هم. كنيممي محاسبه دقيق طوربه آن مختلف مرزي هايبخش و الاضلاع متساوي مثلث
 مقدار مساله براي را دقيقي جواب سرانجام. دهيممي قرار بررسي مورد را شوارتز نوع از عملگر براي مرزي
 متساوي مثلث روي ناهمگن ريمان-كشي معادله براي مختلط جزئي ديفرانسيل معادلات از شوارتز مرزي

  .دهيممي ارائه الاضلاع
  
  
  
  
  

 يك در ناهمگن ريمان-كشي معادله براي مختلط جزئي ديفرانسيل معادلات از شوارتز مرزي مقدار مساله). 1402؛ (مژگان، اكبري ؛فاطمه، جويني: استناد
  .256 – 243)، 2( 9، هاي رياضيپژوهش. الاضلاع متساوي مثلث

  
  نويسندگان. ©                                                    خوارزميدانشگاه ناشر: 

 



 
  ...ديفرانسيل معادلات از شوارتز مرزي مقدار مساله  

 

 

245 

 مقدمه

گيري داشته است. يكي از اهداف هاي اخير رشد چشمهاي مهم در رياضيات است كه در سالآناليز مختلط يكي از شاخه
  ي معادلات ديفرانسيل با مشتقات جزئي است.ي نظريهاصلي آناليز مختلط، كاربرد سيستماتيك آن در شاخه

د و هيلبرت پايه گذاري شي مسائل مقدار مرزي براي معادلات ديفرانسيل با مشتقات جزئي مختلط توسط ريمان نظريه
ي بحث در خصوص نظريه]. 1-6[را توسعه دادندهاك و وندلند آن، ويلي، وكوآو محققاني چون گاخوف، موسخليش

ردي متعددي هاي كاربمنفرد، نظريه ايندكس و نيز نظريهي معادله انتگرال مسائل مقدار مرزي براي توابع تحليلي با نظريه
هيلبرت در حل بسياري از مسائل مقدار مرزي با مشتقات -چنين تكنيك ريمان.  هم[8]و  [7]باشد در فيزيك مرتبط مي

  .]9[پذير كارايي دارد جزئي اعم از خطي و غير خطي انتگرال

نيادي هاي بي دلخواه با توجه به جوابمشتقات جزئي مختلط از مرتبه اي براي معادلات ديفرانسيل بااز يك طرف نظريه
هاي اند. اين جوابدست آمدههاي خاص متعددي بههاي دقيق در دامنه، از طرفي ديگر جواب]10[اساسي يافت شده است 

اي هع در خصوص دامنهدقيق نه تنها نقش مهمي در كاربردهاي مهندسي و فيزيك دارند، بلكه براي ارائه يك نظريه جام
  دلخواه تاثير گذارند.

اي همعادلات ديفرانسل با مشتقات جزئي مختلط، معادلات غير همگن ساده با يك عملگر ديفرانسيل از حاصل ضرب توان
	ريمان -عملگر كشي ̅عبارتي ، به∂و مزدوج مختلط آن ̅ , , باشند. عملگرهاي اساسي ، مي∋

∂، عملگر لاپلاس ̅ريمان -ين نوع عبارتند از: عملگر كشياز ا ∂و عملگر بيتسادز  ∂ ̅.  

مسائل مقدار مرزي اساسي براي معادلات با مشتقات جزئي مختلط عبارتند از: شوارتز، ديريكله و نيومن. مساله يافتن 
، صادق در 	0ن همگن ريما-عبارتي يافتن جواب معادله كشي، به⊃ي در ناحيه تابع تحليلي 

ترتيب مساله مقدار مرزي شوارتز، ديريكله و نيومن ناميده ، بهروي مرز  و  ، 	Reشرايط
ريمان روي مسائل مقدار مرزي ديريكله و نيومن نقش -شود. در حقيقت مساله مقدار مرزي شوارتز براي معادله كشيمي

 اساسي دارد.

پمپيو است. در واقع جواب ويژه براي -ريمان، فرمول نمايش كشي-ابزار اساسي مسائل مقدار مرزي براي معادله كشي
  .]5[آيد دست ميمشتق ضعيف دارد، به ̅و  ريمان توسط عملگر پمپيو كه نسبت به -معادله كشي

باشند، مورد ها ميخطوط راست و نيز چند ضلعيها و هاي نامنظم مرزهايي كه شامل قطعاتي از دايرهاز ميان اين دامنه
ها نيم ديسك واحد، حلقه، نيم ديسك و نيم حلقه، ربع ديسك، ربع حلقه، اند. براي نمونه از اين دامنهبررسي قرار گرفته

ضلعي  شقطاع هايي از ديسك، قطاع نامتناهي، لنز و لون، نيم صفحه بالايي، ربع صفحه، مثلث، مثلث قائم الزاويه، نيم ش
باشد. در اين ها ميروش بازتاب پاركتينگ روشي براي ساخت هسته شوارتز در اين دامنه]13-[27و مستطيل را ببينيد 

 . [29]و  [28]  شودهاي مرزي، تمام صفحه مختلط پوشش داده ميهاي مكرر دامنه در تمام بخشروش با بازتاب

،ريمان ناهمگن -راي معادله كشيلازم به ذكر است كه براي حل مسائل مقدار مرزي ب روش وكوآ كه در آن  	
شود. با استفاده از خواص عملگر پمپيو كار گرفته ميتابع تحليلي است، به φو  صورت ها بهجواب
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 ].5[شودي همگن تبديل ميريمان ناهمگن  به يك مساله-ي مقدار مرزي براي معادله كشيمساله

	،براي هر تابع  ∈ ; ∩  شودصورت زير ارائه ميپمپيو به-فرمول نمايش كشي ;

1
2

1 	 , ∈ ,
						0, ∉ ,

																																																							 1  

  ].11،5،[12 	كه در آن

د. انهاي متعددي مورد مطالعه و بررسي قرار گرفتهعادلات با مشتقات جزئي مختلط در دامنهمسائل مقدار مرزي براي م
هاي چند ضلعي كه شامل نقاط ها ديسك واحد بيش از همه مورد بررسي قرار گرفته است. دامنهاز ميان تمام دامنه

ي رفتار جواب در همسايگي ايي و مطالعههطور كلي مسائل مقدار مرزي در چنين دامنهاند. بهاي هستند، نامنظمگوشه
  اي دشوار است.نقاط گوشه

،	1	و	3√دامنه مورد مطالعه در اين مقاله يك مثلث متساوي الاضلاع با رئوس  نمايش داده  باشد و با نماد مي 1
، مورد ريمان ناهمگن روي مثلث متساوي الاضلاع -جا مساله مقدار مرزي شوارتز براي معادله كشيشود. در اينمي

  گيرد.مطالعه و بررسي قرار مي

مپيو، پ-صورت زير ساماندهي شده است. در بخش دوم با استفاده از روش بازتاب پاركتينگ و فرمول كشياين مقاله به
ارتز و جواب دقيق مساله شوارتز هاي مرزي عملگر شوگردد. رفتارارائه مي  پواسون روي مثلث -فرمول نمايش شوارتز

  شوند.مربوط در بخش سوم پيشنهاد مي

  

  پواسون براي مثلث-فرمول شوارتز  -2

   .پردازيممي پواسون روي مثلث متساوي الاضلاع -در اين بخش به ارائه فرمول نمايش شوارتز

   يصورت نقطهدهيم. در اينبازتاب مي1و3√ را نسبت به خط گذرا از نقاط  ∋ ي ابتدا نقطه 
1
2
1 √3 ̅

√3
2

√3 , 

 آيد. با ادامه اين فرآيند روي محور حقيقي مثبت نقاطدست ميبه

1
2
1 √3

√3
2

√3 , ̅ 3 √3, 3 √3, 3 √3, 

6, 

  چنين از بازتاب اين نقاط نسبت به محور حقيقي به ترتيب نقاط يابيم. همرا مي

̅, , , , , , 

  صورتها بهشوند. بنابراين تمام انتقالحاصل مي
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6 2 √3 , 6 2 √3 , 

  .عنوان يك قطب ساده انتخاب نماييدرا به ي نقطه .خواهند بود 

  .[29]و  [28]دهد از قطب، ريشه و يك بازتاب از ريشه، قطب را نتيجه مي بدين ترتيب يك بازتاب مستقيم

, , , , , , 

  ها و قطب

̅ , , , , , , 

  جادهند. در اينها را نمايش ميريشه

, 3 √3 , ∈ 2 , 

و3√نسبت به خط گذرا از نقاط ∋طور مشابه از بازتاب مفروض است. به    شوند ترتيب نقاط زير حاصل ميبه 1
1
2
1 √3 ̅

√3
2

√3 ,
1
2
1 √3

√3
2

√3 , 3 3 3, 

3 √3, 3 √3, 6. 

∋هر تابع  . 1قضيه  ; ⋂ ; ⊃رابراي   	  صورت توان بهمي 		

1
2

	 2 , , , , 0
∈

 

1
2

	
2 2

3
2

2 3
2

3
4

	
√3

2 3
2

3
4

 

1
2

	
2 2

3
2

2 3
2

3
4

	
√3

2 3
2

3
4

1
2

	
2

 

	
1

, , , , 0
∈

1

, ,̅ , ,̅ 0
∈

	1
̅ 	 	 ,																					 2 		 

 كه در آن																																																																							

, 
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, ,
3 , 1

, 1 1
, 

  در نظر گرفته شده است.

  )، داريم1از جانشيني نقاط بازتاب شده در رابطه ( برهان.

0
1
2

	
,

1 	 	

,
,																																																	 3 			 

 

0
1
2

	
1
2 1 √3

√3
2 √3 ,

1 	 	

1
2 1 √3

√3
2 √3 ,

, 																																 4  

  

0
1
2

	
1
2 1 √3

√3
2 √3 ,

1 	 	

1
2 1 √3

√3
2 √3 ,

, 																															 5  

  

0
1
2

	
̅ ,

1 	 	
̅ ,

,																																																			 6  

  

0
1
2

	
1
2 1 √3 ̅ √3

2 √3 ,

1 	 	

1
2 1 √3 ̅ √3

2 √3 ,

, 																															 7  

  

0
1
2

	
1
2 1 √3 ̅ √3

2 √3 ,

1 	 	

1
2 1 √3 ̅ √3

2 √3 ,

,																				 												 8  

 كنيدتعريف 
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, ,
1

,

1

1
2 1 √3

√3
2 √3 ,

1

1
2 1 √3

√3
2 √3 ,

			
3 , 1

, 1 1
.	 

																																																																																																																																										                                        
  سري

∑ , , , , 0∈ ∑ 3
,

, ,

,∈   

  داريم 0را در نظر بگيريد. براي 

, , , , 0
3 1
1 1

3 1
1 1

. 

  صورتبه   )، تابع1كارگيري فرمول (صورت با بهدر اين 
1
2 , , , , 0

1 1
, , 	 , , 0

1
 

	 .																																																																																																																																																					 10  

  و
0

1
2 , , , , 0

∈ ,
1

, , , , 0
∈ ,

	 ,																																																										 11  

  )داريم6(-)8طور مشابه از روابط(شود. بهنمايش داده مي

0
1
2 , , ̅ , , 0

1 1
, , ̅ , , 0

1
	 ,																																																																																																																	 12  

  و
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0
1
2 , , ̅ , , 0

∈ ,

1
, , ̅

∈ ,

, , 0 	 .																																																																																											 13  

  هاي كشي)، فرمول13) و (12با گرفتن مزدوج مختلط از روابط (
1
2 , , , , 0

1

∈

																																																		 

1
, , , , 0

1

∈

	 ,																									 14  

  و

0
1
2 , ,̅ , ,̅ 0

1
̅

∈

	̅																																									 

1
, ,̅ , ,̅ 0

1
̅

∈

	 																												 15 		 

  ) داريم14) از (15شوند. اكنون با كم كردن رابطه (حاصل مي
1
2 , , , , 0

1

∈

, ,̅ , ,̅ 0
1
̅

∈

̅

1
, , , , 0

1

∈

, ,̅ , ,̅ 0
1
̅

∈

	 	 .																	 16 							 

  قرار دهيد

1
, , , , 0

1

∈

, ,̅ , ,̅ 0
1
̅

∈

	 	 , 
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	وكه در آن    باشند.مي هاي مختلف از مرز مثلث روي بخش هاي مرزيانتگرال ،

  قرار دارد و    1	و	3√پردازيم. اين بخش از مرز مثلث بين نقاط مي روي 	ي ابتدا به محاسبه
1
2
1 √3 ̅ √3

2
√3 , 

̅ 1
2
1 √3

√3
2

√3 , 

	 ̅ 1
2
1 √3 	 , 

1
1
2
1 √3 ̅ 1 , 

1 ̅ 1 . 

  چنين داريمهم

1
2

3 , 1

, 1 1

3 , 1

, 1 1∈

1

3 ̅ , 1

̅ , 1 1

3 ̅ , 1

̅ , 1 1∈

1
̅

̅ , 

 و

̅ , 1
1
2
1 √3 , 1 , 

	كه در آن ∈ 2 	و		 ،   صورت به 	ζ مفروض است. بنابراين عبارات همراه با 

̅ , 1 ̅ , 1 ,	 
̅
̅ √3

2 √3
 

  شوند. از اين رو داريمنوشته مي
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1
2

	 2
3 , 1

, 1 1∈

3 , 1

, 1 1

1 1

√3
2 √3

	 	
1 1

√3
2 √3

. 

  داريم 	چنين روي هم

η √3ξ √3,		 

1 √3
1
2
1 √3 . 

  بدين ترتيب انتگرال مرزي روي بخش مرزي اول به صورت

1
2

	 2
3 , 1

, 1 1∈

3 , 1

, 1 1

2 2
3
2

2 3
2

3
4

	 	
√3

2 3
2

3
4

 

	كه بين نقاط  روي  	ي محاسبهطور مشابه باشود. بهنوشته مي 	و	1    قرار دارد و در آن	3√
1
2
1 √3 ̅ √3

2
√3  

  ، داريممفرض است
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1
2

	 2
3 , 1

, 1 1∈

3 , 1

, 1 1

2 2
3
2

2 3
2

3
4

	 	
√3

2 3
2

3
4

. 

و1كه نقاط در نهايت روي     كند و در آن داريمرا به هم وصل مي  1

,̅ ζ ξ, ζ  

  صورتانتگرال مرزي به

1
2

	 2
3 , 1

, 1 1∈

3 , 1

, 1 1

2
, 

	ش هاي مرزي فرمول نمايبا تركيب انتگرال شود. بنابرايننوشته مي   شود. ) محاسبه مي2صورت رابطه (به 

  

  مساله مقدار مرزي شوارتز براي مثلث  -3
پردازيم و سپس جواب دقيقي براي مساله شوارتز مربوط شوارتز مي در اين بخش ابتدا به بررسي رفتارهاي مرزي عملگر

  دهيم.ميارائه 

  ) عملگر شواتز2هاي مرزي در فرمول نمايش (بخش اصلي انتگرال
1
2

2 , ,
∈

, , 0 ,																																																	 17  

  باشد.مي

∋براي  .1لم   ; 	و	   داريم  ∋

→
, 

  ) داده شده است. 17در رابطه ( كه در آن عملگر شوارتز 
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  داريمبرهان. 

	
1
2

3 , 1

, 1 1∈

3 , 1

, 1 1

3 , 1

, 1 ̅ 1

3 , 1

, 1 1
̅

∈

. 

براي0باشد. بنابراين  ي ثابت روي يك نقطه فرض كنيد ∂ 	روي	   صورت به 	
1
2

,
| |

, 

  شود كه در آنبيان مي

,
3 1 1 1 1 1

| 1 1 1 1 |
. 

	گذرد، داريممي  ي بالايي به همراه خط مرزي كه از كارگيري ويژگي هسته شوارتز براي نيم صفحهبا به

lim
→

1
2

,
| |

1
2

√3 . 

∋طور مشابه اين رابطه براي به 	و	   برقرار است.   ∋

  مساله مقدار مرزي شوارتز. 2قضيه 

̅ 	روي	 ,			 ∈ ; ,			 2,																																																																																					

	 	روي	 ,			 ∈ ; ,																																																																																													

0,			 ∈ 1, √3 ,																																																																																																										

18  

  و
1
2

	
√3

2 3
2

3
4

1
2

	
√3

2 3
2

3
4

, ∈ , 19  

  صورتداراي جواب يكتا به

∑ 2 , , , , 0∈
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∑ , ,∈

, , 0 	 ∑ , ,̅ , ,̅ 0∈ 	 ,                    (20) 

  باشد.مي

  قرار دهيدبرهان. 
1

, , 				 , , 0
1

∈ ,

		

, ,̅ , ,̅ 0
1
̅

∈ ,

	 . 

  شود. بنابراين يك تابع تحليلي است و عملگر پمپيو ناميده مي تابع 

∂ ̅ , ∈ , 

  دهد.    يك جواب ضعيف براي مساله مقدار مرزي شوارتز ارائه مي

      1كارگيري لم و به ي بخش حقيقي چنين با محاسبههم
lim
→

0 

  شود.نتيجه مي
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