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Introduction 
   There are many initial boundary value problems for which the domain 

varies with time. For example, when a conductor melts and the liquid is 
drained away and the solidification temperature is reached, the 
temperature remains fixed for some time due to latent heat. After no more 
latent heat is available the solid continues to cool in regular manner.  The 
heat conduction problem within the remaining solid involves the heat 
equation in a domain that is physically changing with time [2]. This 
physical change can be represented by the following heat equation with 
initial and temperature-boundary specification: 
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sଶሺ0ሻ ൌ b,																																																

																																															ሺ1ሻ

Using Laplace transforms [2], the initial-boundary value problem (1) can 
be transformed into the following system of Volerra integral equations 
with weakly singular kernels: 
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The solution of the problem (1) can be obtained through 

,ݔሺݑ ሻݐ ൌ ,ݔሺݒ ሻݐ ൅ න
∂K
∂x

୲

଴
ሺx െ sଵሺϑሻ, t െ ϑሻϕଵሺϑሻdϑ

൅ න K
୲

଴
ሺx െ sଶሺϑሻ, t െ ϑሻϕଶሺϑሻdϑ,																		ሺ3ሻ 

Note that system (2) is a coupled system of Volterra integral equations of 
the first and second kind which is called integral algebraic equation (IAEs) 
with weakly singular kernels. Some authors have investigated weakly 
singular IAEs theoretically and numerically (for further details see [1,4,6]).
  
Stability of the mixed Volterra system 
     In this section, for investigating the stability issue of the system (2), we 
introduce the index as a measure of the sensitivity of the solutions to 
perturbations in the equations. This index which will be called the 
perturbation index, is a main factor in the numerical solution of IAEs as 
well as DAEs (see, e.g [5]) and play key roll in determining the impact of 
roundoff errors.  
   Now, we considering the perturbed system of  (2) as 
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using some theorems about the classical theory of Volterra integral 
equations with weakly singular kernels and the generalization of 
Gronwall's inequality yield	 

ቚหX෡ሺtሻ െ ܺሺݐሻหቚ
௅ಮ

൑ ห|ܦ|หܥ
௅ಮ

൑ ܥ ቀห|δଵሺtሻ|ห௅ಮ ൅ ห|δᇱଶሺtሻ|ห௅ಮቁ,															ሺ5ሻ 

 
where C is a  constant and 

ܺሺtሻ ൌ ൬
ϕଵሺݐሻ
ϕଶሺݐሻ

൰,													X෡ሺtሻ ൌ ቆ
ϕ෡ଵሺݐሻ
ϕ෡ଶሺݐሻ

ቇ.		 

Similarly to the definition of the perturbation index for 
DAEs  (see, Definition 1.1 from [5]) and equation (5), we can conclude that 
the perturbation index of the mixed system (IAEs) (2) is one. 
 
Discontinuous piecewise collocation method 
The main purpose of this section is to provide a numerical approach for 
system (2) based on a spectral approach. We apply the following coordinate 
and variable transformations to change the system (2) into a new mixed 
system defined on the standard interval [-1, 1] which the solution of the 



new system possesses better regularity. Without loss of generality, we let 
T=1. Using 

ݐ ൌ ,ଶݑ ݑ ൌ ϑ				,ݐ√ ൌ sଶ,			s ൌ √ϑ,			 
and 

η ൌ ݏ2 െ 1, െ1 ൑ ߟ ൑ ߬,								 

߬ ൌ ݑ2 െ 1,			 െ 1 ൑ ߬ ൑ 1, 

rewrite the weakly singular system (2) as follows: 
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where  

ܣ ൌ ቀ1 0
0 0

ቁ, 

is a singular matrix and 
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We consider the subdivision ܫே of interval [-1,1] defined by ߬௡ ൌ െ1 ൅
݄݊, ሺ݊ ൌ 0,… , ܰሻ where the stepsize is given by		݄ ൌ

ଶ

ே
. Let ܿ௞ሺ݇ ൌ

1,… ,݉ሻ		be the zeros of the ultraspherical polynomial	 ௠ܲ
ఉ. We give the 

collocation points in each subinterval  ω௡ ൌ ሾ߬௡, ߬௡ାଵሿ as follows 
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of degree not exceeding ݉ െ 1), it holds for υ	 ∈ ሺെ1,1ሿ		 
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where ܮ௞ are the interpolating Lagrange polynomial based on the points 
ܿ௞ .Substituting collocation points 	߬௡,௞ and (7) into (6), we obtain 
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solving this algebraic system, approximate solution of system (6) is 
determined at the collocation points and also at the arbitrary points in 
the interval [-1,1] by equation (7). For the mere purpose of checking 
the validity of the numerical procedure, we consider two specific 
problems with known exact solutions and compute the numerical 
results by Mathematica software. 
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ي روش نهايت كاراي در از مفهوم انديس اختلال، پايداري دستگاه مركب را مورد تحليل و بررسي قرارداده و
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 مقدمه .1
     

د. به عنوان مثال زماني كه ماده هادي (فلز نباشو وابسته به زمان مير دامنه تعريف متغي داراي برخي مسائل مقدار مرزي
 ،انجماد تا پايان آن از لحظه شروعماده مذاب دما به علت گرماي نهان ،شوديا هر آلياژ ديگر) ذوب شده و مايع سرازير مي

ئل انتقال گرما به همراه فرايند تبديل به حالت امس دل رياضي اين نوع يابد. مبراي مدتي ثابت مانده و سپس كاهش مي
اين مدل رياضي  [4,15]. طور فيزيكي با زمان تغيير مي كندشود كه دامنه آن بهمعادله گرمايي را شامل مي ،جامد

 توان با استفاده از مسئله مقدار مرزي ميرا تغييرات فيزيكي 
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uሺx, 0ሻ ൌ fሺxሻ,																							a ൏ ݔ ൏ ܾ,
uሺsଵሺݐሻ, tሻ ൌ gሺtሻ,																0 ൏ ݐ ൑ 	ܶ,
uሺsଶሺݐሻ, tሻ ൌ hሺtሻ,																0 ൏ ݐ ൑ T,
sଵሺ0ሻ ൌ a,																																																	
sଶሺ0ሻ ൌ b,																																																

														ሺ1ሻ 

, دو يتوانند مسائل استيفن يك فازاي مي باشند. اين دسته از مسائل ميتوابع پيوسته hو  f, gبه طوري كه بيان نمود  
تواند مي )1(مسئله مقدار مرزي  )[4] 79(صفحه  با استفاده از تبديل لاپلاس. [8,11]را شامل شوند يو سه فاز يفاز

  به دستگاه معادله انتگرال زير تبديل شود:
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با هسته )، دستگاهي مركب از معادلات انتگرال ولتراي نوع اول و دوم 2مي باشد. لازم به يادآوري است كه دستگاه (
  ) با هسته منفرد ضعيف  معروف است.IAEsانتگرال (-منفرد ضعيف مي باشد كه به  معادلات جبري

حل پذيري و  [1]بررسي شده است. همچنين برانر در  [2]وجود و يكتايي جواب دستگاههاي مركب منفرد ضعيف در 
دلات انتگرال نوع اول و دوم مورد مطالعه درجه همواري جواب اين دستگاههاي مركب را با توجه به شرايط جواب  معا

مراجعه كرد.   [3,6,9,13,14]انتگرال مي توان به منابع -براي جزئيات بيشتر در مورد معادلات جبري  قرار داده است.
) در نظر 2در اين مقاله روش هم محلي تكه اي بر اساس چند جمله ايهاي ابر كروي متعامد براي حل عددي دستگاه (

شود. براي بدست اوردن درجه همواري بهتر جواب دستگاه، با استفاده از يك تبديل مناسب دستگاه مورد نظر  گرفته مي
  به يك دستگاه جديد با جواب هموارتر تبديل مي شود.

اين مقاله به صورت زير بخش بندي مي شود: در بخش دو، پايداري  دستگاه مركب را با در نظر گرفتن تاثير اختلال در 
توسيع  [1,1-]ت مورد بررسي قرار مي دهيم. در بخش سه، روش هم محلي تكه اي براي تقريب جواب در بازه    معادلا

  ارايه خواهيم داد.  4داده و نتايج عددي با ارايه برخي مثال ها را در بخش 
 

 دستگاه ولتراي مركب  پايداري  .2

، هنگام  ايجاد اختلال در معادلات )2( جواب هاي دستگاهدراين بخش مفهومي بنام انديس، كه نشانگر ميزان حساسيت 
مي باشد را براي آناليز پايداري معرفي مي نماييم. اين نوع انديس كه به انديس اختلال نيز معروف است يك عامل اساسي 

گرد بوده و نقشي اساسي در تاثير خطاي ناشي از  [7,10,11]انتگرال-براي حل عددي معادلات ديفرانسيل و جبري
  كردن ايفا مي كند. 

  ) را به صورت 2حال دستگاه اختلال يافته (
 

ە
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
۔

ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۓ ϕ෡ଵሺtሻ ൌ 2൫gሺtሻ െ υሺsଵሺݐሻ, tሻ൯ െ 2

න
∂K
∂x

୲

଴
ሺsଵሺtሻ െ sଵሺϑሻ, t െ ϑሻϕ෡ଵሺϑሻdϑ

െ2න K
୲

଴
ሺsଵሺtሻ െ sଶሺϑሻ, t െ ϑሻϕ෡ଶሺϑሻdϑ ൅ δଵሺtሻ,

0 ൌ െhሺtሻ ൅ υሺsଶሺݐሻ, tሻ ൅

න
∂K
∂x

୲

଴
ሺsଶሺtሻ െ sଵሺϑሻ, t െ ϑሻϕ෡ଵሺϑሻdϑ

൅න K
୲

଴
ሺsଶሺtሻ െ sଶሺϑሻ, t െ ϑሻϕ෡ଶሺϑሻdϑ ൅ δଶሺtሻ,

																				ሺ4ሻ 

  
  از طرفي ديگر، بنابه روابط بگيريد.   نظردر 
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Kሺx, tሻ ൌ
1

√4πt
e
ି୶మ
ସ୲ ,		 

∂K
∂x

ൌ
െݔ

2t√4πt
e
ି୶మ
ସ୲ ,													 

  و

e
ି୶మ
ସ୲ ൑

ݐ4
xଶ
	, 

  داريم
∂K
∂x

ൎ
െ1

πt√ݔ
.																								ሺ5ሻ			 

 ) را به صورت زير بازنويسي مي كنيم4)،دستگاه (5با استفاده از رابطه (

ϕ෡ଵሺtሻ ൌ 2൫gሺtሻ െ υሺsଵሺݐሻ, tሻ൯ ൅ 	2න
1

√t െ ϑ

1

ሺsଵሺtሻ െ sଵሺϑሻሻ√π

୲

଴
ϕ෡ଵሺϑሻdϑ																																			

				

	െන
1

√t െ ϑ

1

√π
e
ିሺୱభሺ୲ሻିୱమሺ஬ሻሻమ

ସሺ୲ି஬ሻ
୲

଴
ϕ෡ଶሺϑሻdϑ ൅ δଵሺtሻ,

0 ൌ െhሺtሻ ൅ υሺsଶሺݐሻ, tሻ െ න
1

√t െ ϑ

1

ሺsଶሺtሻ െ sଵሺϑሻሻ√π

୲

଴
ϕ෡ଵሺϑሻdϑ

൅න
1

√t െ ϑ

1

√4π
e
ିሺୱభሺ୲ሻିୱమሺ஬ሻሻమ

ସሺ୲ି஬ሻ
୲

଴
ϕ෡ଶሺϑሻdϑ ൅ δଶሺtሻ,

ሺ6ሻ 

  
بدست آوردن يك  ) كراندار نمي باشد لذا نمي توان از آن براي6با توجه به اينكه هسته انتگرال  معادله دوم در دستگاه ( 

 معادله انتگرال با هسته كراندار، مشتق گرفت براي اين منظور، ابتدا با ضرب  طرفين معادله فوق در عامل 

ݐ݀

ሺݔ െ ሻݐ
ଵ
ଶ

	, 

 335( براي جزئيات بيشتر به قضاياي كلاسيك معادلات ولتراي منفرد ضعيف در صفحه   tتا  0و سپس انتگرال گيري از 
  مراجعه كنيد) و انجام برخي محاسبات و ساده سازي آنها خواهيم داشت [1]مرجع 

  

0 ൌ න Fଶଵሺt, ϑሻ
୲

଴
ϕ෡ଵሺϑሻ ൅ න Fଶଶሺt, ϑሻ

୲

଴
ϕ෡ଶሺϑሻdϑ ൅ Гଵ

ଶ
ሺfଶ ൅ δଶሻ,																									ሺ7ሻ	

 
   كه در آن 

Fଶଵሺt, ϑሻ ൌ න
K෡ଶଵሺϑ ൅ ሺt െ ϑሻu, ϑሻ

ඥuሺ1 െ uሻ

ଵ

଴
du, Fଶଶሺt, ϑሻ ൌ න

K෡ଶଶሺϑ ൅ ሺt െ ϑሻu, ϑሻ

ඥuሺ1 െ uሻ

ଵ

଴
du,	

  و 
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K෡ଶଵሺݐ, ϑሻ ൌ
െ1

ሺsଶሺtሻ െ sଵሺϑሻሻ√π
, K෡ଶଶሺݐ, ϑሻ ൌ

1

√4π
e
ିሺୱభሺ୲ሻିୱమሺ஬ሻሻమ

ସሺ୲ି஬ሻ ,			 

fଶ ൌ െhሺtሻ ൅ υሺsଶሺݐሻ, tሻ, 
 

Гଵ
ଶ
ሺfଶ ൅ δଶሻ, ൌ 	න ሺt െ ϑሻ

ିଵ
ଶ

୲

଴
ሺfଶሺϑሻ ൅ δଶሺϑሻdϑ.														ሺ8ሻ			 

  
  داريم t) نسبت به 7مشتق گيري از معادله (حال با 

0 ൌ Fଶଵሺt, tሻϕ෡ଵሺݐሻ ൅ Fଶଶሺt, tሻϕ෡ଶሺݐሻ ൅ න
∂Fଶଵሺt, ϑሻ

∂t

୲

଴
ϕ෡ଵሺϑሻdϑ ൅ න

∂Fଶଶሺt, ϑሻ

∂t

୲

଴
ϕ෡ଶሺϑሻdϑ

൅ Гᇱଵ
ଶ
ሺfଶ ൅ δଶሻ,																																																																																			ሺ9ሻ 

  به طوري كه

. ଶ௝ܨ ൌ
1
ߨ
K෡ଶଵሺt, tሻ,				݆ ൌ 1,2. 

  
  داريم با استفاده از انتگرال گيري جز به جز

Г′ଵ
ଶ
ሺfଶ ൅ δଶሻ ൌ ݐ

ିଵ
ଶ ൫fଶሺ0ሻ ൅ δଶሺ0ሻ൯ ൅ න ሺt െ ϑሻ

ିଵ
ଶ

୲

଴
ሺf ᇱଶሺϑሻ ൅ δᇱଶሺϑሻdϑ. 

 ) به رابطه8) در معادله (6از معادله اول دستگاه اختلال يافته ( ሻݐϕ෡ଵሺبا جايگذاري حال 

ϕ෡ଶሺݐሻ ൌ
ିଵ

୊మమሺ୲,୲ሻ
׬) ቀሺt െ ϑሻ

షభ
మ K෡ଵଵሺݐ, ϑሻFଶଵሺt, tሻ ൅

ப୊మభሺ୲,஬ሻ

ப୲
ቁ

୲
଴ ϕ෡ଵሺϑሻ ൅ ൅׬ ቀሺt െ

୲
଴

ϑሻ
షభ
మ K෡ଵଶሺݐ, ϑሻFଶଵሺt, tሻ ൅

ப୊మమሺ୲,஬ሻ

ப୲
ቁϕ෡ଶሺϑሻdϑ 

൅Fଶଵሺt, tሻሺfଵሺtሻ ൅ δଵሺtሻሻ ൅ Гᇱభ
మ
ሺfଶ ൅ δଶሻ	)                             (10)  

 
  مي رسيم كه در آن

	

K෡ଵଵሺݐ, ϑሻ ൌ
2

ሺsଶሺtሻ െ sଵሺϑሻሻ√π
, K෡ଶଶሺݐ, ϑሻ ൌ

െ1

√π
e
ିሺୱభሺ୲ሻିୱమሺ஬ሻሻమ

ସሺ୲ି஬ሻ ,		

fଵ ൌ 2൫gሺtሻ െ υሺsଵሺݐሻ, tሻ൯. 
  

  ) را به صورت زير باز نويسي مي كنيم6) و معادله اول دستگاه (10معادله (فرم ماتريسي 

X෡ሺtሻ ൌ ׬ ሺt െ ϑሻ
షభ
మ

୲
଴ Kሺt, ϑሻX෡ሺϑሻdϑ+G(t),                      (11) 

  كه در آن 

Kሺt, ϑሻ ൌ ቌ
K෡ଵଵሺݐ, ϑሻ K෡ଵଶሺݐ, ϑሻ

୏෡భభሺ௧,஬ሻ୊మభሺ୲,୲ሻାሺ୲ି஬ሻ
భ
మಢూమభ

ሺ౪,ತሻ
ಢ౪

ି୊మమሺ୲,୲ሻ

୏෡భమሺ௧,஬ሻ୊మభሺ୲,୲ሻାሺ୲ି஬ሻ
భ
మಢూమమ

ሺ౪,ತሻ
ಢ౪

ି୊మమሺ୲,୲ሻ

ቍ,  
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  و
 

X෡ሺtሻ ൌ ቆ
ϕ෡ଵሺݐሻ
ϕ෡ଶሺݐሻ

ቇ ,			Gሺtሻ ൌ ൭
fଵሺtሻ ൅ δଵሺtሻ

ିଵ

୊మమሺ୲,୲ሻ
ሺFଶଵሺt, tሻሺfଵሺtሻ ൅ δଵሺtሻሻ ൅ Гᇱభ

మ
ሺfଶ ൅ δଶሻሻ

൱	. 

) را در نظر گرفته و سپس دستگاه 11) ابتدا فرايندي مشابه بالا در بدست آوردن نمايش ماتريسي (2براي دستگاه (
  ) كم مي كنيم لذا بعد از انجام محاسبات و ساده سازي آنها، خواهيم داشت 11حاصل را از دستگاه (

X෡ሺtሻ െ ܺሺݐሻ ൌ ׬ ሺt െ ϑሻ
షభ
మ

୲
଴ Kሺt, ϑሻሺX෡ሺϑሻ െ Xሺϑሻሻdϑ ൅ Dሺtሻ,                              (12) 

 
  به طوري كه

X෡ሺtሻ ൌ ൬
ϕଵሺݐሻ
ϕଶሺݐሻ

൰ ሺtሻܦ			, ൌ ൭
δଵሺtሻ

ିଵ

୊మమሺ୲,୲ሻ
ሺFଶଵሺt, tሻሺδଵሺtሻሻ ൅ Гᇱభ

మ
ሺδଶሻሻ

൱. 

  
  را براي بيان نتيجه اين بخش مي آوريم. [5]حال  نامساوي گرونوال تعميم يافته 

  
  فرض كنيد  .1لم 

ϑሺݐሻ ൑ ሻݐሺ∗ݓ ൅ ሻනݐሺݓ ߮ሺݐ, ,ݏሻ݀ݏሺߴሻݏ ݐ ∈ ሾ0, ܶሿ,
௧

଴
 

  انتگرال پذير و همه آنها نامنفي مي باشند. آنگاه [T,0]به طور موضعي در بازه  ߴφو  ∗ݓ߮,ݓ߮به طوري كه توابع 

ϑሺݐሻ ൑ ሻݐሺ∗ݓ ൅ න݌ݔሻሺ݁ݐሺݓ ߮ሺݐ, ሻݏሻ݀ݏሺݓሻݏ ቆන ߮ሺݐ, ݏሻ݀ݏሺ∗ݓሻݏ
௧

଴
ቇ.		

௧

଴
 

  
  ) داريم 11بنابه رابطه (

|X෡ሺtሻ െ ܺሺݐሻ ቚ൑ ʌ׬ ሺt െ ϑሻ
షభ
మ

୲
଴ ቚ ቀX෡ሺϑሻ െ Xሺϑሻቁ |dϑ ൅ |Dሺtሻ|,   (13) 

ʌكه بطوري ൌ max
଴ஸ஬ஸ୲ஸ୘

,ݐሺܭ| ϑሻ| خواهيم داشت13در نامساوي ( 1. با استفاده از لم (  
  

|X෡ሺtሻ െ ܺሺݐሻ ቚ൑ ܥ ׬ ሺt െ ϑሻ
షభ
మ

୲
଴ ቚ Dሺϑሻ|dϑ ൅ |Dሺtሻ|,             (14) 

  ) داريم14) و (12ثابت مي باشد.  حال با توجه به روابط ( Cبه طوري كه 
ቚหX෡ሺtሻ െ ܺሺݐሻหቚ

௅ಮ
൑ ห|ܦ|หܥ

௅ಮ
൑ ܥ ቀห|δଵሺtሻ|ห௅ಮ ൅ ห|δᇱଶሺtሻ|ห௅ಮቁ. 

  
مراجعه كنيد) مي توان نتيجه  [7]جبري ( براي جزئيات به  مشابه باتعريف انديس اختلال مربوط به  معادلات ديفرانسيل

  ) برابر يك است. 2گرفت كه كه انديس اختلال مربوط به دستگاه مركب (
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 هاي فرا كروياياي بر اساس چند جملهمحلي تكهروش هم .3

در ) 2(هاي متعامد فرا كروي براي حل عددي دستگاه ايبر اساس چند جمله را  ايمحلي تكهدر اين بخش روش هم
  گيريم.نظر مي

) يك دستگاه مركب از معادلات انتگرال نوع اول و دوم با هسته منفرد ضعيف مي 2همان طور كه مي دانيم دستگاه (
	باشد به طوري كه همواري هسته و توابع معلوم  ଵ݂, ଶ݂ناهمواري جواب معادله در نقطه ابتداي بازه  مي توانند منجر به

.  براي فائق آمدن مراجعه شود) [1]) از 8,1,8) و (61,14)، (6,1,6(براي جزئيات بيشتر به قضاياي (انتگرال گيري شوند
  تبديلات ابتدا  ،به اين مشكل در استفاده از چند جمله ايهاي متعامد ابركروي

ݐ ൌ ,ଶݑ ݑ ൌ ϑ				,ݐ√ ൌ sଶ,			s ൌ √ϑ,					ሺ15ሻ 
  داريم: تتبديلااين در اين صورت با استفاده از بريم. كارمي به) 2( رابراي هموارسازي جواب دستگاه

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ ϕෙଵሺuሻ ൌ fሙଵሺuሻ ൅ න ሺu െ sሻ

ିଵ
ଶ ሺܭෙଵଵ

୳

଴
ሺu, sሻϕෙଵሺsሻ ൅ ,ෙଵଶሺuܭ sሻϕෙଶሺsሻሻds,

0 ൌ fሙଵሺuሻ ൅ න ሺu െ sሻ
ିଵ
ଶ ሺܭෙଶଵ

୳

଴
ሺu, sሻϕෙଵሺsሻ ൅ ,ෙଶଶሺuܭ sሻϕෙଶሺsሻሻds,						ሺ16ሻ

 

 به طوري كه

ϕෙ୧ሺuሻ ൌ ϕ୧ሺuଶሻ, fሙ୧ሺuሻ ൌ f୧ሺuଶሻ, ,ෙ௜௝ሺuܭ sሻ ൌ 2sሺs ൅ uሻ
షభ
మ K෡୧୨ሺݑଶ, sଶሻ, (i,j=1,2), 

در اين حالت  T=1كنيم فرض مي ، بدون از دست دادن كليت مسئله) تعريف شده اند. 10) و (8در روابط ( f୧و  K෡୧୨و 
  تغيير متغيربا اعمال 

η ൌ ݏ2 െ 1, െ1 ൑ ߟ ൑ ߬,								 

߬ ൌ ݑ2 െ 1,			 െ 1 ൑ ߬ ൑ 1, 

  به صورتبعد از انجام محاسبات و ساده سازي آنها را ) 16(دستگاه 

ሺ߬ሻܣ				 ෨ܺሺ߬ሻ ൌ ෨ሺ߬ሻܩ ൅ න ଵߩ
ଶ
൫߬ െ η൯ܭ෩

ఛ

ିଵ
൫߬, η൯ ෨ܺ൫η൯݀η,			߬ ∈ ሾെ1,1ሿ,										ሺ17ሻ		 

 كه در آنكنيم بازنويسي مي

ܣ ൌ ቀ1 0
0 0

ቁ,			ܩ෨ሺ߬ሻ ൌ ൫ ሚ݂ଵ, ሚ݂ଶ൯
்
, ෨ܺሺ߬ሻ ൌ ሺ ෤߮ଵ, ෤߮ଶሻ், ଵߩ

ଶ
൫߬ െ η൯ ൌ ൫߬ െ η൯

ିଵ
ଶ  

 و 

,෩൫߬ܭ η൯ ൌ
√2
2
൮
ෙଵଵܭ ൬

1
2
ሺ߬ ൅ 1ሻ,

1
2
ሺη ൅ 1ሻ൰ ෙଵଶܭ ൬

1
2
ሺ߬ ൅ 1ሻ,

1
2
ሺη ൅ 1ሻ൰

ෙଶଵܭ ൬
1
2
ሺ߬ ൅ 1ሻ,

1
2
ሺη ൅ 1ሻ൰ ෙଶଶܭ ൬

1
2
ሺ߬ ൅ 1ሻ,

1
2
ሺη ൅ 1ሻ൰

൲. 
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௡߬اينقاط گرهو [1,1-]بازه براي  ேܫافراز  با تعريف حال ൌ െ1 ൅ ݄݊, ሺ݊ ൌ 0,… , ܰሻطول گام با		݄ ൌ ଶ

ே
فرض 

௞ሺ݇ܿكنيم  ൌ 1,… ,݉ሻاي فرا كروي هاي چند جملهريشه	 ௠ܲ
ఉچند جمله ايهاي فرا كروي حالت خاصي از دنباش)

,௡߬ زير بازهمحلي را در هر . نقاط هم)[12]چند جمله ايهاي ژاكوبي مي باشند ߬௡ାଵሿ ω௡ ൌ ሾ  به صورت زير تعريف
  مي كنيم:

߬௡,௞ ൌ
߬௡ାଵ ൅ ߬௡

2
൅
߬௡ାଵ െ ߬௡

2
ܿ௞, 

 را به صورت زير در نظر مي گيريم dبا مرتبه پيوستگي   mفضاي چند جمله اي تكه اي از درجه 

ܵ௠ାௗ
ௗ ሺܫேሻ={u∈ ,ሻܫௗሺܥ ఙ೙|ݑ ∈ ∏௠ାௗ, ௡ߪ ൌ ሺݐ௡, ,௡ାଵሿݐ 0 ൑ ݊ ൑ ܰ െ 1ሽ, 

فضاي چند  d=-1مي باشد.  به ازاي m+dمجموعه همه چند جمله ايهاي حقيقي حداكثر از درجه  ௠ାௗ∏كه در آن 
௠ିଵܵهاي تكه اي  جمله اي

ିଵ ሺܫேሻ ߬ممكن است در نقاط داخليଵ, … , ߬ேିଵ  ܫاز افرازே  .ناپيوسته باشد 

෩ܷبا استفاده از  ෨ܺሺ߬ሻدقيق  حال براي تقريب جواب  ∈ ܵ௠ିଵ
ିଵ ሺܫேሻ  هم محلي اين تقريب به ازاي نقاطبايستي	߬௡,௞ در

  محلي معادله هم
 

ሺ߬ሻܣ	 ෩ܷሺ߬ሻ ൌ ෨ሺ߬ሻܩ ൅ ׬ భߩ
మ
൫߬ െ η൯ܭ෩

ఛ
ିଵ ൫߬, η൯ ෩ܷ൫η൯݀η,					߬ ∈ ሾെ1,1ሿ,										ሺ18ሻ 

  صدق نمايد. 
  

෩ܷ	چون  ሺ߬ሻ ൌ ෩ܷ௡ሺ߬ሻ|ω೙ ∈ ∏௠ିଵ هر لذا برايυ	 ∈ ሺെ1,1ሿ		 :داريم  

෩ܷ௡ ൬
߬௡ାଵ ൅ ߬௡

2
൅
݄
2
υ൰ ൌ ෍ܮ௞

௠

௞ୀଵ

൫υ൯Y୬,୩,		 

௡ܻ,௞ ൌ ෩ܷ௡൫	߬௡,௞൯,																		ሺ19ሻ 
  باشد:مي 	௞ܿجمله ا ي درونياب لاگرانژ بر اساس نقاط چند ௞ܮكه در آن 

௞൫υ൯ܮ ൌ
	 ௠ܲ
ఉሺυሻ

ሺυ െ c୩ሻ	ܲ′௠
ఉ ሺυሻ

,			݇ ൌ 1,… ,݉.			 

 
  داريم:) 18) در معادله (19و معادله (௡,௞߬	با جايگذاري نقاط حال 

߬௡,௞൯	൫ܣ						 ௡ܻ,௞ ൌ ߬௡,௞൯	෨൫ܩ 			൅ න ଵߩ
ଶ
ሺ	߬௡,௞ିηሻܭ෩൫	߬௡,௞, η൯ ෩ܷ൫η൯݀.

	ఛ೙,ೖ

ିଵ
								ሺ20ሻ 

 

υبا استفاده از تغيير متغير 

ଶ
ൌ ηିఛො౟

௛
ሺ݅ ൌ 0,… , ݊ሻ كه		߬̂୧ ൌ

ఛ೔శభାఛ೔
ଶ

را به  )20(جمله انتگرالي موجود در معادله 
  صورت زير بازنويسي مي كنيم:
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݄
2
෍න ଵߩ

ଶ
൭	߬௡,௞ െ ൬߬̂୧ ൅

h
2
υ൰൱ܭ෩

ଵ

ିଵ
൭	߬௡,௞, ൬߬̂୧ ൅

h
2
υ൰൱ ෩ܷ ൭൬߬̂୧ ൅

h
2
υ൰൱݀υ

୬ିଵ

୧ୀ଴

 

		൅			
݄
2
න ଵߩ

ଶ
൭	߬௡,௞ െ ൬߬̂୬ ൅

h
2
υ൰൱ܭ෩

௖ೖ

ିଵ
൭	߬௡,௞, ൬߬̂୬ ൅

h
2
υ൰൱ ෩ܷ ൭൬߬̂୬

൅
h
2
υ൰൱݀υ.																																																								ሺ21ሻ	 

  
  داريم: )21معادله ( در) 19(رابطه با جايگذاري

݄
2
෍෍ሺන ଵߩ

ଶ
൭	߬௡,௞ െ ൬߬̂୧ ൅

h
2
υ൰൱ܭ෩

ଵ

ିଵ
൭	߬௡,௞, ൬߬̂୧ ൅

h
2
υ൰൱ ௝൫υ൯dυሻY୧,୨ܮ

୫

୨ୀଵ

୬ିଵ

௜ୀ଴

 

		൅	
݄
2
෍ሺන ଵߩ

ଶ
൭	߬௡,௞ െ ൬߬̂୬ ൅

h
2
υ൰൱ܭ෩

௖ೖ

ିଵ
൭	߬௡,௞, ൬߬̂୬ ൅

h
2
υ൰൱ 			.௝൫υ൯dυሻY୬,୨ܮ

୫

୨ୀଵ

									ሺ22ሻ	 

  
برخي  محاسبه مقدار آنها، لذا براي  ، طور تحليلي قابل محاسبه نيستندهمواره به )22(معادله  هاي موجود درانتگرال

  بنابراين خواهيم داشت درونيابي مي كنيم )19( رابطه را مشابه )22(جملات موجود در معادله 

෩ܭ ൭	߬௡,௞, ൬߬̂୧ ൅
h
2
υ൰൱ ௝൫υ൯ܮ ൌ ෍ܭ෩൫	߬௡,௞, 	߬௜,௣൯

୫

୮ୀଵ

 ሺ23ሻ																								௣൫υ൯,ܮ௝൫ܿ௣൯ܮ

.به طوري كه  ௝൫ܿ௣൯ܮ ൌ ൜
1						݆ ൌ ݌
0							j ് p  به صورت  )23) و (22روابط (توان با استفاده از را مي)  20( حال دستگاه

  بازنويسي كرد. زير
߬௡,௞൯	൫ܣ																									 ௡ܻ,௞

ൌ ߬௡,௞൯	෨൫ܩ

൅
݄
2
෍෍ܭ෩൫	߬௡,௞, 	߬௜,௝൯ሺන ଵߩ

ଶ
൭	߬௡,௞ െ ൬߬̂୧ ൅

h
2
υ൰൱

ଵ

ିଵ
௝൫υ൯dυሻY୧,୨ܮ ൅

୫

୨ୀଵ

୬ିଵ

௜ୀ଴

 

݄
2
෍ܭ෩൫	߬௡,௞, 	߬௡,௝൯ሺන ଵߩ

ଶ
൭	߬௡,௞ െ ൬߬̂୬ ൅

h
2
υ൰൱

௖ೖ

ିଵ
,	௝൫υ൯dυሻY୬,୨ܮ

୫

୨ୀଵ

																							ሺ24ሻ 

 
يك دستگاه ) 24(معادله  نمود. لذا طور تحليلي محاسبه به) را مي توان 24(هاي موجود در دستگاه در اين صورت انتگرال

௡ܻ,௞ሺ݊بردارهاي مجهول اخطي ب تمعادلااز  ൌ 0,… ,ܰ െ 1, ݇ ൌ 1,… ,݉ሻ	 اين دهد. با حل را نمايش مي
 )19(توسط رابطه  [1,1-]محلي و در هر نقطه دلخواه موجود در بازه در نقاط هم) 18(معادله جواب تقريبي ،دستگاه

  بدست مي آيد.
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  نتايج عددي. 4
روش عددي توصيف شده در بخش قبل را  ،ها و توابع معلوم در معادله گرمادر اين بخش ضمن اعمال شرايط روي داده

  .نرم افزار متمتيكا انجام گرفته استريم. تمام محاسبات توسط ببراي حل اين معادلات بكار مي
 

 را با شرايط ) 1معادله گرما (ابتدا . 1مثال 

ቐ
ሻݐଵሺݏ ൌ ݐ െ ሻݐଶሺݏ							,6 ൌ ݐ ൅ 6

݂ሺݔሻ ൌ ܶ			,ଶݔ ൌ 1, ܽ ൌ െ6, ܾ ൌ 6,
݃ሺݐሻ ൌ ଶݐ െ ݐ10 ൅ 36,							݄ሺݐሻ ൌ ଶݐ ൅ ݐ14 ൅ 36.

 

  
,ݔሺݑجواب دقيقو با   ሻݐ ൌ ଶݔ ൅   فرم معادل آنانتگرال – جبري. دستگاه معادلات در نظر بگيريد 	ݐ2

ە
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
۔

ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ሻݐϕଵሺۓ ൌ െ2ቆන K

଺

ି଺
ሺt െ 6 െ ε, tሻεଶdϵ െ ଶݐ ൅ ݐ10 െ 36ቇ

െ2න
∂K
∂x

୲

଴
ሺt െ ϑ, t െ ϑሻϕଵሺϑሻdϑ

െ2න K
୲

଴
ሺt െ ϑ െ 12, t െ ϑሻϕଶሺϑሻdϑ,

0 ൌ ቆන K
଺

ି଺
ሺt ൅ 6 െ ε, tሻεଶdϵ െ ଶݐ െ ݐ14 െ 36ቇ

൅න
∂K
∂x

୲

଴
ሺt െ ϑ ൅ 12, t െ ϑሻϕଵሺϑሻdϑ

൅න K
୲

଴
ሺt െ ϑ, t െ ϑሻϕଶሺϑሻdϑ,

ሺ25ሻ 

قبل جواب روش عددي پيشنهاد شده در بخش تعريف شده است. با بكارگيري ) 2در رابطه ( Kبه طوري كه مي باشد 
,ሺ߶ଵேبه صورت  تقريبي دستگاه فوق ߶ଶேሻ) جواب تقريبي 3در مي آيد كه با قرار دادن آن در رابطه (u(x,t)  به

 صورت 

,ݔேሺݑ ሻݐ ൌ න K
଺

ି଺
ሺt െ ε, tሻεଶdϵ ൅ 

න
∂K
∂x

୲

଴
ሺx െ ϑ ൅ 6, t െ ϑሻϕଵ୒ሺϑሻdϑ ൅ 

න K
୲

଴
ሺx െ ϑ ൅ 6, t െ ϑሻϕଶ୒ሺϑሻdϑ, 

  آيد.بدست مي
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 .1مثال   N=32, m=4و شكل سمت چپ جواب تقريبي به ازاي  شكل سمت راست جواب دقيق  .1شكل 

  
  .1در مثال  x=2,3در m=3, N=16براي مقادير تابع  خطا  .2شكل

 
گزارش شده است. همچنين تابع خطا  1در جدول x=2,3در نقاط گره اي و  m, Nحداكثر خطا براي مقادير مختلف 

  رسم شده است. 2در شكل x=2,3در نقاط گره اي به ازاي  N=16و  m=3مقادير براي 
  

 زير در نظر بگيريد را با شرايط ) 1. معادله گرما (2مثال 

ቐ
ሻݐଵሺݏ ൌ ݐ െ ሻݐଶሺݏ							,6 ൌ ݐ ൅ 6

݂ሺݔሻ ൌ sin ݔ ,			ܶ ൌ 1, ܽ ൌ െ6, ܾ ൌ 6,
݃ሺݐሻ ൌ ݁ି௧ sinሺݐ െ 6ሻ ,							݄ሺݐሻ ൌ ݁ି௧ sinሺݐ ൅ 6ሻ .

 

  
,ݔሺݑبه طوري كه جواب دقيق معادله برابر ሻݐ ൌ ݁ି௧ sinሺݔሻ مي باشد.  
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. همچنين مي دهدگزارش  1در جدول  x=2,3در نقاط گره اي و  m, Nحداكثر خطا را براي مقادير مختلف  2جدول 
 .رسم شده است 4در شكل x=2,3در نقاط گره اي به ازاي N=16و  m=3تابع خطا براي 

هاي نزديك صفر, بهتر است. به عبارت ديگر هر چقدر  tكنيد, مقدار خطا براي همانطور كه در اين دو شكل مشاهده مي
يب از تقر مي توانديابد كه علت اين امر مورد نظر نيز افزايش مي شود, خطاياز صفر به سمت يك بيشتر مي tمقدار 

  .هسته در مسئله اصلي ناشي شود
 

  .2در مثال  x=2,3در نقاط گره اي و m, Nبراي مقادير مختلف ماكزيمم خطا  .1جدول 

ห|࢛ െ ࢞								หஶ|ࡺ࢛ ൌ ૜  ห|࢛ െ ࢞								หஶ|ࡺ࢛ ൌ ૛ 

N=32  
 

N=16N=8 N=32  N=16
 

N=8
 

m
 

1.14E-3      4.41E-3  1.63E-2 2.56E-4 9,12E-4 3,63E-3 2 

4.07E-4 1.61E-3 6.34E-3 8.84E-5 3.45E-4 1.31E-3 3 

1.81E-4 8.22E-4 2.72E-3 3.89E-5 1.52E-4 5.39E-4 4 

 
  .2در مثال  x=2,3در نقاط گره اي و m, Nبراي مقادير مختلف ماكزيمم خطا  .2جدول 

ห|࢛ െ ࢞								หஶ|ࡺ࢛ ൌ ૜  ห|࢛ െ ࢞								หஶ|ࡺ࢛ ൌ ૛ 

N=32  
 

N=16N=8 N=32  N=16
 

N=8
 

m
 

8.92E-6      3.46E-5  1.28E-4 2.01E-6 7.13E-6 2.48E-5 2 

3.16E-6 1.25E-5 4.92E-5 6.47E-6 2.67E-6 1.02E-5 3 

૚. ૝૛ࡱ െ ૟6.36ܧ െ 6 2.11E-5 2.80E-7 1.19E-6 4.19E-6 4 

  

 
  .2 مثال  N=32, m=4و شكل سمت چپ جواب تقريبي به ازاي  شكل سمت راست جواب دقيق . 3شكل 
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  .2در مثال  x=2,3در m=3, N=16براي مقادير تابع  خطا  .4شكل

 
 

 . نتيجه گيري5

با دامنه تعريف متغير  مورد مطالعه قرار داديم.ابتدا  اين مسئله مقدار مرزي  به يك  دستگاه معادله گرما در اين مقاله 
مركب از معادلات انتگرالي نوع اول و دوم تبديل مي شود به طوري كه معادله حاصل يك معادله منفرد ضعيف بوده كه 

ند. اين امر موجب كاهش دقت روش عددي پيشنهاد در ابتداء  بازه انتگرال گيري جواب اين نوع معادلات ناهموار مي باش
شده مي شود  كه با معرفي و بكار گيري برخي از تبديلات، اين مشكل را حل نموديم. همچنين   پايداري  دستگاه مركب  

ه،  لبا استفاده از مفهوم انديس اختلال به عنوان معياري براي اندازگيري حساسيت جواب،  نسبت به ايجاد اختلال در معاد
  مورد بررسي قرار گرفته است.
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