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Introduction  

Determinantal ideals are one of important topics in Algebraic Geometry 

and Commutative Algebra. There are several examples of varieties as 

rational normal scrolls which their defining ideals are generated by minors 

of a matrix. In general, Grobner bases for an ideals helps us to correspond a 

monomial ideal to the main ideal with the same invariants in some senses. 

In this paper, we compute a Grobner bases for an ideal generated by 2-minors 

of a 2×n matrix of monomials.  

Main results 

Let 𝑆 = 𝑘[𝑥1, … , 𝑥𝑛] be the polynomial ring over a field 𝑘. Let for  1 ≤

𝑖 ≤ 𝑛, 𝑋𝑖 = {𝑥𝑖𝑙 , 1 ≤ 𝑙 ≤ 𝑠} for some positive integer 𝑠. Let 

M= [
𝑚11(𝑋1) ⋯ 𝑚1𝑛(𝑋𝑛)

⋮ ⋱ ⋮
𝑚𝑡1(𝑋1) ⋯ 𝑚𝑡𝑛(𝑋𝑛)

] 

be a matrix such that 𝑚𝑖𝑗(𝑋𝑗) is a monomial of indeterminates in 𝑋𝑗. A t-

minor [𝑟1 𝑟2 … 𝑟𝑡  | 𝑐1 𝑐2 … 𝑐𝑡] of M is determinant of the submatrix with 

rows 𝑟1 𝑟2 … 𝑟𝑡 and columns  𝑐1 𝑐2 … 𝑐𝑡. Let 𝐼𝑡(𝑀) be the ideal generated 

by all t-minors of M. Let ≤ be a monomial order and the following 

conditions are satisfied: 

1. Each column is decreasing from top to bottom. 
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2. Each monomial in a column is greater that each monomial in a 

column in the right.  

3. Each two monomials are different.  

With these assumptions, we have the following theorem. 

Theorem. For t = 2, set of all 2-minors of M is a Grobner bases for 𝐼2(𝑀).  

Proposition. Height of 𝐼𝑡(𝑀) is equal to n-t+1. 

Conclusion 

A 2 by n matrix of monomials appears in some topics of algebraic 

combinatorics and if we omit each one of the above conditions, the theorem 

might be false. 

 

How to cite: Zaare Nahandi, R. (2023). Grobner bases of determinantal ideals. Mathematical Researches, 9 (1), 

119-130.  
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 دترمینانی هایآلایده گربنر پایه

 1نهندیزارع رشید

 

 rashidzn@iasbs.ac.ir ، ایران. رایانامه:زنجان، زنجان پایه علوم تکمیلی تحصیلات دانشگاه ریاضی، گروه ،مسئول نویسندۀ. 1
 

 چکیده                  اطلاعات مقاله

 مقاله پژوهشینوع مقاله: 

 

 

 52/01/1000 :افتیدر خیتار

 00/00/1000: بازنگری خیتار

 15/00/1000: رشیپذ خیتار

 00/00/1005: انتشار خیتار

 

 

  های کلیدی:واژه

  ،دترمینانی آلایده

  ،گربنر پایه

 ،آلایده ارتفاع

 .ایجمله تک

 

 

 
 

های هندسه جبری و جبرجابجایی برخوردار هستند. مثال های دترمینانی از اهمیت زیادی درآلایده

آل تعریف کننده آنها توسط های طوماری نرمال گویا وجود دارند که ایدهمهم متعددی مانند واریته

ها در آلای از ایدهشود. در حالت کلی یافتن پایه گربنر برای دستهکهادهای یک ماتریس عام تولید می

ها را با استفاده از آلکند بسیاری از خواص و ناورداهای این ایدهما کمک می ها بهایحلقه چندجمله

شود بر برخی دست آوریم. در این مقاله، نخست مروری می ای متناظر آنان بهجملههای تکآلایده

به  آلهای دترمینانیهای دترمینانی و سپس پایه گربنر برای یک دسته از ایدهآلتعاریف اصلی در ایده

 ها محاسبه شده است.ای از ماتریسآل کهادهای ماکسیمال دستهآید. همچنین ارتفاع ایدهدست می

 

 

 .119-100(، 1) 9، های ریاضیپژوهش. دترمینانی هایآلایده گربنر پایه (.1005) ؛رشید، زارع نهندی: استناد

 
  

 نویسندگان. ©                                                                                                                  خوارزمیدانشگاه ناشر: 
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 مقدمه

𝑚ماتریسی   𝑀یک حلقه و  𝑅کنید. فرض شوندفرض میدار جایی و یکهجابها حلقه ۀمقاله همدر این  × 𝑛 های با درایه

𝑡کهاد عبارت است از دترمینان یک زیرماتریس -𝑡، یک 𝑡حیح مثبت د. به ازای عدد صنباش 𝑅در  × 𝑡   از ماتریس𝑀 در .

 واقع برای ماتریس 

𝑀 = [  

𝑎1,1     ⋯      𝑎1,𝑛 

⋮     ⋱     ⋮
𝑎𝑚,1     ⋯     𝑎𝑚,𝑛  

]    

 

𝑟1 𝑟2] آرایه کهاد به صورت -𝑡یک  … 𝑟𝑡 | 𝑐1 𝑐2 … 𝑐𝑡] شود که در آن نشان داده می𝑟1, 𝑟2, … , 𝑟𝑡 سطرها و  ۀشمار

  𝑐1, 𝑐2, … , 𝑐𝑡آل از هر ایدهشود. زیرماتریسی است که دترمینان آن محاسبه میهای ستون ۀشمار𝑅  که توسط تعدادی از

𝑡- شود. آل دترمینانی گفته میکهادهای چنین ماتریسی تولید شود یک ایده 

𝑆فرض کنید  = 𝑘[𝑥1, … , 𝑥𝑛]  ها با ایچندجمله ۀحلق𝑛  متغیر با ضرایب در میدان  𝑘 ۀی و هندسجایهباشد. در جبرجاب 

به عنوان مثال باشد.  𝑆ی هاایچندجمله ۀهای آن از حلقشود که درایهآل کهادهای ماتریسی مطرح میایده جبری معمولاً

𝑘[𝑥𝑖𝑗برابر  𝑆 حلقه باشند و 𝑥𝑖𝑗متغیرهای مستقل به صورت ها درایه 𝑀ماتریس در  فرض کنید , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛] 

مجموعه صفرهای این گاه آن ،باشد 𝑀 ماتریسکهادهای -𝑡تولید شده توسط همه آل ایده 𝐼𝑡(𝑀)گرا فته شود.در نظر گر

 ۀ)بست های در میدانهای با درایهمجموعه تمام ماتریس متناظر باآل و یا به اصطلاح واریته این ایده 𝑘𝑚𝑛در فضای آل ایده

𝑚در این مثال هر ماتریس . است 𝑡ها کمتر از آن ۀاست که رتب 𝑘 جبری( × 𝑛 های در میدانبا درایه 𝑘  با پشت سر هم را

 در نظر گرفت.  𝑘𝑚𝑛توان به عنوان یک بردار در قرار دادن سطرها می

د منعلاقه ۀجایی انجام شده است. خوانندههای دترمینانی در جبر جابآلایده ۀمطالعات و تحقیقات بسیار وسیعی در زمین

اد قرن بیستم را در بر دارد مراجعه کند. شته ۀ[ به عنوان یک منبع غنی که بیشتر اطلاعات کسب شده تا ده2ند به ]توامی

به همین دلیل ها دشوار است. هایی پیچیده بوده و به دست آوردن ناورداهای آنآلتوان گفت که کار با چنین ایدهدر کل می

ای داشته باشیم و ناورداهای آن جملهآل تکیک ایده ها به دست آید تا متناظراًآلگربنر این نوع ایده ۀشود پایسعی می

2گربنر برای ماتریس ۀنخست یک پایحاضر مقاله  محاسبه کنیم. در × 𝑛  آوریم. در ای به دست میجملههای تکبا درایه

 مفهومکنیم. ای متناظر آن محاسبه میجملهآل تکرا با استفاده از ایدههای دترمینانی آلارتفاع دسته خاصی از ایده ادامه

 جایی است.هیکی از مفاهیم و ناورداهای بنیادی جبرجابنیز ارتفاع 

 گربنر ۀو پای ایجملهترتیب تک

𝑆ۀحلق = 𝑘[𝑥1, … , 𝑥𝑛]  ای در این حلقه، عبارتی مانندجملهد. منظور از یک تکرا در نظر بگیری 𝑥1
𝑎1 … 𝑥𝑛

𝑎𝑛  است که

𝕋متغیر را با   nهای باایجملهها اعداد صحیح نامنفی هستند. مجموعه تمام تک 𝑎𝑖در آن 
𝑛

 دهیم. نشان می 
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𝕋در ≤ای یک ترتیب خطی مانند جملهترتیب تک .2.2تعریف 
𝑛

 است که دو شرط زیر را نیز داشته باشد: 

𝕋به ازای هر عضو دلخواه از -
𝑛

𝑚داشته باشیم  mمانند   ≥  1. 

𝕋دلخواه ازبه ازای هر سه عضو  -
𝑛

𝑎که  cو bو aمانند   ≥ 𝑏  داشته باشیم𝑎𝑐 ≥  𝑏𝑐. 

 شود:است که به صورت زیر تعریف میای نامهترتیب لغت ها،یکی از مهمترین ترتیب. 2.1مثال 

𝑥1
𝑎1 ⋯ 𝑥𝑛

𝑎𝑛 ≥𝑙 𝑥1
𝑏1 ⋯ 𝑥𝑛

𝑏𝑛 

𝑎1)در بردار  از سمت چپ اگر و تنها اگر اولین درایه ناصفر − 𝑏1, … , 𝑎𝑛 − 𝑏𝑛)  ای نامهلغتمثبت باشد. مثال دیگر ترتیب

را با هم مقایسه های متغیرها یعنی جمع توانای جملهشود و اول درجه کلی دو تکنشان داده می 𝑑𝑙≤مدرج است که با 

ها با هم مساوی باشند طبق ترتیب کند و اگر درجهتر از دیگری قلمداد میای با درجه بیشتر را بزرگجملهکند و تکمی

 کند. ای عمل مینامهلغت

 شود:ای مدرج به صورت زیر تعریف مینامهعکس لغت ترتیب. 2.1مثال 

𝑥1
𝑎1 ⋯ 𝑥𝑛

𝑎𝑛 ≥𝑑𝑟𝑙 𝑥1
𝑏1 ⋯ 𝑥𝑛

𝑏𝑛 

𝑎1 اگر و تنها اگر + ⋯ + 𝑎𝑛 > 𝑏1 + ⋯ + 𝑏𝑛  در بردار از سمت راست اولین درایه ناصفر و یا تساوی برقرار بوده و

(𝑎1 − 𝑏1, … , 𝑎𝑛 − 𝑏𝑛) باشد. نفیم 

𝕋مجموعه
𝑛

چکترین عضو وک دارایو هر زیرمجموعه ناتهی از آن بوده ترتیب ای یک مجموعه خوشجملهبا هر ترتیب تک 

 است. 

𝕋ای درجملهفرض کنید یک ترتیب تک
𝑛

بزرگترین   𝑆در 𝑓ای مانند داده شده است. نسبت به این ترتیب، برای هر چندجمله 

ای پیشرو به همراه ضریب جملهای پیشرو، ضریب آن را ضریب پیشرو و تکجملهای با ضریب غیرصفر آن را تکجملهتک

lpگویند و به ترتیب با  𝑓و جمله پیشرپیشرو را 
≥

(𝑓) ،lc≥(𝑓)  وlt≥(𝑓) دهند. نشان می 

𝑓ای مدرج و نامهبرای ترتیب لغت. 2.0مثال  = 4𝑥1
2𝑥2

4𝑥3
2 + 2𝑥1𝑥2

6𝑥3 داریم 

lp
≥𝑑𝑙

(𝑓) = 𝑥1
2𝑥2

4𝑥3
2, lc≥𝑑𝑙

(𝑓) = 4, lt≥𝑑𝑙
(𝑓) = 4𝑥1

2𝑥2
4𝑥3

2, 

 ای مدرج داریمنامهدر حالی که با در نظر گرفتن ترتیب عکس لغت

lp
≥𝑑𝑟𝑙

(𝑓) =  𝑥1𝑥2
6𝑥3, lc≥𝑑𝑟𝑙

(𝑓) = 2, lt≥𝑑𝑟𝑙
(𝑓) = 2𝑥1𝑥2

6𝑥3. 
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 آلباشد. ایده 𝑆آل ناصفر در یک ایده 𝐼ه است. فرض کنید داده شد ≤ای مانند جملهفرض کنید یک ترتیب تک ..2تعریف 

 نسبت به این ترتیب را به صورت  𝐼پیشرو  جملات

lt≥(𝐼) = ⟨lt≥(𝑓),   𝑓 ∈ 𝐼⟩ 

𝐺ۀکنیم. زیرمجموعتعریف می = {𝑔1, … , 𝑔𝑠}  آل از ایده𝐼 گربنر برای ۀرا یک پای𝐼  گوییم اگر  ≤نسبت به ترتیب 

lt≥(𝐼) = ⟨lt≥(𝑔1),    … , lt≥(𝑔𝑠)⟩. 

ای پیشرو جمله، عضوی از پایه گربنر وجود دارد که تک𝑓مانند  𝐼ای دلخواه از این بدین معنی است که به ازای هر چندجمله

آل است ن ایدهمولد برای آیک مجموعه  ،آلشود که هر پایه گربنر یک ایدهکند. ثابت میرا عاد می 𝑓ای پیشرو جملهتک ،آن

ای در یک ترکیب با هم در واقع ممکن است جملات پیشرو دو چندجملهلزوما یک پایه گربنر نیست.  ،مولدمجموعه ولی هر 

بر اساس همین های قبلی عاد نشود. ایشرو چندجملهیای حاصل جمله پیشرو توسط جملات پحذف شوند و در چندجمله

بوخبرگر  توسطآل ی به دست آوردن یک پایه گربنر با استفاده از یک مجموعه مولد ایدهبحث، نحوه کار الگوریتم بوخبرگر برا

 کنیم.  بیانبرای بیان الگوریتم بوخبرگر نخست باید الگوریتم تقسیم را  .معرفی شد

,𝑓1و  fفرض کنید  الگوریتم تقسیم. 𝑓2, … , 𝑓𝑡 خواهیم میهای غیرصفر باشند. ایچندجمله𝑓 ها ایبقیه چندجمله را به

کدام را در نظر گرفته و اگر توسط هیچ 𝑓ای به دست آوریم. برای این کار جمله پیشرو باقیماندهخارج قسمت و تقسیم کرده و 

گیریم. در غیر این صورت، را به عنوان باقیمانده می 𝑓ها عاد نشود، خارج قسمت را برابر صفر و خود  𝑓𝑖از جملات پیشرو 

lt≥(𝑓)فرض کنید  کند. را عاد می 𝑓جمله پیشرو  ،کنیم که جمله پیشرو آنرا پیدا می 𝑓𝑖ن اولی =  𝑚 ⋅ lt≥(𝑓𝑖)  در این .

𝑓صورت  − 𝑚 𝑓𝑖 دهیم. اگر در نهایت به صفر رسیدیم، گوییم را به دست آورده و همان مراحل را برای آن انجام می𝑓  به

𝑓1, 𝑓2, … , 𝑓𝑡 کدام از جملات پیشرو ای برسیم که هیچپذیر به صفر است. اگر به مرحلهپذیر است و یا تحویلبخش𝑓𝑖 ها جمله

,𝑓1بر  fای، باقیمانده تقسیم ای حاصل را عاد نکند به آن چندجملهپیشرو چندجمله 𝑓2, … , 𝑓𝑡  .گوییم 

ای چندجمله-𝑆را در نظر بگیرید.  𝑓2و  𝑓1ای اده شده است. دو چندجملهای دجملهفرض کنید یک ترتیب تک .2.1تعریف 

𝑓1  و𝑓2  کنیم:تعریف میبه صورت زیر را 

𝑆(𝑓1, 𝑓2) =
lcm (lp

≥
(𝑓1),  lp

≥
(𝑓2))

lt≥(𝑓1)
 𝑓1  −  

lcm (lp≥(𝑓1),  lp
≥

(𝑓2))

lt≥(𝑓2)
 𝑓2 , 

طوری تعریف  𝑓2و  𝑓1ای چندجمله-𝑆ای است. در واقع دهنده کوچکترین مضرب مشترک دو چندجملهنشان lcm که در آن

 شوند. با هم حذف می 𝑓2و  𝑓1 شده که جملات پیشرو 

,𝑓1آلی باشد که توسط ایده 𝐼فرض کنید الگوریتم بوخبرگر.  𝑓2, … , 𝑓𝑡  هدف به دست آوردن مجموعه شود. د میتولی𝐺 

 .باشد  ≤نسبت به ترتیب  𝐼آل برای ایدهپایه گربنر  یکاست که 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 m

m
r.

kh
u.

ac
.ir

 o
n 

20
24

-0
4-

03
 ]

 

                             6 / 12

https://mmr.khu.ac.ir/article-1-3189-fa.html


 
 2041اول، اره ، شمنهم دوره ،های ریاضیپژوهش         

 

 

125 

𝐺قدم اول. گیریم  ≔ {𝑓1, … , 𝑓𝑡}  

 L قدم دوم. گیریم =  {(𝑓𝑖,  𝑓𝑗) | 𝑓𝑖 ≠ 𝑓𝑗  ∈ 𝐺} 

 یابد.باشد الگوریتم خاتمه می مجموعه تهی نیست ادامه بده و اگر تهی 𝐿تا زمانی که وم. سقدم 

را محاسبه و با الگوریتم این زوج ای چندجمله-𝑆کنیم. سپسحدف می  𝐿و آن را از را انتخاب کرده  𝐿 و ازیک عضقدم سوم. 

 آوریم. را به دست می 𝐺تقسیم باقیمانده آن بر 

کنیم و اضافه می 𝐺یمانده صفر نبود، آن را به مجموعه اگر باقو  رویممی ومسباقیمانده صفر باشد به قدم  اگر این م.چهارقدم 

 گردیم.به قدم دوم برمی

 . برای مشاهده یک اثبات کاملو حاصل یک پایه گربنر است این الگوریتم پس از تعداد متناهی عملیات، به پایان می رسد

 .مراجعه کرد [1]در  .17.7 ۀتوان به قضیمی

دهد اگر و تنها )نسبت به ترتیب داده شده( می 𝐼برای گربنر  ۀتشکیل یک پای 𝐼آل ایدهاز  𝐺 مولد ۀمجموعمحک بوخبرگر. 

 صفر باشد.برابر  𝐺به  𝑓2و  𝑓1ای چندجمله-𝑆 باقیمانده تقسیم ،𝑓2و  𝑓1اگر به ازای هر دو عضو آن مانند 

𝐺فرض کنید . 2.1 ۀنکت ≔ {𝑓1, … , 𝑓𝑡}  و𝑓 ی دلخواه باشد. شرط صفر بودن باقیمانده تقسیم ایک چندجمله𝑓  به𝐺 ،

,ℎ1های ایمعادل این است که چندجمله ℎ2, … , ℎ𝑡   موجود باشند که 

𝑓 = ℎ1𝑓1 + ℎ2𝑓2 + ⋯ + ℎ𝑡𝑓𝑡 

1مشروط بر این که به ازای هر  ≤ 𝑖 ≤ 𝑡 داشته باشیم ،lp
≥

(𝑓) ≥ lp
≥

(ℎ𝑖𝑓𝑖) .[1] 

 مطالعه کند.  [.]و  [5] ،[1]منابع  درتواند مباحث مربوط به پایه گربنر را مند میننده علاقهخوا

 

2آل کهادهای ماکسیمال ماتریس گربنر ایده ۀپای .2 ×  n  هاایجملهتکاز 

 فرض کنید  د. هستن ایجملههای آن تکگیریم که درایهنظر می آل کهادهای ماکسیمال ماتریسی را درایده ،در این قسمت

 𝑠یک عدد صحیح مثبت باشد و [𝑠] = {1, … , 𝑠} . 1به ازای هر ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 ،𝑋𝑖 = {𝑥𝑖𝑙 , 1 ≤ 𝑙 ≤ 𝑠}   را به عنوان

 ماتریس زیر را در نظر بگیرید:. گیریممیای از متغیرهای مستقل مجموعه

M= [
𝑚11(𝑋1) ⋯ 𝑚1𝑛(𝑋𝑛)

⋮ ⋱ ⋮
𝑚𝑡1(𝑋1) ⋯ 𝑚𝑡𝑛(𝑋𝑛)

] 

 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 m

m
r.

kh
u.

ac
.ir

 o
n 

20
24

-0
4-

03
 ]

 

                             7 / 12

https://mmr.khu.ac.ir/article-1-3189-fa.html


 
  دترمینانی  هایآلایده گربنر پایه         

 
126 

 دو شرط زیر برقرار است:و  هستند 𝑋𝑗هایی از متغیرهای ایجملهها تک𝑚𝑖𝑗که در آن 

 اند.ای به صورت نزولی چیده شدهنامهها از بالا به پایین با ترتیب لغتایجملهدر هر ستون تک  .1

 گتر است. های بعدی بزرای در ستونجملهای در هر ستون از هر تکجملههر تک .2

 . ای باهم مساوی نیستندجملههیچ دو تک .3

𝑙به ازای هر و  ندهستتوجه شود که متغیرهای موجود در هر ستون با ستون دیگر متفاوت  ≥ 𝑗  و هر𝑘 ≥ 𝑖   داریم𝑚𝑖𝑗 ≥

𝑚𝑘𝑙 گاه نامساوی سوم نیز اکید است. و اگر هر کدام از دو نامساوی اول اکید باشد، آن 

1با شرط  𝑟به ازای هر عدد صحیح  ≤ 𝑟 ≤ 𝑡آل تولید شده توسط همه، ایده -𝑟های کهاد𝑀  را با𝐼𝑟(𝑀) دهیم. نشان می 

 فرض کنید . 1.2 مثال

𝑋1 = {𝑥11, 𝑥12, 𝑥13, 𝑥14},  𝑋2 = {𝑥21, 𝑥22, 𝑥23, 𝑥24}, 𝑋3 = {𝑥31, 𝑥32, 𝑥33, 𝑥34}, 

M= [

𝑥12𝑥13 𝑥21𝑥23 𝑥31𝑥32

𝑥12𝑥14 𝑥22𝑥23 𝑥31𝑥34

x13x14 𝑥23𝑥24 x32x34

]. 

 قطر اصلیروی های ایجملهضرب تککهاد برابر حاصلt-، جمله پیشرو هر اینامهلغتبا ترتیب با مفروضات بالا و  .1.1لم 

 است. آن 

1]فرض کنید  برهان. … t | 𝑐1 … 𝑐𝑡] یک -tاز این به بعد در کهادهای ماکسیمال از نوشتن سطرها  دلخواه باشد کهاد(

𝑚1𝑐1ای حاضر در این کهاد برابر جملهبزرگترین تکنویسیم. لاپلاس می. این کهاد را طبق بسط خودداری خواهد شد(
است.  

𝑡)ن درایه، یک با حذف سطر و ستون ای − 2]به صورت کهاد -(1 … 𝑡 | 𝑐2 … 𝑐𝑡] آید. با استقراء روی به دست می𝑡 نتیجه ،

 شود که جمله پیشرو برابرمی

𝑚1𝑐1
𝑚2𝑐2

⋯ 𝑚𝑡𝑐𝑡
 

 ∎. استاست که همان حکم مطلوب  

برای ای نامهنسبت به ترتیب لغتیک پایه گربنر  𝑀کهادهای ماتریس -2 ۀباشد، مجموع 2برابر  𝑡در حالتی که  .1.1 ۀقضی

 است. 𝐼2(𝑀) آلایده

F1برهان.  فرض کنید  = [ b1 b2]  وF2 = [ b1
′  b2

′ 2  دو کهاد [ × ای این دو کهاد چندجمله-𝑆کنیم دلخواه باشند. ثابت می 2

 الت ممکن است رخ دهد:چهار حپذیر است. کهادها به صفر تحویل-2 ۀنسبت به مجموع

 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 m

m
r.

kh
u.

ac
.ir

 o
n 

20
24

-0
4-

03
 ]

 

                             8 / 12

https://mmr.khu.ac.ir/article-1-3189-fa.html


 
 2041اول، اره ، شمنهم دوره ،های ریاضیپژوهش         

 

 

127 

𝑏1حالت اول:  = 𝑏1
′ , 𝑏2 < 𝑏2

 ای داریم: . در این حالت با محاسبه ساده′

𝐹1 = 𝑚1𝑏1
𝑚2𝑏2

− 𝑚2𝑏1
𝑚1𝑏2

 

𝐹2 = 𝑚1𝑏1
𝑚2𝑏2

′ − 𝑚2𝑏1
𝑚1𝑏2

′  

𝑆(𝐹1, 𝐹2) = 𝑚2𝑏2
′ 𝐹1 − 𝑚2𝑏2

𝐹2 

= −𝑚2𝑏1
𝑚1𝑏2

𝑚2𝑏2
′ + 𝑚2𝑏1

𝑚2𝑏2
𝑚1𝑏2

′ = − 𝑚2𝑏1
[𝑏2  𝑏2

′ ]. 

𝑏2حالت دوم:  = 𝑏2
′ , 𝑏1 < 𝑏1

 . در این حالت نیز داریم: ′

𝐹1 = 𝑚1𝑏1
𝑚2𝑏2

− 𝑚2𝑏1
𝑚1𝑏2

 

𝐹2 = 𝑚1𝑏1
′ 𝑚2𝑏2

− 𝑚2𝑏1
′ 𝑚1𝑏2

 

𝑆(𝐹1, 𝐹2) = 𝑚1𝑏1
′ 𝐹1 − 𝑚1𝑏1

𝐹2 

= −𝑚2𝑏1
𝑚1𝑏1

′ 𝑚1𝑏2
+ 𝑚1𝑏1

𝑚2𝑏1
′ 𝑚1𝑏2

=  𝑚1𝑏2
[𝑏1  𝑏1

′ ]. 

𝑏2حالت سوم:  = 𝑏1
 . در این حالت داریم: ′

𝐹1 = 𝑚1𝑏1
𝑚2𝑏2

− 𝑚2𝑏1
𝑚1𝑏2

 

𝐹2 = 𝑚1𝑏2
𝑚2𝑏2

′ − 𝑚2𝑏2
𝑚1𝑏2

′  

𝑆(𝐹1, 𝐹2) =
𝑙𝑐𝑚(𝑚1𝑏1

𝑚2𝑏2
, 𝑚1𝑏2

𝑚2𝑏2
′ )

𝑚1𝑏1
𝑚2𝑏2

𝐹1 −
𝑙𝑐𝑚(𝑚1𝑏1

𝑚2𝑏2
, 𝑚1𝑏2

𝑚2𝑏2
′ )

𝑚1𝑏2
𝑚2𝑏2

′
𝐹2 

= − 
1

gcd(𝑚1𝑏2
, 𝑚2𝑏2

)
𝑚2𝑏1

𝑚1𝑏2
𝑚1𝑏2

𝑚2𝑏2
′ +

1

gcd(𝑚1𝑏2
, 𝑚2𝑏2

)
𝑚1𝑏1

𝑚2𝑏2
𝑚2𝑏2

𝑚1𝑏2
′  

= − 
1

gcd(𝑚1𝑏2
, 𝑚2𝑏2

)
𝑚2𝑏1

𝑚1𝑏2
𝑚1𝑏2

𝑚2𝑏2
′ +

1

gcd(𝑚1𝑏2
, 𝑚2𝑏2

)
𝑚1𝑏1

𝑚2𝑏2
𝑚2𝑏2

𝑚1𝑏2
′  

− 
1

gcd(𝑚1𝑏2
, 𝑚2𝑏2

)
𝑚2𝑏1

𝑚1𝑏2
𝑚2𝑏2

𝑚1𝑏2
′ +  

1

gcd(𝑚1𝑏2
, 𝑚2𝑏2

)
𝑚2𝑏1

𝑚1𝑏2
𝑚2𝑏2

𝑚1𝑏2
′  

− 
1

gcd(𝑚1𝑏2
, 𝑚2𝑏2

)
𝑚2𝑏1

𝑚1𝑏2
𝑚2𝑏2

𝑚1𝑏2
′  +  

1

gcd(𝑚1𝑏2
, 𝑚2𝑏2

)
𝑚2𝑏1

𝑚1𝑏2
𝑚2𝑏2

𝑚1𝑏2
′  

=  
𝑚2𝑏2

𝑚1𝑏2
′

gcd(𝑚1𝑏2
, 𝑚2𝑏2

)
[𝑏1 𝑏2] − 

𝑚2𝑏1
𝑚1𝑏2

gcd(𝑚1𝑏2
, 𝑚2𝑏2

)
[𝑏2 𝑏2

′ ]. 
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,𝑏1}حالت چهارم:  𝑏2} ∩ {𝑏1
′ , 𝑏2

′ } = ای چندجمله-𝑆 ، [1. در این صورت جملات پیشرو دو کهاد نسبت به هم اول هستند و بنابر ]∅ 

 ∎کنند و در نتیجه حکم برقرار است.صدق می .17ها در شرط نکته تمامی حالت یابد. به صفر تحویل میآنها 

. بنابراین در نظر گرفتی یگردح مثبت صحیعدد هر توان می 2دهد که در قضیه بالا به جای عدد فراوان نشان می محاسبات

 شود.حدس زیر مطرح می

  نسبت به ترتیب مذکور در بالا است. 𝐼𝑡(𝑀)آل یک پایه گربنر برای ایده 𝑀مجموعه کهادهای ماکسیمال ماتریس  حدس.

باشند، متفاوت  1های درجه ایجملهیعنی تکهای ماتریس اصلی متغیرهای مستقل درایه که حالتی درکه  ثابت شده است [5در ]

𝑟ر کهادها برای ه-rمجموعه  ≤ tشاهدی بر این دهد. این مطلب در حالت کلی صحیح نیست. مثال زیر ، تشکیل یک پایه گربنر می

 ادعا است.

کهادهای -2آل ، یک پایه گربنر برای ایدهCoCoAافزار را در نظر بگیرید. با استفاده از نرم 271ماتریس طرح شده در مثال . 1.0 مثال

 [: 3] استهای زیرایکهادها، شامل چندجمله-2علاوه بر خود  شود که این پایه گربنربه دست می آوریم. مشاهده می این ماتریس

𝑥22𝑥23𝑥31𝑥32
2 − 𝑥23𝑥24𝑥31

2 𝑥32, 𝑥12𝑥14𝑥31𝑥32
2 − 𝑥13𝑥14𝑥31

2 𝑥32 

𝑥13
2 𝑥14𝑥31𝑥34 − 𝑥13𝑥14

2 𝑥31𝑥32, 𝑥13
2 𝑥14𝑥22𝑥23 − 𝑥13𝑥14

2 𝑥21𝑥23 

𝑥13
2 𝑥14𝑥23𝑥24𝑥31

2 𝑥32 − 𝑥13𝑥14
2 𝑥21𝑥23𝑥31𝑥32

2 . 

ممکن است درست نباشد. ها یک باشد، حتی زمانی که درجه درایهها را در نظر نگیریم، درایه صورتی که فرض متفاوت بودندر 273 ۀقضی

 مثال زیر را در نظر بگیرید. 

 به صورت زیر باشد: 𝑀فرض کنید ماتریس. ..1 مثال

𝑀 = [
𝑥1 𝑥2 𝑥3

𝑥3 𝑥1 𝑥2
] 

𝑥1ای نسبت به نامهبا در نظر گرفتن ترتیب لغت > 𝑥2 > 𝑥3:داریم ، 

[2 3] = − 𝑥1𝑥3 + 𝑥2
2 

[1 3] = 𝑥1𝑥2 − 𝑥3
2 

𝑥2[2 3] + 𝑥3[1 3] = 𝑥2
3 − 𝑥3

3 ∈ 𝐼2(𝑀). 

𝑥2ای برابر جمله پیشرو این چندجمله
شود. بنابراین، عاد نمی 𝑀کهادهای -2کدام از جملات پیشرو است که توسط هیچ 3

یک  273 ۀالبته باید توجه داشته باشیم که قضیدهد. کهادها نسبت به ترتیب گفته شده، تشکیل پایه گربنر نمی-2مجموعه 
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گربنر باشد، لزوما مفروضات مطرح شده برای ماتریس که در ابتدای  ۀکهادهای ماتریسی یک پای-2طرفه است و اگر مجموعه 

 این قسمت بیان شده است، برقرار نباشد.  

آل ای تولید شود. اگر ایدهجملهای گوییم اگر توسط تعدادی تکجملهآل تکها را ایدهایآل در حلقه چندجملهیک ایده

آل اول ارتفاع یک ایدههستند. یعنی متغیرها های درجه یک ایجملهآلی اول باشد، لزوما مولدهای آن تکای ایدهجملهتک

آل دلخواه نیز برابر کمترین شود. ارتفاع ایدهآل تعریف میاول مشمول در آن ایدهآلهای برابر طول بلندترین زنجیری از ایده

برابر تعداد مولدهای آن اول ای جملهآل تکشود. بنابراین ارتفاع یک ایدهآل گرفته میآلهای اول شامل آن ایدهارتفاع ایده

 دهیم. نشان می height(I )را با نماد  𝐼آل ارتفاع ایدهاست. 

 به الث)به عنوان م پیشرو آن استجملات آل ها برابر ارتفاع ایدهایآل در حلقه چندجملهبت شده است که ارتفاع یک ایدهثا

[4, Corol. 6.1.5] )مراجعه شود . 

آل هباشد. در این صورت، ارتفاع این اید 𝑀ماتریس  )کهادهای ماکسیمال( کهادها-t آل ایده 𝐼𝑡(𝑀)فرض کنید  .1.1 ۀگزار

𝑛برابر  − 𝑡 +  است.  1

𝑛برابر  𝐼𝑡(𝑀)پیشرو  جملات آلکنیم ارتفاع ایدهثابت میبرهان.  − 𝑡 +  ثابت شده است که [Thm. 2.1 ,2]در است.  1

height (lt≥(𝐼𝑡(𝑀))) = height(𝐼𝑡(𝑀)) ≤ 𝑛 − 𝑡 +   lt≥(𝐼𝑡(𝑀)) آل اولی باشد که شاملایده 𝔭از طرف دیگر اگر . 1

𝑛بوده و ارتفاع آن از  − 𝑡 + 𝑛تعداد مولدهای آن از تر است، آنگاه اکیدا کوچک 1 − 𝑡 +  ستون 𝑡حداقل در نتیجه کمتر بوده و  1

 𝑡ای پیشرو کهاد حاصل از این جملهاند. بنابراین تکظاهر نشده 𝔭ها در وجود دارند که متغیرهای موجود در آن 𝑀در ماتریس 

𝑛تواند از نمی 𝐼𝑡(𝑀)و درنتیجه ارتفاع  lt≥(𝐼𝑡(𝑀))دهد که ارتفاع قرار ندارد. این تناقض نتیجه می 𝔭آل یدهستون در ا −

𝑡 +  ∎کوچکتر باشد و درنتیجه مساوی آن است.  1

2حالتی که ماتریس مورد نظر  × 𝑛  گربنر و  ۀفته و پایمورد بررسی قرار گر [.]باشد، در  1همگن درجه های ایهای چندجملهبا درایه

 کهادهای آن محاسبه شده است. -2آل ارتفاع ایده
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