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A valuation 𝑣 on a field 𝐾 we mean a surjective mapping 𝑣: 𝐾𝐺(𝐾) ∪
{∞}, where 𝐺(𝐾) its corresponding value group is a totally ordered additive 

abelian group such that for all 𝑥, 𝑦 in 𝐾, the following properties are 

satisfied: 

i. 𝑣(𝑥) = ∞ if and only if 𝑥 = 0, 

ii. 𝑣(𝑥𝑦) = 𝑣(𝑥) + 𝑣(𝑦), 
iii. 𝑣(𝑥 + 𝑦) ≥ min{𝑣(𝑥), 𝑣(𝑦)}. 

The pair (𝐾, 𝑣) is called a valued field and whenever the valuation is 

obvious from the content (for abbreviation), we will sometimes call it by 𝐾. 

For a valued field (𝐾, 𝑣), the valuation ring and the residue field are denoted 

respectively by 𝑂𝐾  and 𝑅(𝐾). For any 𝛼 in the valuation ring 𝑂𝐾 , the image 

of 𝛼 under the canonical homomorphism  ∶  𝑂𝐾𝑅(𝐾) is denoted by 𝛼 

and called its 𝑣-residue. We will denote the algebraic closure of a field 𝐾 by 

𝐾. By the degree of an element 𝛼 ∈ 𝐾, we mean the degree of the extension 

𝐾(𝛼)|𝐾 and denote it by deg 𝛼. We know that a valued field (𝐾, 𝑣) is called 

henselian if the valuation 𝑣 admits a unique extension to 𝐾, or equivalently 

to every algebraic extension of 𝐾. If (𝐾, 𝑣) is a henselian valued field, we 

denote the unique extension of 𝑣 to 𝐾 by �̃�. The valuation on an algebraic 

extension 𝐾′ of 𝐾 is defined the restriction of  �̃� to 𝐾′ and denoted again by 

�̃�. In this paper, unless otherwise stated, (𝐾, 𝑣) is a henselian valued field.  

In the study of field extensions in valuation theory, simple algebraic 

extensions of prime degree hold a prominent position. We note, for example, 

one case that for every (not necessarily henselian) valued field 𝐾 with 

𝑐ℎ𝑎𝑟 𝐾 = 𝑝 > 0, a Galois extension of degree 𝑝 is an Artin-Schreier 

extension which is a special kind of simple algebraic extensions of prime 

degree. The aim of this paper is to present a classification of algebraic 

elements of prime degree by using the concept of valuation basis. In this 

classification, the notions of defectless extensions, distinguished pairs and 

saturated distinguished chains of algebraic elements, and also a set ({�̃�(𝛼 −
𝑎)|𝑎 ∈ 𝐾} for an algebraic element 𝛼) corresponding to algebraic elements 

over henselian valued fields are appeared. Let us briefly look at these 

concepts and their relations.  

Distinguished pairs and saturated distinguished chains first introduced by 

Popescu and Zaharescu over local fields, i.e., complete discrete rank one 

valued fields, to describe the set of all irreducible polynomials with 

coefficients in such fields. These concepts which later have been generalized 
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over valued fields of arbitrary rank are known as powerful research tools in 

valuation theory. In the sequel, we present their descriptions (over valued 

fields of arbitrary rank) and other related concepts used in the our main 

result. 

Let 𝐾(𝑥) be a rational function field in an variable 𝑥. Alexandru, Popescu 

and Zaharescu in the number of subsequent papers gave a complete 

description of all extensions of valuations of 𝐾 to 𝐾(𝑥). For this, they used 

the key concept of minimal pairs. A pair (𝛼, 𝛿) belonging to 𝐾 × 𝐺(𝐾) is 

said to be minimal (with respect to (𝐾, 𝑣)) if whenever 𝛽 ∈ 𝐾 satisfies 

�̃�(𝛼 − 𝛽) ≥ 𝛿, then deg 𝛼 ≤ deg 𝛽. It is clear that when 𝛼 ∈ 𝐾, then (𝛼, 𝛿) 

is a minimal pair for each 𝛿 ∈ 𝐺(𝐾), and that for 𝛼 ∈ 𝐾\𝐾, (𝛼, 𝛿) is 

minimal if and only if  𝛿 is strictly greater than each element of the set 

𝑀(𝛼, 𝐾) defined by 𝑀(𝛼, 𝐾) = {�̃�(𝛼 − 𝛽)|𝛽 ∈ 𝐾, 𝑑𝑒𝑔 𝛽 < 𝑑𝑒𝑔 𝛼}. This led 

to the invariant 𝛿𝐾(𝛼) defined for those 𝛼 ∈ 𝐾\𝐾 for which 𝑀(𝛼, 𝐾) has an 

upper bound in 𝐺(𝐾) by  𝛿𝐾(𝛼) = sup 𝑀(𝛼, 𝐾), which is called the main 

invariant of  𝛼. In 1995, it was proved that if (𝐾, 𝑣) is a local field, then for 

each 𝛼 ∈ 𝐾\𝐾, the set  𝑀(𝛼, 𝐾) has maximum or otherwise  𝛿𝐾(𝛼) ∈
𝑀(𝛼, 𝐾). This led to create the concepts of distinguished pairs and saturated 

distinguished chains. A pair (𝛼, 𝛽) of elements of  𝐾 is called a distinguished 

pair (more precisely a (𝐾, 𝑣)-distinguished pair) if the following three 

conditions are satisfied: (i) deg 𝛼 > deg 𝛽, (ii) �̃�(𝛼 − 𝛽) =  𝛿𝐾(𝛼), (iii) if 𝛾 

belonging to 𝐾 has degree less than that of 𝛽, then �̃�(𝛼 − 𝛾) < �̃�(𝛼 − 𝛽). 

Distinguished pairs give rise to distinguished chains in a natural manner. A 

chain 𝛼 = 𝛼0, 𝛼1, … , 𝛼𝑟 of elements of  𝐾 is said to be a saturated (complete) 

distinguished chain for 𝛼 if (𝛼𝑖 , 𝛼𝑖+1) is a distinguished pair for 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟 −
1 and 𝛼𝑟 ∈ 𝐾. The number 𝑟 is called the length of the chain for 𝛼. 

When (𝐾, 𝑣) is a local field, every 𝛼 ∈ 𝐾\𝐾 has a distinguished pair and a 

saturated distinguished chain. However, unlike in the discrete rank one case, 

there are instances when  𝛿𝐾(𝛼) ∈ 𝐺(𝐾) but fails to belong to 𝑀(𝛼, 𝐾). This 

led to consider the question that how can one characterize those henselian 

valued fields (𝐾, 𝑣) for which each 𝛼 ∈ 𝐾\𝐾, has a distinguished pair? 

Aghigh and Khanduja solved this problem by using the concept of 

defectlessness. Before presenting this result, we remark the concept of 

defectless extensions. If (𝐾, 𝑣) is a henselian valued field and 𝐾′ a finite 

extension of 𝐾, the extension 𝐾′|𝐾 is called defectless whenever [𝐾′: 𝐾] =
[𝑅(𝐾′): 𝑅(𝐾)][𝐺(𝐾′): 𝐺(𝐾)]. Using this concept, Aghigh and Khanduja 

proved that for a henselian valued field (𝐾, 𝑣), the following two statement 

are equivalent: 

i. To each 𝛼 ∈ 𝐾\𝐾, there corresponds 𝛽 ∈ 𝐾 with deg 𝛽 < deg 𝛼 

such that 𝛿𝐾(𝛼) = �̃�(𝛼 − 𝛽). 

ii. For each 𝜃 ∈ 𝐾, 𝐾(𝜃)|𝐾 is a defectless extension. 

They also proved that an element 𝛼 ∈ 𝐾\𝐾 has a saturated distinguished 

chain if and only if the extension 𝐾(𝛼)|𝐾 is defectless. 

Now consider a distinguished pair (𝛼, 𝛽) for an element 𝛼 ∈ 𝐾\𝐾. There 

correspond the valued fields 𝐾(𝛼) and 𝐾(𝛽). There are some relations 

between the corresponding value groups, residue fields, the defect of the 

extensions 𝐾(𝛼)|𝐾 and 𝐾(𝛽)|𝐾, and between the degrees of the elements 𝛼 

and 𝛽. Particularly, the degree of  𝛽 divides the degree of 𝛼. We utilize this 

result in the main theorem of this paper to show that a distinguished pair for 

an algebraic element 𝛼 of prime degree is always of length one. Moreover, 

we use the concept of valuation basis defined as follows: 

Let (𝐾, 𝑣) be a henselian valued field. A set of nonzero elements {𝛼1, … , 𝛼𝑛} 
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of an 𝑛-dimensional extension (𝐾′, 𝑣′) of (𝐾, 𝑣) is said to be a valuation 

basis of (𝐾′, 𝑣′)|(𝐾, 𝑣) if for every choice of elements 𝑐𝑖 ∈ 𝐾, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 

we have 𝑣′(∑ 𝑐𝑖𝛼𝑖
𝑛
𝑖=1 ) = min

1≤𝑖≤𝑛
{𝑣′(𝑐𝑖𝛼𝑖)}. 

We show that if 𝐾′|𝐾 is a defectless extension of degree a prime number 𝑝 

and 𝛾 ∈ 𝐾′ is such that either �̃�(𝛾) ∉ 𝐺(𝐾) or �̃�(𝛾) = 0 and the �̃�-residue 𝛾∗ 

of 𝛾 not belonging to 𝑅(𝐾), then the set {1, 𝛾, … , 𝛾𝑝−1} is a valuation basis 

of 𝐾′|𝐾. Using this result, it is also proved that for an algebraic element 𝛼 ∈
𝐾\𝐾 of prime degree, the following statements are equivalent: (i) The 

extension 𝐾(𝛼)|𝐾 is defectless; (ii) 𝛼 has a (𝐾, 𝑣)-distinguished pair; (iii) 𝛼 

has a (𝐾, 𝑣)-saturated distinguished chain; (iv) the set {�̃�(𝛼 − 𝑎)|𝑎 ∈ 𝐾} 

corresponding to 𝛼 has a maximum element. In fact, we show that for an 

algebraic element 𝛼 of prime degree, every distinguished pair is a saturated 

distinguished chain; and hence the length of the chain for 𝛼 is always one. 

Moreover, we employ the concept of the valuation basis for proving the 

existence of maximum for the corresponding set {�̃�(𝛼 − 𝑎)|𝑎 ∈ 𝐾}. 
 

 
How to cite: Nikseresht, Azadeh. (2024). A characterization of algebraic elements of prime degree by using valuation 

basis.  Mathematical Researches, 10 (3), 136 – 150. 
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 اول با استفاده از پايه ارزيابيبندي از عناصر جبري از درجه يك رده

 

  1 سرشتآزاده نيك

 

 a.nikseresht@alumni.kntu.ac.ir ، ايران. رايانامه:بروجرد، آيت الله بروجردي، دانشگاه پايه علومدانشکده ، رياضیگروه نويسنده مسئول، . 1
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  های کليدی:واژه

 هاي ارزيابی، ميدان

 هاي ميدان، توسيع

عناصر جبري از درجه اول، 

 جفت متمايز، 

 شده، زنجير متمايز اشباع

 پايه ارزيابی.

هاي علاوه جفتها در نظريه ارزيابی دارند. بهاي در مطالعه توسيععناصر جبري از درجه اول جايگاه ويژه

هاي جبري و شده )كامل( ابزارهاي كليدي در بررسی خواص توسيعمتمايز و زنجيرهاي متمايز اشباع

عنصر جبري از درجه اول  هاي ارزيابی هستند. در اين مقاله براي هرها روي ميدانايهمچنين چندجمله

هاي متمايز و بندي از جفتروي يك ميدان ارزيابی هنسلی، با استفاده از مفهوم پايه ارزيابی يك رده

 دهيم. شده ارائه میزنجيرهاي متمايز اشباع
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 نيازهاو پيش مقدمه

𝑣 را نگاشت پوشاي 𝐾روي ميدان  𝑣ارزيابی      ∶ 𝐾 → 𝐺(𝐾) ∪ گروه ارزيابی  𝐺(𝐾)گيريم كه در نظر می {∞}

,𝑥نظير آن، يك گروه آبلی تماماً مرتب جمعی است كه براي هر  𝑦 ∈ 𝐾 كند:در روابط زير صدق می 

1. 𝑣(𝑥) = 𝑥اگر و فقط اگر  ∞ = 0، 

2. 𝑣(𝑥𝑦) = 𝑣(𝑥) + 𝑣(𝑦)، 

3. 𝑣(𝑥 + 𝑦) ≥ min {𝑣(𝑥), 𝑣(𝑦)}. 

,𝐾)زوج  𝑣) ناميم و هرگاه ارزيابی روي آن مشخص باشد، )براي اختصار( گاهی با را يك ميدان ارزيابی می𝐾 را آن

𝑂𝐾خوانيم. زيرحلقه فرامی = {𝑥 ∈ 𝐾 |𝑣(𝑥) ≥  آل ماكسيمالبا تنها ايده 𝐾از ميدان  {0

𝑀𝐾 = {𝑥 ∈ 𝐾 |𝑣(𝑥) > 0}, 

را ميدان نمايش داده و آن 𝑅(𝐾)را با نماد  𝑂𝐾/𝑀𝐾قسمتی آل ارزيابی ناميده و خارجترتيب حلقه ارزيابی و ايدهرا به

,𝐾)اي نظير مانده 𝑣) ناميم. براي هر می𝛼  در حلقه ارزيابی𝑂𝐾 تصوير ،𝛼  تحت همريختی متعارف ∶  𝑂𝐾 → 𝑅(𝐾) 

𝛼دهيم و براي هر نشان می �̃�را با نماد  𝐾ناميم. بستار جبري ميدان می 𝛼ي مانده-𝑣را نشان داده و آن 𝛼را با نماد  ∈

�̃� درجه ،𝛼  كه همان درجه توسيع𝐾(𝛼)|𝐾  يا[𝐾(𝛼): 𝐾] باشد را با نماد میdeg 𝛼 .نشان خواهيم داد 

,𝐾)دانيم يك ميدان ارزيابی می     𝑣) شود هرگاه ارزيابی هنسلی ناميده می𝑣 فردي به توسيع منحصربه�̃�طور ، يا به

,𝐾)كه داشته باشد و اين معادل است با اين 𝐾معادل، به هر توسيع جبري  𝑣)  ( صدق ]16[از  3.1.4در لم هنسل )قضيه

,𝐾)كند. اگر  𝑣) فرد يك ميدان ارزيابی هنسلی باشد، توسيع منحصربه𝑣  به�̃�  را با نماد�̃� كه گيريم. هنگامیدر نظر می

𝐾′  يك توسيع جبري𝐾  است، همواره ارزيابی روي𝐾′  را حاصل تحديد�̃�  به𝐾′ كنيم. اگر ارزيابی رويتعريف می𝐾′  را

ارزيابی استفاده هاي براي توسيع اين ميدان 𝐾′|𝐾گيريم. در اين صورت از در نظر می �̃�را با همان نماد معرفی نکنيم، آن

هاي جايی كه در توسيع جبري ميدانكنيم. از آنهاي نظير )براي اختصار( صرف نظر میخواهيم كرد و از نوشتن ارزيابی

كند در اين مقاله )مگر خلاف آن ذكر شود( هاي هنسلی معمولاً از كليت مسائل كم نمیارزيابی، در نظرگرفتن ارزيابی

,𝐾)همواره  𝑣) گيريم.ن ارزيابی هنسلی در نظر میرا يك ميدا 

اي دارند. در اين راستا، هاي ساده جبري از درجه اول جايگاه ويژهها در نظريه ارزيابی، توسيعدر مطالعه انواع توسيع    

𝑐ℎ𝑎𝑟 𝐾، با 𝐾كنيم كه براي هر ميدان ارزيابی )نه الزاماً هنسلی( عنوان مثال به ذكر اين موضوع بسنده میبه = 𝑝 > 0 ،

هاي ساده جبري هستند كه توسط است كه نوع خاصی از توسيع 1شرير-يك توسيع آرتين 𝑝هر توسيع گالوا از درجه 

، ]18[، ]12[، ]10[، ]9[عنوان مثال( به منابع شوند. براي تکميل اين بحث خواننده را )بهعناصري از درجه اول توليد می

هاي بندي از عناصر جبري از درجه اول )كه مولد توسيعدهيم. هدف اين مقاله ارائه يك ردهارجاع می ]24[و  ]6، فصل 19[

                                                           
1 Artin-Schreier 
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هاي بندي مفاهيم مهمی چون توسيعباشد. در اين ردهساده جبري از درجه اول هستند( با استفاده از مفهوم پايه ارزيابی می

ر جبري و همچنين يك مجموعه متناظر با عناصر جبري روي ي عناصشدهنقص، جفت متمايز و زنجير متمايز اشباعبی

�̃�(𝛼}هاي ارزيابی هنسلی )مجموعه ميدان − 𝑎)|𝑎 ∈ 𝐾}  متناظر با عنصر جبري𝛼اختصار به شرح ( حضور دارند. به

 پردازيم:ها با يکديگر میاين مفاهيم و ارتباط آن

 ]23[در  2و زارسکو 1نخستين بار توسط پاپسکو  كامل(شده )تبع آن زنجيرهاي متمايز اشباعهاي متمايز و بهجفت    

كار بردند هاي ارزيابی گسسته كامل از رتبه يك، بههاي موضعی، يعنی ميدانها اين مفاهيم را روي ميدانمعرفی شدند. آن

هاي موضعی را توصيف كنند. البته خود اين محققين ناپذير با ضرايب در ميدانهاي تحويلايي چندجملههمه تا مجموعه

 را ببينيد(. ]22[و  ]21[اند )گرفته 3ي اوليه را از كارهاي اكاتسواند( ايدهاشاره كردهطور كه در بعضی مقالات به آن )همان

هاي ارزيابی از رتبه دلخواه تعريف شدند، امروزه ابزار قدرتمند تحقيق در نظريه ارزيابی اين مفاهيم كه بعدها روي ميدان

ها )روي را ببينيد(. در ادامه به توصيف آن ]20[و  ]17[، ]14[، ]11[، ]5[، ]4[آيند )براي مثال منابع شمار میبه

 پردازيم.هاي ارزيابی از رتبه دلخواه( و ساير مفاهيم مرتبط با نتيجه اصلی اين مقاله میميدان

 𝐾(𝑥)به  𝐾هاي ارزيابی از ميدان هاي توسيعباشد. ساختار و ويژگی 𝑥ميدان توابع گويا با متغير  𝐾(𝑥)فرض كنيد     

اي در نظريه ارزيابی داشته است. شايد يکی از مهمترين دلايل اين است كه منجر به شناخت خواص از ديرباز جايگاه ويژه

، 4اند( در اين نظريه از جبر شده است. الکساندروهاي رياضيات اهميت بسيار داشتهها )كه همواره در تمام شاخهايچندجمله

ها، با استفاده از مفهوم كليدي بندي جامع و توصيفی از تمامی اين توسيعقالات دستهپاپسکو و زارسکو در يك سلسله از م

 را ببينيد(.  ]8[و  ]7[، ]6[هاي مينيمال ارائه دادند )جفت

,𝛼)يك جفت . 1تعریف  𝛿)  متعلق به�̃� × 𝐺(�̃�)   را مينيمال )نسبت به(𝐾, 𝑣)ناميم هرگاه ( می𝛽 ∈ �̃�  در

�̃�(𝛼رابطه  − 𝛽) ≥ 𝛿 گاه داشته باشيم صدق كند، آنdeg 𝛼 ≤ deg 𝛽 . 

𝛼كه از تعريف واضح است هنگامی     ∈ 𝐾 ،(𝛼, 𝛿)  براي هر𝛿 ∈ 𝐺(�̃�)  يك جفت مينيمال است. همچنين براي

𝛼 ∈ �̃�\𝐾 ،(𝛼, 𝛿) و فقط اگر  يك جفت مينيمال است اگر𝛿  از هر عضو مجموعه زير )كه با نماد𝑀(𝛼, 𝐾)  نمايش

 كيداً بزرگتر باشدشود( اداده می

𝑀(𝛼, 𝐾) = {�̃�(𝛼 − 𝛽)|𝛽 ∈ �̃�, deg 𝛽 < deg 𝛼}. 

𝛼براي عناصر جبري  𝛿𝐾(𝛼)نام متغير اصلی اين موضوع سبب پيدايش متغيري به     ∈ �̃�\𝐾 ها شد كه براي آن

𝑀(𝛼, 𝐾)  يك كران بالا در𝐺(�̃�)  دارد و از رابطه𝛿𝐾(𝛼) = 𝑠𝑢𝑝𝑀(𝛼, 𝐾) شود. توجه كنيد كه براي تعريف می

، 3گيريم )فصل شده مرتب ددكيند آن در نظر میي كاملاي از مجموعهرا به عنوان زيرمجموعه 𝐺(�̃�)تعريف سوپريمم، 

                                                           
1 Popescu 
2 Zaharescu 
3 Okutsu 
4 Alexandru 
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هاي ارزيابی موضعی، پاپسکو و زارسکو نشان دادند كه در ميدان ]23[را ببينيد(. در  ]13[از مرجع  15، مثال 1بخش 

,𝑀(𝛼مجموعه  𝐾)  براي هر𝛼 ∈ �̃�\𝐾 عبارت ديگر مم است يا بهداراي ماكسي𝛿𝐾(𝛼) ∈ 𝑀(𝛼, 𝐾) همين موضوع .

 شده شد. هاي متمايز و زنجيرهاي متمايز اشباعسبب پيدايش مفاهيم جفت

,𝐾)فرض كنيد  .2تعریف  𝑣)  يك ميدان ارزيابی باشد. يك جفت  (𝛼, 𝛽) از عناصر�̃� طور را يك جفت متمايز )يا به

,𝐾)تر يك دقيق 𝑣)-نامند هرگاه جفت متمايز( میdeg 𝛼 > deg 𝛽  و𝛽  عضوي از كوچکترين درجه روي𝐾  باشد كه

�̃�(𝛼در  − 𝛽) = 𝛿𝐾(𝛼) عبارت ديگر يك جفت كند. بهصدق می(𝛼, 𝛽)  از عناصر�̃� شود يك جفت متمايز ناميده می

 هرگاه در شرايط زير صدق كند:

1. �̃�(𝛼 − 𝛽) = 𝛿𝐾(𝛼)، 

2. deg 𝛼 > deg 𝛽، 

𝛾اگر  .3 ∈ �̃�\𝐾 اي كوچکتر از درجه درجه𝛽 گاه داشته باشد، آن�̃�(𝛼 − 𝛾) < �̃�(𝛼 − 𝛽). 

 شود.شده میهاي متمايز منجر به ايجاد زنجيرهاي متمايز اشباعكارگيري زنجيروار جفتبه    

𝛼يك زنجير . 3تعریف  = 𝛼0, 𝛼1, … , 𝛼𝑟  از عناصر�̃� شده )كامل( براي يك زنجير متمايز اشباع𝛼 شود ناميده می

,𝛼𝑖)هرگاه  𝛼𝑖+1) 0، براي ≤ 𝑖 ≤ 𝑟 − 𝛼𝑟، يك جفت متمايز باشد و 1 ∈ 𝐾 .𝑟 نامند. را طول اين زنجير می 

𝛼ثابت شد هنگامی كه ميدان ارزيابی موضعی است، هر  ]23[در      ∈ �̃�\𝐾  داراي جفت متمايز و زنجير متمايز

تر( ميدان ارزيابی هنسلی و از رتبه شود كه وقتی )در حالت كلیح میطور طبيعی مطرشده است. لذا اين سوال بهاشباع

𝛼دلخواه باشد، آيا هر  ∈ �̃�\𝐾  نشان داد كه پاسخ به اين سوال منفی است.   ]3[از  1.2داراي جفت متمايز است؟ مثال

𝛿𝐾(𝛼)ها دهد كه مواردي وجود دارند كه در آناين مثال نشان می ∈ 𝐺(�̃�)  اما متعلق به𝑀(𝛼, 𝐾)  نيست. لذا اين

,𝐾)هاي ارزيابی هنسلی توان ميدانسوال مطرح شد كه چگونه می 𝑣)  را مشخص كرد كه براي هر𝛼 ∈ �̃�\𝐾 بتوان ،

𝛽 ∈ �̃�  را با شرايطdeg 𝛽 < deg 𝛼  و𝛿𝐾(𝛼) = �̃�(𝛼 − 𝛽)  با استفاده از  ]3[از  1.1متناظر كرد؟ در قضيه

 پردازيم:شد. قبل از ارائه اين نتيجه، ابتدا به معرفی مفهوم نقص می ها به اين سوال پاسخ دادهمفهوم نقص توسيع

,𝐾)فرض كنيد      𝑣)  يك ميدان ارزيابی هنسلی و𝐾′  يك توسيع متناهی از𝐾 15[) 1باشد. بنا به لم استراسکی ،

 توان نوشت:را ببينيد( می ]25ي قضيه ، نتيجه12، بخش 6، فصل 25[يا  ]18بخش 

                                            [𝐾′: 𝐾] = 𝑝[𝐺(𝐾′): 𝐺(𝐾)][𝑅(𝐾′): 𝑅(𝐾)],                               

(1) 

مثبت  𝑅(𝐾))يعنی اگر مشخصه ميدان  𝑅(𝐾)اي ي ميدان ماندهتوان مشخصه 𝑝يك عدد صحيح نامنفی و  كه 

𝑝باشد،  = 𝑐ℎ𝑎𝑟 𝑅(𝐾)   و در غيراينصورت𝑝 = 𝑒(𝐾′|𝐾)همچنين ( است. 1 = [𝐺(𝐾′): 𝐺(𝐾)]  انديس

                                                           
1 Ostrowski 
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𝑓(𝐾′|𝐾)انشعاب و  = [𝑅(𝐾′): 𝑅(𝐾)]  درجه لختی براي توسيع𝐾′|𝐾 ( 61، صفحه 16[هستند[ .)را ببينيد 

,𝐾)فرض كنيد . 4تعریف  𝑣)  و𝐾′  منطبق با جملات فوق باشند. عاملdef(𝐾′|𝐾) = 𝑝 ( 1در رابطه)  را نقص

def (𝐾′|𝐾)نامند. اگر می 𝐾′|𝐾توسيع  ≠ def(𝐾′|𝐾)را ناقص و اگر   𝐾′|𝐾، توسيع 1 = نقص را بیباشد، آن 1

 نامند. می

,𝐾)فرض كنيد  .(]1.1، قضيه 3[) 5قضيه  𝑣)  ،يك ميدان ارزيابی هنسلی�̃�  بستار جبري𝐾  و�̃�  توسيع

 باشند. دو گزاره زير با هم معادلند: �̃�به  𝑣فرد منحصربه

𝛼به هر  .1 ∈ �̃�\𝐾 يك ،𝛽 ∈ �̃�  باdeg 𝛽 < deg 𝛼 كه طوريشود بهنظير می𝛿𝐾(𝛼) = �̃�(𝛼 − 𝛽). 

𝜃براي هر  .2 ∈ �̃� توسيع ،𝐾(𝜃)|𝐾 نقص است.بی 

 شده نيز هست.هاي ساده جبري شرط لازم و كافی براي وجود زنجيرهاي متمايز اشباعنقص بودن توسيعبی    

,𝐾)فرض كنيد  (.]2.1، قضيه 2[) 6قضيه  𝑣) ،�̃�  و�̃�  همانند قضيه فوق باشند. يك عنصر𝛼 ∈ �̃�\𝐾  داراي زنجير

 نقص باشد. بی 𝐾(𝛼)|𝐾شده است اگر و تنها اگر متمايز اشباع

𝛼اكنون فرض كنيد      ∈ �̃�\𝐾  داراي جفت متمايزي مانند(𝛼, 𝛽)  باشد. متناظر با𝛼  و𝛽 هاي ارزيابی ، ميدان

𝐾(𝛼)  و𝐾(𝛽)  با ارزيابی حاصل از تحديد(�̃� ايجاد میبه آن )اي هاي ماندههاي ارزيابی نظير، ميدانشوند. بين گروهها

به  ]1[اند. در بررسی شده ]2[از  1.1روابطی وجود دارند كه در قضيه  𝐾(𝛽)|𝐾و  𝐾(𝛼)|𝐾هاي نظير و نقص توسيع

degتکميل اين نتايج پرداختيم. خصوصاً در نتيجه زير رابطه بين  𝛼  وdeg 𝛽 .را بيان كرديم 

,𝛼)فرض كنيد  .(]6.3، نتيجه 1[) 7نتيجه  𝛽)  يك جفت متمايز روي ميدان ارزيابی هنسلی(𝐾, 𝑣)  باشد. در

degصورت اين 𝛽 | deg 𝛼. 

كنيم كه در بخش بعدي از ابزار كليدي هاي بلافصل و پايه ارزيابی را بيان میدر انتهاي اين بخش مفاهيم توسيع    

 بندي مورد نظر ما هستند.براي ارائه رده

,′𝐾)توسيع . 8تعریف  𝑣′)|(𝐾, 𝑣) نامند هرگاه هاي ارزيابی  كه الزاماً هنسلی نيستند را بلافصل میاز ميدان

 عبارت ديگراي بديهی باشند و يا بههاي ماندههاي ارزيابی و ميدانهاي متناظر گروهتوسيع

[𝐺(𝐾′) ∶ 𝐺(𝐾)] = [𝑅(𝐾′) ∶ 𝑅(𝐾)] = 1. 

,𝐾)فرض كنيد . 9تعریف  𝑣)  يك ميدان ارزيابی هنسلی و(𝐾′, 𝑣′) ی از يك توسيع متناه(𝐾, 𝑣)  از درجه𝑛  .باشد

,𝛼1}يك مجموعه  … , 𝛼𝑛}  از عناصر ناصفر𝐾′  را يك پايه ارزيابی براي توسيع(𝐾′, 𝑣′)|(𝐾, 𝑣) نامند هرگاه براي می

𝑐𝑖هر  ∈ 𝐾 ،1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 داشته باشيم ،𝑣′(∑ 𝑐𝑖𝛼𝑖
𝑛
𝑖=1 ) = min

1≤𝑖≤𝑛
{𝑣′(𝑐𝑖𝛼𝑖)}. 

,′𝐾)توجه كنيد كه هر پايه ارزيابی براي توسيع      𝑣′)|(𝐾, 𝑣) روي ،𝐾  مستقل خطی بوده و از اينرو يك پايه براي
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 است. 𝐾′|𝐾هاي توسيع ميدان

 

 بندی برای عناصر جبری از درجه اولیك رده

هاي ارزيابی اشاره كرديم. در اين بخش يك در مقدمه به اختصار به اهميت عناصر جبري از درجه اول روي ميدان    

دهيم. قبل از آن به لم زير بندي براي چنين عناصري )با توجه به مفاهيم و نتايج ارائه شده در بخش قبل( ارائه میرده

 نيازمنديم. 

,𝐾)فرض كنيد . 10لم  𝑣) ارزيابی هنسلی و  يك ميدان𝐾′|𝐾 نقص متناهی از درجه اول يك توسيع بی𝑝  باشد. اگر

𝛾 ∈ 𝐾′ اي است كه گونهبه�̃�(𝛾) ∉ 𝐺(𝐾) كه و يا اين�̃�(𝛾) = نيست،  𝑅(𝐾)متعلق به  𝛾از  ∗𝛾ي مانده-�̃�و  0

,1}گاه مجموعه آن 𝛾, … , 𝛾𝑝−1}  يك پايه ارزيابی براي توسيع𝐾′|𝐾 .است 

 دهد كه ( نشان می1است، رابطه ) 𝑝نقص از درجه عدد اول يك توسيع بی 𝐾′|𝐾چون  برهان.

(2                                 )𝑝 = [𝐾′ ∶ 𝐾] = [𝐺(𝐾′): 𝐺(𝐾)][𝑅(𝐾′): 𝑅(𝐾)].         

𝛾كنيم كه كنيم. در حالت الف فرض میبا توجه به فرض، اثبات لم را در دو حالت بررسی می ∈ 𝐾′ اي است كه گونهبه

�̃�(𝛾) ∉ 𝐺(𝐾) كنيم و در حالت ب فرض می�̃�(𝛾) =  نيست. 𝑅(𝐾)متعلق به  𝛾از  ∗𝛾ي مانده-�̃�و  0

𝛾جايی كه براي از آن حالت الف( ∈ 𝐾′  داريم�̃�(𝛾) ∉ 𝐺(𝐾) بنابراين .[𝐺(𝐾′): 𝐺(𝐾)] ≠ ( نشان 2. تساوي )1

:𝐺(𝐾′)]دهد كه در اين حالت می 𝐺(𝐾)] = 𝑝  و[𝑅(𝐾′): 𝑅(𝐾)] = ,1}كه . براي اثبات اين1 𝛾, … , 𝛾𝑝−1} 

𝑎𝑖كنيم خلاف( فرض میاست، )به 𝐾′|𝐾يك پايه ارزيابی براي توسيع  ∈ 𝐾 ،0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 − ، وجود داشته باشند 1

𝑧كه طوريبه = ∑ 𝑎𝑖𝛾
𝑖𝑝−1

𝑖=0 ∈ 𝐾′  و�̃�(𝑧) ≠ min
0≤𝑖≤𝑝−1

{�̃�(𝑎𝑖𝛾
𝑖)}كه بنا به تعريف ارزيابی جايی. از آن�̃�  همواره

�̃�(𝑧)داريم  ≥ min
0≤𝑖≤𝑝−1

{�̃�(𝑎𝑖𝛾
𝑖)}دهد كهخلف نشان می ، اين فرض 

�̃�(𝑧) > min
0≤𝑖≤𝑝−1

{�̃�(𝑎𝑖𝛾
𝑖)}. 

𝑗 ،0براي يك  ≤ 𝑗 ≤ 𝑝 −  دهيم ، قرار می1

𝑚𝑖𝑛
0≤𝑖≤𝑝−1

{�̃�(𝑎𝑖𝛾
𝑖)} = �̃�(𝑎𝑗𝛾𝑗). 

�̃�(𝑧)در نتيجه داريم  > �̃�(𝑎𝑗𝛾𝑗) از اينرو .�̃� (
𝑧

𝑎𝑗𝛾𝑗
) >  . اين بدان معنی است كه0

(3                                                          )
𝑧

𝑎𝑗𝛾𝑗 ∈ 𝑀𝐾′ . 

𝑖 ،0واضح است كه براي هر  𝑗 با توجه به نحوه انتخاب  ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 − 1 ،�̃�(𝑎𝑖𝛾
𝑖) ≥ �̃�(𝑎𝑗𝛾𝑗)كنيم كه . ادعا می
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𝑖كه  𝑖براي هر  ≠ 𝑗 داريم ،�̃�(𝑎𝑖𝛾
𝑖) > �̃�(𝑎𝑗𝛾𝑗) چرا كه اگر يك .𝑖0 ،𝑖0 ≠ 𝑗كه طوري، وجود داشته باشد به

�̃�(𝑎𝑖0
𝛾𝑖0) = �̃�(𝑎𝑗𝛾𝑗)گاه ، آن�̃�(𝛾𝑖0) − �̃�(𝛾𝑗) = �̃�(𝑎𝑗) − �̃�(𝑎𝑖0

) ∈ 𝐺(𝐾) عبارت ديگر براي يا به

𝑖0 ≠ 𝑗 ،�̃�(𝛾𝑖0) + 𝐺(𝐾) = �̃�(𝛾𝑗) + 𝐺(𝐾)  كه اين با[𝐺(𝐾′): 𝐺(𝐾)] = 𝑝  متناقض است چرا كه

�̃�(1), �̃�(𝛾), … , �̃�(𝛾𝑝−1) قسمتی ه خارجهاي متمايز از گرودستههاي همنماينده𝐺(𝐾′)/𝐺(𝐾)  هستند. اين

 كند.استدلال ادعاي فوق را ثابت می

𝑖كه  𝑖بنابراين براي هر      ≠ 𝑗 توان نوشت می�̃� (
𝑎𝑖𝛾𝑖

𝑎𝑗𝛾𝑗) >  دهد كهو اين نشان می 0

(4 .                                                        )
𝑎𝑖𝛾𝑖

𝑎𝑗𝛾𝑗
∈ 𝑀𝐾′ 

 ماكنون داري 

𝑧

𝑎𝑗𝛾𝑗
=

∑ 𝑎𝑖𝛾
𝑖

𝑖≠𝑗

𝑎𝑗𝛾𝑗
+ 1. 

 در نتيجه 

1 =
𝑧

𝑎𝑗𝛾𝑗
− ∑ (

𝑎𝑖𝛾
𝑖

𝑎𝑗𝛾𝑗
)

𝑖≠𝑗
. 

 كند.رساند و اين برهان لم را در حالت الف تمام می( ما را به تناقض می4( و )3كه اين رابطه به همراه )

𝛾كنيم فرض می حالت ب( ∈ 𝐾′ اي است كه گونهبه�̃�(𝛾) = نيست.  𝑅(𝐾)متعلق به  𝛾از  ∗𝛾ي مانده-�̃�و  0

:𝑅(𝐾′)]بنابراين  𝑅(𝐾)] ≠ :𝐺(𝐾′)]دهد كه در اين حالت ( نشان می2. تساوي )1 𝐺(𝐾)] = و  1

[𝑅(𝐾′): 𝑅(𝐾)] = 𝑝كنيم خلاف( فرض می.  مشابه شروع اثبات در حالت الف )به𝑎𝑖 ∈ 𝐾 ،0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 − 1 ،

𝑧كه طوريوجود داشته باشند به = ∑ 𝑎𝑖𝛾
𝑖𝑝−1

𝑖=0 ∈ 𝐾′  و�̃�(𝑧) > min
0≤𝑖≤𝑝−1

{�̃�(𝑎𝑖𝛾
𝑖)}وضوح . به𝑎𝑖 ها همزمان صفر

minدهيم نيستند. قرار می
0≤𝑖≤𝑝−1

{𝑣(𝑎𝑖)} = 𝑣(𝑎𝑗)  كه𝑎𝑗 ≠  .  در نتيجه داريم 0

�̃�(𝑧) > 𝑚𝑖𝑛
0≤𝑖≤𝑝−1

{�̃�(𝑎𝑖𝛾
𝑖)} = 𝑚𝑖𝑛

0≤𝑖≤𝑝−1
{�̃�(𝑎𝑖) + 𝑖�̃�(𝛾)} = min

0≤𝑖≤𝑝−1
{𝑣(𝑎𝑖)} = 𝑣(𝑎𝑗), 

 كند كه و اين ايجاب می

�̃� (∑ (
𝑎𝑖

𝑎𝑗
) 𝛾𝑖𝑝−1

𝑖=0 ) > 0, 

∑ طور معادليا به (
𝑎𝑖

𝑎𝑗
) 𝛾𝑖 ∈ 𝑀𝐾′

𝑝−1
𝑖=0 بنابراين داريم . 
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0 = (∑ (
𝑎𝑖

𝑎𝑗
) 𝛾𝑖

𝑝−1

𝑖=0

)∗ = ∑((
𝑎𝑖

𝑎𝑗
) 𝛾𝑖)∗

𝑝−1

𝑖=0

= ∑(
𝑎𝑖

𝑎𝑗
)∗(𝛾∗)𝑖.

𝑝−1

𝑖=0

 

,1}اين به اين معنی است كه مجموعه  𝛾∗, … , 𝛾∗𝑝−1}  روي𝑅(𝐾)  وابسته خطی است. اين نتيجه با فرض

[𝑅(𝐾′): 𝑅(𝐾)] = 𝑝 1}دهد كه در تناقض است و اين نهايتاً نشان می, 𝛾, … , 𝛾𝑝−1}  يك پايه ارزيابی براي توسيع

𝐾′|𝐾 .است 

,𝐾)فرض كنيد  .11قضيه  𝑣)  يك ميدان ارزيابی هنسلی و𝛼 ∈ �̃�  يك عنصر جبري از درجه عدد اول𝑝  باشد. در

 هاي زير معادلند:صورت گزارهاين

 نقص است.بی 𝐾(𝛼)|𝐾توسيع  .1

2. 𝛼 اراي د(𝐾, 𝑣)-.جفت متمايز است 

3. 𝛼  داراي(𝐾, 𝑣)-شده است.زنجير متمايز اشباع 

�̃�(𝛼}مجموعه  .4 − 𝑎)|𝑎 ∈ 𝐾}  متناظر با𝛼 .داراي عضو ماكسيمم است 

 كنيم.را ثابت می 4و  1هاي ارزي گزارهدهيم و سپس همرا نشان می 3و  2، 1هاي ارزي گزارهابتدا هم برهان.

,𝛼)داراي جفت متمايزي مانند  𝛼، 5نقص است، بنا به قضيه بی 𝐾(𝛼)|𝐾اگر فرض كنيم  : 3 ⇔ 2 ⇔ 1 𝛽)  است و

degبايست ، می7بنا به نتيجه  𝛽 | deg 𝛼 بنا به تعريف جفت متمايز داريم .deg 𝛽 < deg 𝛼  و لذاdeg 𝛽 = . اين 1

,𝛼)دهد كه جفت متمايز نشان می 𝛽) شده براي در واقع يك زنجير متمايز اشباع𝛼 كه جايیاست. حال از آن𝛼  داراي

 كند.ارزي مورد نظر را ثابت مینقص است. اين برهان همبی 𝐾(𝛼)|𝐾، توسيع 6شده است، بنا به قضيه زنجير متمايز اشباع

شود كه دو حالت متمايز ( سبب می1است. تساوي ) 𝑝نقص از درجه يك توسيع بی 𝐾(𝛼)|𝐾كه با فرض اين : 4 ⇐ 1

 نظر بگيريم:زير را در 

:𝐺(𝐾(𝛼))]حالت الف(  𝐺(𝐾)] = 𝑝  و[𝑅(𝐾(𝛼)): 𝑅(𝐾)] = :𝐺(𝐾(𝛼))]و حالت ب(  1 𝐺(𝐾)] = و  1

[𝑅(𝐾(𝛼)): 𝑅(𝐾)] = 𝑝. 

:𝐺(𝐾(𝛼))]كه جايیاز آن حالت الف( 𝐺(𝐾)] = 𝑝 يك عنصر ،𝛾 ∈ 𝐾(𝛼) كهطوريوجود دارد به 

 �̃�(𝛾) ∉ 𝐺(𝐾) 1}، 10. در نتيجه بنا به حالت الف در لم, 𝛾, … , 𝛾𝑝−1}  يك پايه ارزيابی براي𝐾(𝛼)|𝐾 باشد. می

𝑎𝑖توان بنابراين می ∈ 𝐾 ،0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 − 𝛼اي برگزيد كه گونه، را به1 = 𝑎0 + 𝑎1𝛾 + ⋯ + 𝑎𝑝−1𝛾𝑝−1 و 

�̃�(𝛼 − 𝑎0) = min
1≤𝑖≤𝑝−1

{�̃�(𝑎𝑖𝛾
𝑖)} = min

1≤𝑖≤𝑝−1
{�̃�(𝑎𝑖) + 𝑖�̃�(𝛾)}. 

�̃�(𝛼دهيم قرار می − 𝑎0) = �̃�(𝑎𝑗) + 𝑗�̃�(𝛾)  1كه ≤ 𝑗 ≤ 𝑝 − كه جايیاست. اما از آن 1
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[𝐺(𝐾(𝛼)): 𝐺(𝐾)] = 𝑝 ،𝛾 ∈ 𝐾(𝛼)  و�̃�(𝛾) ∉ 𝐺(𝐾)توان دريافت كه سادگی می، به𝑗�̃�(𝛾) ∉ 𝐺(𝐾)  و در

�̃�(𝛼نتيجه  − 𝑎0) ∉ 𝐺(𝐾). 

𝑑كنيم كه براي هر اكنون ادعا می ∈ 𝐾 رابطه ،�̃�(𝛼 − 𝑑) ≤ �̃�(𝛼 − 𝑎0)  ،برقرار است و در صورت اثبات اين ادعا

�̃�(𝛼}مجموعه  − 𝑎)|𝑎 ∈ 𝐾}  داراي عضو ماكسيمم�̃�(𝛼 − 𝑎0) .بوده و اثبات قضيه در اين حالت كامل خواهد شد 

𝑑خلاف( فرض كنيد براي اثبات ادعا )به ∈ 𝐾 كه طوريوجود دارد به�̃�(𝛼 − 𝑑) > �̃�(𝛼 − 𝑎0) اين فرض بنا به .

 كند كه را ببينيد(، ايجاب می ]16[از  28)صفحه  �̃�خاصيت ارزيابی 

�̃�(𝑑 − 𝑎0) = �̃�(𝑑 − 𝛼 + 𝛼 − 𝑎0) = min{�̃�(𝛼 − 𝑑), �̃�(𝛼 − 𝑎0)} = �̃�(𝛼 − 𝑎0). 

�̃�(𝛼دهد كه  اين تساوي نشان می − 𝑎0) ∈ 𝐺(𝐾)  .كه يك تناقض است 

:𝑅(𝐾(𝛼))]كه جايیاز آن حالت ب( 𝑅(𝐾)] = 𝑝توان ، می𝛾 ∈ 𝐾(𝛼) اي يافت كه گونهرا به�̃�(𝛾) = و  0

𝛾∗ ∉ 𝑅(𝐾) 1}گيريم كه ، نتيجه می10. با اين فرضيات براساس حالت ب از لم, 𝛾, … , 𝛾𝑝−1}  تشکيل يك پايه

𝑎𝑖دهد. در نتيجه می 𝐾(𝛼)|𝐾ارزيابی براي توسيع  ∈ 𝐾 ،0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 −  كه طوري، وجود دارند به1

𝛼 = 𝑎0 + 𝑎1𝛾 + ⋯ + 𝑎𝑝−1𝛾𝑝−1. 

 هاي ارزيابی داريمبنا به خاصيت پايه

�̃�(𝛼 − 𝑎0) = 𝑚𝑖𝑛
1≤𝑖≤𝑝−1

{�̃�(𝑎𝑖𝛾
𝑖)} = 𝑚𝑖𝑛

1≤𝑖≤𝑝−1
{�̃�(𝑎𝑖) + 𝑖�̃�(𝛾)} = min

1≤𝑖≤𝑝−1
{�̃�(𝑎𝑖)}. 

𝑚𝑖𝑛دهيم قرار می
1≤𝑖≤𝑝−1

{�̃�(𝑎𝑖)} = 𝑣(𝑎𝑗)  1براي ≤ 𝑗 ≤ 𝑝 −  . بنابراين داريم 1

(5                                                           )�̃� (
𝛼−𝑎0

𝑎𝑗
) = 0,   

 دهد كه و اين نشان می

(6  )                                                         
𝛼−𝑎0

𝑎𝑗
∈ 𝑂𝐾(𝛼). 

𝛼از طرف ديگر  − 𝑎0 = ∑ 𝑎𝑖𝛾
𝑖𝑝−1

𝑖=1 كند كه ايجاب می
𝛼−𝑎0

𝑎𝑗
= ∑ (

𝑎𝑖

𝑎𝑗
)𝛾𝑖𝑝−1

𝑖=1  و اگر�̃�-ها را در ميدان مانده

 اي محاسبه كنيم، داريممانده

(7                                 )                  (
𝛼−𝑎0

𝑎𝑗
)∗ = ∑ (

𝑎𝑖

𝑎𝑗
)∗(𝛾∗)𝑖𝑝−1

𝑖=1 .  

:𝑅(𝐾(𝛼))]كه جايیاما از آن 𝑅(𝐾)] = 𝑝  ،𝛾 ∈ 𝐾(𝛼)  و𝛾∗ ∉ 𝑅(𝐾) لذا ،𝑅(𝐾(𝛼)) = 𝑅(𝐾)(𝛾∗) اين .

,1}دهد كه نشان می 𝛾∗, … , 𝛾∗𝑝−1} اي براي توسيع ميدان پايه𝑅(𝐾(𝛼))|𝑅(𝐾) ( 7است. حال از تساوي )

 توان دريافت كه سادگی میبه
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(8                                                          )(
𝛼−𝑎0

𝑎𝑗
)

∗

∉ 𝑅(𝐾). 

𝑏كنيم براي هر اكنون ادعا می ∈ 𝐾 ،�̃�(
𝛼−𝑎0

𝑎𝑗
− 𝑏) ≤ 𝑏خلاف( فرض كنيد يك . براي اثبات اين ادعا )به0 ∈ 𝐾 

�̃�كه طوريوجود دارد به (
𝛼−𝑎0

𝑎𝑗
− 𝑏) > يعنی  0

𝛼−𝑎0

𝑎𝑗
− 𝑏 ∈ 𝑂𝐾(𝛼)كند كه ( ايجاب می6همراه ). اين نتيجه به

𝑏 ∈ 𝑂𝐾(𝛼)توان نوشت . در نتيجه می 

0 = (
𝛼 − 𝑎0

𝑎𝑗
− 𝑏)

∗

= (
𝛼 − 𝑎0

𝑎𝑗
)

∗

− 𝑏∗. 

∗𝑏كه جايیاما از آن ∈ 𝑅(𝐾)( در تناقض است و اين نشان می8، اين نتيجه با ) دهد كه براي هر𝑏 ∈ 𝐾، 

�̃� (
𝛼 − 𝑎0 − 𝑏𝑎𝑗

𝑎𝑗
) ≤ 0. 

𝑏در نتيجه براي هر  ∈ 𝐾 ،�̃�(𝛼 − 𝑎0 − 𝑏𝑎𝑗) ≤ 𝑣(𝑎𝑗) چون اين رابطه براي هر .𝑏 ∈ 𝐾 توان برقرار است، می

𝑑براي هر  ∈ 𝐾 نوشت ،�̃�(𝛼 − 𝑑) ≤ 𝑣(𝑎𝑗)( 5. از سوي ديگر بنابر ،)�̃�(𝛼 − 𝑎0) = 𝑣(𝑎𝑗) بنابراين .�̃�(𝛼 −

𝑎0)  يك ماكسيمم براي مجموعه{�̃�(𝛼 − 𝑎)|𝑎 ∈ 𝐾} از قضيه را در اين حالت نيز ثابت  4 است و اين برقراري عبارت

 كند.می

�̃�(𝛼}فرض كنيد :  1 ⇐ 4 − 𝑎)|𝑎 ∈ 𝐾}  داراي عضو ماكسيمم�̃�(𝛼 − 𝑎0)  براي 𝑎0 ∈ 𝐾 باشد. براي اثبات

است و بنا به رابطه  𝑝خلاف( فرض كنيم چنين نباشد. چون اين توسيع از درجه اول ، )به𝐾(𝛼)|𝐾نقص بودن توسيع بی

𝐺(𝐾(𝛼))بايست بلافصل باشد يعنی (، الزاماً می1) = 𝐺(𝐾)  و𝑅(𝐾(𝛼)) = 𝑅(𝐾)در نتيجه . 

�̃�(𝛼 − 𝑎0) ∈ 𝐺(𝐾), 

𝑏كند كه ايجاب می ∈ 𝐾 كه طوريوجود دارد به�̃�(𝛼 − 𝑎0) = 𝑣(𝑏) اين بدان معنی است كه .
𝛼−𝑎0

𝑏
∈ 𝑂𝐾(𝛼) 

)و از اينرو 
𝛼−𝑎0

𝑏
)∗ ∈ 𝑅(𝐾) لذا .𝑑 ∈ 𝑂𝐾 اي برگزيد كه گونهتوان بهمی را(

𝛼−𝑎0

𝑏
)∗ = 𝑑∗ طور معادل يا به

�̃� (
𝛼−𝑎0

𝑏
− 𝑑) > �̃�(𝛼. بنابراين 0 − 𝑎0 − 𝑏𝑑) > 𝑣(𝑏) = �̃�(𝛼 − 𝑎0)جايی كه . اما از آن𝑎0 + 𝑏𝑑 ∈ 𝐾 ،

�̃�(𝛼اين نامساوي با فرض  − 𝑎0) = max {�̃�(𝛼 − 𝑎)|𝑎 ∈ 𝐾}  در تناقض است. بنابراين𝐾(𝛼)|𝐾  يك توسيع

 نقص است.بی
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