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Introduction 
Let ܽ be an ideal of Noetherian ring ܴ and ܯ,ܰ be finitely generated ܴ-
modules. Recall that, for each ݅ ൒ 0, i-th generalized local cohomology 
module ܯ,ܰ	with respect to ܽ is defined by 
 

௔௜ܪ ሺܯ,ܰሻ ≔ lim
௡ሬԦ
	

௔௜ܪ ሺܯ/ܽ௡ܯ,ܰሻ. 

Also, recall that  ܿ݀ሺܽ,ܯ,ܰሻ,	 the cohomological dimension of R-modules M 
and N with respect to an ideal ܽ of a commutative Noetherian ring ܴ is  
 

ሼ݅݌ݑݏ ∈ ଴ܰ:	ܪ௔௜ ሺ	ܯ,ܰሻ ് 0ሽ. 
 
In this paper, we study attached prime ideals of top local cohomology 
modules. Let ܴ be a Noetherian ring and ܽ be an ideal of 	ܴ. Let ܯ and ܰ be 
non-zero finitely generated ܴ-modules. Assume that  ݀݌ሺܯሻ ൌ ݀ ൏ ∞, 
ܿ݀ሺܽ, ܰሻ ൌ ܿ ൏ ∞	.	We will prove that   
 

݅ሻ	൜݌ ∈ ,ܿ݀ሺܽ		ோܰ:݌݌ݑܵ ሻ݌/ܴ ൌ ܿ, dim
ܴ
݌
ൌ ܿൠ ⊆  ,௔௖ሺܰሻሻܪோሺݐݐܣ

݅݅ሻ		ݐݐܣோሺܪ௔ௗା௖ሺܯ,ܰሻሻ ⊆ ሼ݌ ∈ ,ܯ,ܿ݀ሺܽ		ோܰ:݌݌ݑܵ ሻ݌/ܴ ൌ ݀ ൅ ܿሽ, 

݅݅݅ሻ	൜݌ ∈ ோܰ݌݌ݑܵ ∶ ܿ݀ ൬ܽ,ܯ,
ܴ
݌
൰ ൌ ݀ ൅ ܿ, dim

ܴ
݌
ൌ ܿ	ൠ

⊆  .ሻሻܰ,ܯ௔ௗା௖ሺܪோሺݐݐܣ
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  چكيده   اطلاعات مقاله

  مقاله پژوهشينوع مقاله: 
  
  
 20/1/1400 :افتيدر خيتار

  25/3/1400: بازنگري خيتار
  28/3/1400: رشيپذ خيتار
  17/11/1402: انتشار خيتار
  
  

   هاي كليدي:واژه
  ،هاي كوهمولوژي موضعيمدول
  اول چسبيده.  هايلآايده

  

مولد باشند. در  اين مقاله  متناهيمدول  -ܴدو    	ܰو   ܯو   ܴنوتري  حلقة آل از يك ايده ܽكنيم   فرض
 نيمكمي .  در ابتدا ثابتكنيمميآخرين مدول ناصفر كوهمولوژي موضعي را  بررسي اول چسبيدة  هايلآايده
ሻܯ,ሺܽ݀ܿاگر   ൌ ܿ ൏   گاهآن ∞

	൜݌ ∈ ,ሺܽ݀ܿ		:ܯோ݌݌ݑܵ ሻ݌/ܴ ൌ dim
ܴ
݌
ൌ ܿൠ ⊆  .ሻሻܯ௔௖ሺܪோሺݐݐܣ

مدول  -ܴيك  ܰو  ݀مولد ناصفر با بعد تصويري متناهيمدول  -ܴيك  ܯ 	اگر كنيمميدر ادامه ثابت 
 گاهآن	باشد،   ܿبعد كوهمولوژيك مولد ناصفر با متناهي

ሻሻܰ,ܯ௔ௗା௖ሺܪோሺݐݐܣ ⊆ ൜݌ ∈ ோܰ݌݌ݑܵ ∶ ܿ݀ ൬ܽ,ܯ,
ܴ
݌
൰ ൌ ݀ ൅ ܿ	ൠ 

  همچنين  و    

൜݌ ∈ ோܰ݌݌ݑܵ ∶ ܿ݀ ൬ܽ,ܯ,
ܴ
݌
൰ ൌ ݀ ൅ ܿ, dim

ܴ
݌
ൌ ܿ	ൠ ⊆ ,ܯ௔ௗା௖ሺܪோሺݐݐܣ ܰሻሻ. 

ሻሻܰ,ܯ௔ௗା௖ሺܪோሺݐݐܣتساوي   دهيمميهمچنين نشان   ൌ تحت شرايطي خاص  ௔௖ሺܰሻሻܪோሺݐݐܣ
  برقرار است.

  
  
  

  .146- 136)، 3( 9، هاي رياضيپژوهش. ناصفركوهمولوژي موضعي آخرين مدول اول چسبيدة هايلآايده). 1402( شهرام ، رضايي: استناد
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  مقدمه
مولد متناهيمدول   -ܴدو   ܰو    ܯو   ܴ آليك ايده ܽدار است. جابجايي، نوتري و يكحلقة يك  ܴدر اين مقاله      

  صورت، ها بهمدول -ܴروي رسته   ௔ሺെሻ߁تاب   – ܽهستند. فانكتور 
ሻ:ൌܯ௔ሺ߁ ሼ݉ ∈ ܯ ∶ ݐ	∃ ∈ Գ, ܽ௧݉ ൌ 0ሽ ൌ∪௡∈Գ ሺ0:ெ ܽ௡ሻ 

݅. براي هر شودتعريف مي ∈ Գ଴ ،݅ - ߁  1امين فانكتور مشتق شده راست௔ሺെሻ    ܪرا با௔௜ ሺെሻ   امين  -݅نمايش داده و
௔௜ܪ	مدول - ܴ. شودميناميده  ܽفانكتور كوهمولوژي موضعي نسبت به  ሺܯሻ ܯامين مدول كوهمولوژي موضعي  -݅را  

݅. براي هر نامندمي ܽآل نسبت به ايده ∈ Գ଴  اثبات شده است:) رابطه زير 1. 8.3، قضيه  ]4[(، در  

௔௜ܪ ሺ	ܯሻ ≅ lim→
௡
ோݐݔܧ

௜ ൬
ܴ
ܽ௡	

 .൰ܯ,

صورت زير تعريف را به a لآايدهنسبت به   Nو  Mامين مدول كوهمولوژي موضعي تعميم يافته دو مدول  -i،  ]11[هرزوگ 
  كرده است:     

Hୟ୧ ሺ	M, Nሻ ≔ lim→
୬
Extୖ

୧ ሺM/a୬M,Nሻ. 

Mبه ازاي  ൌ R توان ديد سادگي ميبه. Hୟ୧ ሺR, Nሻ ൌ Hୟ୧ ሺNሻ  

ست. هامدولهاي اول چسبيدة  اين لآايدهي كوهمولوژي موضعي تعيين مجموعه هامدوليكي از مسائل مهم در نظرية  
 هاي آن هستند. برخي از نمونه] 7[و  ]6[، ]5[، ]3[ده است كه منابع دست آمتاكنون نتايج متعددي در اين رابطه به

) مدول كوهمولوژي 7. 7.1، تمرين  ]4[به ( باشد، بنا nمدول متناهي مولد ناصفر با بعد كرول متناهي  െRيك  M	 اگر
  )،5.2، قضيه  ]7[آرتيني است و بنا به (  Hୟ୬ሺMሻموضعي 

AttୖሺHୟ୬ሺMሻሻ ൌ ሼp ∈ mAssୖM ∶ cdሺa, R/pሻ ൌ nሽ. 
  شود:صورت زير تعريف ميبه a لآايدهنسبت به   Mمدول  -Rكنيم كه بعد كوهمولوژيك لازم است  يادآوري 

cdሺa,Mሻ ൌ sup൛i ∈ N଴:	Hୟ୧ ሺMሻ ് 0ൟ. 
  شود:صورت زير تعريف ميبه a  لآايده، نسبت به  Nو  Mهاي مدول -Rهمچنين بعد كوهمولوژيك 

cdሺa,M, Nሻ ൌ sup൛i ∈ N଴:	Hୟ୧ ሺM, Nሻ ് 0ൟ. 
  دهيم. ارجاع مي ]8[در رابطه با بعد كوهمولوژيك به  براي جزييات بيشتر 

 )  قضية زير اثبات شده است: 3,3، قضيه ]3[در (

                                                            
1 Right derived functor  
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  باشد. در اين صورت    cمولد ناصفر با بعد كوهمولوژيك متناهي متناهيمدول  െRيك   Mفرض كنيد . 1قضيه 

	AttୖHୟୡሺMሻ ⊆ ሼp ∈ SuppୖM:	cdሺa, R/pሻ ൌ cሽ. 
به طور دقيق در حالت كلي تعيين نشده است و اين مساله كه آيا رابطه شمول  AttୖሺHୟୡሺMሻሻ	تاكنون اعضاي مجموعة 

هايي مجموعه، زير AttୖሺHୟୡሺMሻሻبالا يك تساوي هست يا خير، هنوز يك مساله باز است .در اين مقاله با بررسي مجموعة 
cdሺa,Mሻر باشد و  مولد ناصفمتناهيمدول  	െRيك M كنيم اگرآوريم. ابتدا ثابت ميدست مياز آن را به ൌ c ൏ ∞ 

  گاهآن

	൜p ∈ SuppୖM:		cdሺa, R/pሻ ൌ dim
R
p
ൌ cൠ ⊆ AttୖሺHୟୡሺMሻሻ. 

,cdሺaهمچنين با فرض  Rሻ ൌ cdሺa,Mሻ ൌ c ൏   نشان مي دهيم،     ∞

൛p ∈ SuppୖM:		cdሺa, R/pሻ ൌ c, 	injdimୖ/୮R/p ൌ cൟ	⊆ AttୖሺHୟୡሺMሻሻ. 

كه  طوريمولد ناصفر باشند بهمدول متناهي -Rدو  Nو  M يك حلقة نوتري موضعي باشد و ሺR,mሻدر حالتي كه  
pdሺMሻ ൌ d   وdimN ൌ n ) رابطه زير اثبات شده است:2. 3، قضيه  ]5[،  در  (  

AttୖሺHୟୢା୬ሺM, Nሻሻ ൌ ሼp ∈ AssୖN ∶ cdሺa,M, R/pሻ ൌ d ൅ nሽ. 
  كنيم.  در اين مقاله حكم فوق را بدون شرط موضعي بودن حلقه بررسي مي

pdሺMሻمولد ناصفر باشند و  مدول متناهي -Rدو  Nو  M يك حلقه نوتري (نه لزوما موضعي) باشد و Rاگر  ൌ d ൏ ∞ 
,cdሺaو   Nሻ ൌ c ൏   گاه،  آن ∞

iሻ		AttୖሺHୟୢାୡሺM, Nሻሻ ⊆ ሼp ∈ SuppୖN ∶ cdሺa,M, R/pሻ ൌ d ൅ cሽ, 

iiሻ	൜p ∈ SuppୖN ∶ cd ൬a,M,
R
p
൰ ൌ d ൅ c, dim

R
p
ൌ c	ൠ ⊆ AttୖሺHୟୢାୡሺM, Nሻሻ. 

 گاه تحت شرايطي داريميك دامنه نوتري باشد، آن Rدهيم كه اگر همچنين نشان مي

AttୖሺHୟୢାୡሺM, Nሻሻ ൌ AttୖሺHୟୡሺNሻሻ. 
 

  نتايج اصلي. 1

به قسمي كه   Lمانند  Mگويند اگر يك مدول خارج قسمتي از مي Mبه  اول چسبيده لآايدهرا يك  pاول  لآايده
	AnnሺLሻ ൌ p وجود داشته باشد. اگرM هاي اول چسبيده لآايدهپذير باشد، تعريف فوق با تعريف رايج يك مدول نمايش

 AttୖM، با نماد  M مدول - Rهاي اول چسبيده به لآايده ). مجموعه]12[شود تطابق دارد (ُ نمايش بيان ميكه با نظريه
  شود.نمايش داده مي
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  گاهدلخواه باشد، آن مدول -Rيك  X اگر .2لم 

AttୖሺM⊗ୖ Xሻ			 ൌ SuppୖM	⋂	AttୖX.	 

  ) مراجعه شود.2. 11، لم ]1[به (. اثبات

  گيرد. لم زير در اثبات برخي نتايج اين مقاله مورد استفاده قرار مي

pdሺMሻ	كه طوريمدول متناهي مولد ناصفر باشند به െRدو  Nو  M اگر. 3 لم  ൌ d ൏     مدول -	L R،و 	∞

⊇كه طوريمولد ديگري باشد بهمتناهي SuppୖL SuppୖN گاه ، آن . cdሺa,M, Nሻ ൑ cdሺa,M, Lሻ  

  )  مراجعه شود.B، قضيه ]2[. به (اثبات

  دهد. كوهمولوژي موضعي تعميم يافته ارائه مي هايمدولگزارة بعد، يك كران بالا براي بعد كوهمولوژيك 

pdሺMሻكه طوريمدول متناهي مولد ناصفر باشند به െRدو  Nو  M اگر. 4 گزاره ൌ d ൏ dimሺNሻو  ∞ ൌ n ൏ ∞ ،
iگاه براي هر آن ൐ d ൅ n  داريم	Hୟ୧ ሺM, Nሻ ൌ ,cdሺa,Mبنابراين  و 0 Nሻ ൑ d ൅nعبارتي، اگر . به

Hୟୢା୬ሺM, Nሻ ് .گاه آن 0 cdሺa,M, Nሻ ൌ d ൅n    

  )  مراجعه شود.3. 7، قضيه  ]13[.  به  (اثبات

pdሺMሻمولد ناصفر باشند و  متناهيمدول  െRدو  Nو  M اگر. 5 گزاره ൌ d ൏ ,cdሺaو   ∞ Nሻ ൌ c ൏ گاه ، آن∞
iبراي هر  ൐ d ൅ c  داريم	Hୟ୧ ሺM, Nሻ ൌ ,HୟୢାୡሺM 	و همچنين0 Nሻ ≅ Extୖ

ୢሺM,HୟୡሺNሻሻ .  

  )  مراجعه شود. 2. 8، گزاره ]9[.  به ( اثبات

  كنيم.هاي كوهمولوژي موضعي اثبات ميي مدولهاي اول چسبيدهلآايدهاي بين مجموعه در گزارة بعد رابطه

pdሺMሻمولد ناصفر باشند كه  متناهيمدول  െRدو  Nو  M . اگر6 گزاره ൌ d ൏ ,cdሺaو   ∞ Nሻ ൌ c ൏   گاهآن ∞

AttୖHୟୢାୡሺM, Nሻ ൌ SuppୖሺExtୖ
ୢሺM, Rሻሻ ∩ AttୖHୟୡሺNሻ 

.و در نتيجه  AttୖHୟୢାୡሺM, Nሻ ⊆ AttୖHୟୡሺNሻ  

,HୟୢାୡሺMداريم،   5بنابر گزارة . اثبات Nሻ ≅ Extୖ
ୢሺM,HୟୡሺNሻሻچون فانكتور .Extୖ

ୢሺM,െሻ   ،دقيق راست است
  شود:نتيجه مي

						HୟୢାୡሺM, Nሻ ≅ Extୖ
ୢ൫M,HୟୡሺNሻ൯ 

 ≅ ቀExtୖ
ୢሺM, Rሻ⊗ୖ HୟୡሺNሻቁ.																															  

  داريم: 2اكنون با استفاده از لم 
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AttୖHୟୢାୡሺM, Nሻ ൌ SuppୖሺExtୖ
ୢሺM, Rሻሻ ∩ AttୖHୟୡሺNሻ. 

,AttୖHୟୢାୡሺM	دهد كه رابطة بالا نشان مي  Nሻ ⊆ AttୖHୟୡሺNሻ.  

AttୖHୟاي از مجموعه  در قضية بعد كه اولين نتيجه اصلي اين مقاله است، زيرمجموعه
ୡୢሺୟ,୑ሻሺMሻ  آوريم.دست ميرا به  

cdሺa,Mሻمولد ناصفر باشد و  متناهيمدول  െRيك  M اگر. 7 قضيه ൌ c ൏   گاهآن ∞

	൜p ∈ SuppୖM:		cdሺa, R/pሻ ൌ dim
R
p
ൌ cൠ ⊆ AttୖሺHୟୡሺMሻሻ. 

p. فرض كنيد اثبات ∈ SuppୖM ،	cdሺa, R/pሻ ൌ cوdim
ୖ

୮
ൌ c	همچنين، در ابتدا فرض كنيد .  

cdሺa,Mሻ ൌ cdሺa, Rሻ ൌ c. 
  ، داريم2دقيق راست است و بنا به لم  Hୟୡሺെሻبنابراين فانكتور 

AttୖHୟୡሺMሻ ൌ SuppୖM ∩ AttୖHୟୡሺRሻ. 
HୟୡሺR/pሻدر نتيجه  ് و لذا بنا به 	qϵAttୖሺHୟୡሺR/pሻሻ	كهطوريوجود دارد به  qآل اول مانند و بنابراين  يك ايده 	0

,cdሺaداريم  1قضية  R/qሻ ൌ c.  

pاز طرف ديگر    ⊆ AnnୖሺHୟୡሺR/pሻ ⊆∩୯∈	୅୲୲౎ሺୌ౗ౙሺୖ/୮ሻሻ q   و بنابراينp ⊆ qما. ا  

c ൌ cdሺa, R/qሻ ൑ dim
R
q
൑ dim

R
p
ൌ c 

q پس ൌ p    و بنابراينpϵAttୖሺHୟୡሺR/pሻሻ 0. اما از دنباله دقيق→R/p	 →		R→  p→0 دست بروريختي  زير به
  آيد:  مي

0→HୟୡሺR/pሻ→HୟୡሺRሻ  

.دهد كه نتيجه مي p ∈ AttୖHୟୡሺRሻ اكنون از تساوي	AttୖHୟୡሺMሻ ൌ SuppୖM ∩ AttୖHୟୡሺRሻ شود نتيجه مي
pكه  ∈ AttୖHୟୡሺMሻ	 .و در اين حالت قضيه برقرار است  

cحال فرض كنيد  ൌ cdሺa,Mሻ ് cdሺa, Rሻ .  

bقرار دهيد  ≔ AnnୖM  3. بنا به لم  ،. c ൌ cdሺa,Mሻ ൌ cdሺa, R/bሻ  ) قضيه ]4[از طرفي، بنا به قضيه استقلال ،
i)، براي هر عدد صحيح 4. 1.2 ൒ Hୟ୧داريم   0 ሺMሻ ≅ H

ୟቀ౎
ౘ
ቁ

୧ ሺMሻ  در نتيجه 

cdሺa,Mሻ ൌ cdሺaሺR/bሻ,Mሻ ൌ cdሺaሺR/bሻ, R/bሻ.  

pچون  ∈ SuppୖM  پسpሺ
ୖ

ୠ
ሻ ∈ Suppୖ/ୠM  و چونHୟ୧ ሺR/pሻ ≅ H

ୟሺ
౎
ౘ
ሻ

୧ ሺR/pሻ  براي هر عدد  صحيحi ൒ 0 
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cdپس   ቀaሺ
ୖ

ୠ
ሻ, R/pቁ ൌ c،بنابراين .  

pሺ
R
b
ሻ ∈ ቐpሺ

R
b
ሻ ∈ Suppୖ/ୠM:		cd ൬aሺ

R
b
ሻ, R/p൰ ൌ dim

R/b

pሺ
R
bሻ

ൌ cቑ. 

ୖلذا بنا به استدلال حالت اول براي حلقه  

ୠ
  شود كه نتيجه مي 

p ൬
R
b
൰ ∈ Attୖ

ୠ
H
ୟቀୖୠቁ
ୡ ሺMሻ. 

pبنابراين  ∈ AttୖሺHୟሺ౎
ౘ
ሻ

ୡ ሺMሻሻ اكنون يكريختي .Hୟ୧ ሺMሻ ≅ H
ୟሺ
౎
ౘ
ሻ

୧ ሺMሻ دهد نتيجه ميp ∈ AttୖሺHୟୡሺMሻሻ.  

مدول ناصفري باشد  M  ،െRباشد. اگر  Rيآل ناصفري از حلقهايده aيك دامنه صحيح نوتري و  Rفرض كنيد . 8 گزاره
0	كه طوريبه ൑ injdimሺMሻ ൌ t ൏ cdሺa,Mሻو	∞ ൌ injdimሺMሻ	 گاه  آنAnnୖHୟ୲ሺMሻ ൌ 0 .  

  مراجعه شود.) 1. 1، قضيه ]10[.  به  (اثبات

,cdሺaفرض كنيد . 9 لم Rሻ ൌ c ൏ ,cdሺaكه  طورياولي باشد به لآايده ݌ و  ∞ R/pሻ ൌ 	injdimୖ/୮R/p ൌ c  
pدراينصورت   ∈ AttୖHୟୡሺRሻ.  

cd) ،  4. 1.2، قضيه  ]4[.  بنا به قضية استقلال (اثبات ቀaሺ
ୖ

୔
ሻ, R/pቁ ൌ cdሺa, R/pሻ  بنابراين .

cd ቀa ቀ
ୖ

୔
ቁ ,

ୖ

୮
ቁ ൌ injdim౎

౦
ሺ
ୖ

୮
ሻ ൌ c  شود كه نتيجه مي 8و از گزارهAnnୖ/୮ሺHୟሺ౎

౦
ሻ

ୡ ሺR/pሻሻ ൌ 0 .

AnnୖHୟୡሺR/pሻ	لذا ൌ 	p		دهد كه نشان ميp ∈ AttୖHୟୡሺR/pሻ  .  

  آيد:بروريختي  زير به دست مي R→  p→0		 →	R/p→0از طرف ديگر،  از دنباله دقيق 

0→HୟୡሺR/pሻ→HୟୡሺRሻ  

p	دهد  كه  نتيجه مي ∈ AttୖHୟୡሺRሻ.  

  بعد، دومين نتيجه  اصلي اين مقاله است. ُ قضية

c	كه طوريمدول متناهي مولد ناصفر باشد  به R-يك  M. اگر 10 قضيه  ൌ cdሺa, Rሻ ൌ cdሺa,Mሻ ൏   گاه، آن		∞

൜p ∈ SuppୖM:		cd ൬a,
R
p
൰ ൌ injdimୖ/୮R/p ൌ cൠ 	⊆ AttୖሺHୟୡሺMሻሻ. 

p. فرض كنيد اثبات ∈ SuppୖM   وcdሺa, R/pሻ ൌ c  و	injdimୖ/୮R/p ൌ cچون فانكتور .Hୟୡሺെሻ  دقيق راست
  شود:است، نتيجه مي
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						HୟୡሺMሻ ≅ M⊗ୖ HୟୡሺRሻ. 
  داريم: 2از لم پس با استفاده 

AttୖHୟୡሺMሻ ൌ SuppୖM ∩ AttୖHୟୡሺRሻ. 

p	شود كه نتيجه مي 9اما از لم  ∈ AttୖHୟୡሺRሻ و  چون فرض شد كهp ∈ SuppୖM دهد كه تساوي بالا نشان مي
	p ∈ 	AttୖHୟୡሺMሻ	.  

  لم زير براي اثبات قضيه بعد نياز است .

pdሺMሻكهطوريمولد ناصفر باشند بهمتناهيمدول  	െRدو N و M. فرض كنيد 11 لم ൌ d ൏ ,cdሺaو  	∞ Nሻ ൌ c ൏

pهر  راي. در اينصورت ب ∞ ∈ SuppୖN  كهطوريبهcdሺa,M, R/pሻ ൌ d ൅ c	  داريمcdሺa, R/pሻ ൌ c.   

pچون. اثبات ∈ SuppୖN  بنابراينSuppୖR/p ⊆ SuppୖN 3لم  لذا بنابه و از،   cdሺa, R/pሻ ൑ cdሺa, Nሻ=c .
,cdሺaاگر  R/pሻ ൏ c آن شود نتيجه مي 5گاه از گزارهHୟୢାୡሺM, R/pሻ ൌ . اما اين تساوي با فرض 0

cdሺa,M, R/pሻ ൌ d ൅ c   تناقض دارد. بنابراينcdሺa, R/pሻ ൌ c.  

pdሺMሻكه طوريمولد ناصفر باشند بهمتناهيمدول  െRدو  Nو  M اگر. 12 قضيه ൌ d ൏ ,cdሺaو   ∞ Nሻ ൌ c ൏

  گاهآن ،∞

൜p ∈ SuppୖN:		cd ൬a,M,
R
p
൰ ൌ d ൅ c, dim

R
p
ൌ cൠ 	⊆ AttୖሺHୟୢାୡሺM, Nሻሻ. 

pكهقسمياولي باشد به لآايده  pفرض كنيد . اثبات ∈ SuppୖN  ،cdሺa,M, R/pሻ ൌ d ൅ c و dim
ୖ

୮
ൌ c  . در

,cdሺaشود كه نتيجه مي 11از لم  اينصورت R/pሻ ൌ c		  7قضية  به و بنا، p ∈ AttୖሺHୟୡሺNሻሻ از طرف ديگر چون .
cd ቀa,M,

ୖ

୮
ቁ ൌ d ൅ c شودنتيجه مي HୟୢାୡሺM, R/pሻ ്  كهطوريبه  qاول مانند  لآايدهكم يك و بنابراين دست 0

qϵAttୖሺHୟୢାୡሺM, R/pሻሻ  6وجود دارد. همچنين، بنا به گزارة ،  

AttୖHୟୢାୡሺM, R/pሻ ൌ SuppୖሺExtୖ
ୢሺM, Rሻሻ ∩ AttୖHୟୡሺR/pሻ. 

q	پس  ∈ SuppୖሺExtୖ
ୢሺM, Rሻሻ و	. q	 ∈ AttୖHୟୡሺR/pሻ چونdim

ୖ

୮
ൌ c  و	q	 ∈ AttୖHୟୡሺR/pሻ  با

qشود كه  ديديم نتيجه مي 7استدلالي شبيه آنچه در برهان قضية  ൌ p پس .  

p ∈ SuppୖሺExtୖ
ୢሺM, Rሻሻ ∩ AttୖHୟୡሺNሻ. 

  ، 6از طرف ديگر بنا به گزارة 

AttୖHୟୢାୡሺM, Nሻ ൌ SuppୖሺExtୖ
ୢሺM, Rሻሻ ∩ AttୖHୟୡሺNሻ. 

pشودبنابراين از روابط بالا نتيجه مي ∈ AttୖሺHୟୢାୡሺM, Nሻሻ	 .  
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  هاي كوهمولوژي موضعي تعميم يافته است.  براي مدول 1قضية بعد، تعميم قضية 

pdሺMሻكه طوريمولد ناصفر باشند بهمتناهيمدول  െRدو  Nو  M اگر. 13 قضيه ൌ d ൏ ,cdሺaو   ∞ Nሻ ൌ c ൏

  گاهآن ∞

	AttୖሺHୟୢାୡሺM, Nሻሻ ⊆ ሼp ∈ SuppୖN:		cdሺa,M, R/pሻ ൌ d ൅ cሽ. 
,HୟୢାୡሺM اگر. اثبات Nሻ ൌ ,AttୖሺHୟୢାୡሺM	گاه آن 0 Nሻሻ ൌ و بنابراين حكم قضيه در اين حالت برقرار است.  ⌀

,HୟୢାୡሺMكنيم فرض مي Nሻ ് pو  0 ∈ 	AttୖሺHୟୢାୡሺM, Nሻሻ	  زير برقرار است: ، تساوي 6.  بنا به گزارة  

AttୖHୟୢାୡሺM, Nሻ ൌ SuppୖሺExtୖ
ୢሺM, Rሻሻ ∩ AttୖHୟୡሺNሻ 

  ،1و بنا به قضية 

	AttୖሺHୟୡሺNሻሻ ⊆ ሼp ∈ SuppୖN:		cdሺa, R/pሻ ൌ cሽ. 
pپس ∈ SuppୖሺExtୖ

ୢሺM, Rሻሻ	 ،p ∈ SuppୖN  و	cdሺa, R/pሻ ൌ c چون .cdሺa, R/pሻ ൌ c شودنتيجه مي 
HୟୡሺR/pሻ ് qكهوجود دارد  qآل اول لذا يك ايده، 0 ∈ 	AttୖሺHୟୡሺR/pሻሻ	 .چون p ⊆ 	AnnୖሺHୟୡሺR/pሻሻ  و

AnnୖሺHୟୡሺR/pሻሻ	،	)،3. 2، لم  ]3[به  ( بنا ⊆ 	∩୯∈	୅୲୲౎ሺୌ౗ౙሺୖ/୮ሻሻ q		شود نتيجه ميp ⊆ q  .  

p			از طرف ديگر ∈ SuppୖሺExtୖ
ୢሺM, RሻሻوExtୖ

ୢሺM, Rሻ  شودنتيجه مي مولد است و بنابراينمتناهي 
. q ∈ SuppୖሺExtୖ

ୢሺM, Rሻሻ پس  

q ∈ SuppୖሺExtୖ
ୢሺM, Rሻሻ⋂	AttୖሺHୟୡሺR/pሻሻ ൌ AttୖHୟୢାୡሺM, R/pሻ. 

,AttୖHୟୢାୡሺMبه عبارت ديگر  R/pሻ ് ,HୟୢାୡሺMو در نتيجه  ∅ R/pሻ ്   دهد. اين رابطه نشان مي0

cdሺa,M, R/pሻ ൌ d ൅ c 
  شود.و  حكم حاصل مي

كه طوريمولد ناصفر باشند بهمتناهيمدول  െRدو  Nو  Mيك حلقة نوتري موضعي باشد و   (R,m) فرض كنيد . 14 نتيجه
pdሺMሻ كه ൌ d ൏ 0و ∞ ൏ cdሺa, Nሻ ൌ c ൏ ,HୟୢାୡሺMاگر  دراينصورت. ∞ Nሻ ് ,HୟୢାୡሺMگاهآن، 0 Nሻ	 

  مدول با طول متناهي نيست. െRيك 

,HୟୢାୡሺMفرض كنيد  . اثبات Nሻ   يكെR ) 7. 2. 12، نتيجه ]4[مدول با طول متناهي باشد. در اينصورت بنابر ،(
m ∈ AttୖHୟୢାୡሺM, Nሻ.  داريم،  13لذا از قضيةcdሺa,M, R/mሻ ൌ d ൅ c داريم    4. از طرف ديگر، طبق گزارة
cdሺa,M, R/mሻ ൑ d .كه يك تناقض است  

مولد ناصفر باشند  متناهيمدول  െRدو  Nو  Mو  nيك دامنه صحيح نوتري و موضعي از بعد  Rفرض كنيد  .15 قضيه
pdሺMሻكه طوريبه ൌ d ൏ ,cdሺaو   ∞ Nሻ ൌ c ൏ ,Hୟୢା୬ሺM. در اينصورت اگر  ∞ Rሻ ്   گاهآن 0
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	AttୖሺHୟୢାୡሺM,Nሻሻ ൌ AttୖHୟୡሺNሻ. 
  ) داريم،2. 3، قضيه  ]5[(  بنا به. اثبات

AttୖHୟୢା୬ሺM, Rሻ ൌ ሼp ∈ AssୖR:		cdሺa,M, R/pሻ ൌ d ൅ nሽ. 
,Hୟୢା୬ሺM	از فرض Rሻ ് ,cdሺa,Mشود نتيجه مي 4و گزارة 	0 Rሻ ൌ d ൅ n دهد كه  و بنابراين تساوي بالا نشان مي

0 ∈ AttୖሺHୟୢା୬ሺM, Rሻሻ  زير برقرار است: ، تساوي 6. اما  بنا به گزارة  

AttୖHୟୢା୬ሺM, Rሻ ൌ SuppୖሺExtୖ
ୢሺM, Rሻሻ ∩ AttୖHୟ୬ሺRሻ 

0و بنابراين  ∈ SuppୖሺExtୖ
ୢሺM, Rሻሻ  و در نتيجهSuppୖሺExtୖ

ୢሺM, Rሻሻ ൌ Spec	R .  حال با استفاده مجدد از
  داريم 6گزارة 

AttୖHୟୢାୡሺM, Nሻ ൌ SuppୖሺExtୖ
ୢሺM, Rሻሻ ∩ AttୖHୟ୬ሺNሻ. 

.	بنابراين AttୖሺHୟୢାୡሺM, Nሻሻ ൌ AttୖHୟୡሺNሻ	  

مولد ناصفر باشند متناهيمدول  െRدو  Nو  Mيك دامنه صحيح نوتري موضعي باشد و همچنين  Rفرض كنيد  .16 قضيه
pdሺMሻكه طوريبه ൌ d ൏ 0و   ∞ ൑ injdimୖN ൌ t ൏ ,cdሺa,M. دراينصورت اگر ∞ Nሻ ൌ d ൅ t گاهآن  

	AttୖሺHୟୢା୲ሺM, Nሻሻ ൌ AttୖHୟ୲ ሺNሻ. 

,AnnୖሺHୟୢା୲ሺM،	) داريم 2. 6، قضيه  ]10[( بنا به. اثبات Nሻሻ ൌ 0	در نتيجه   0 ∈ AttୖሺHୟୢା୲ሺM, Nሻሻ . اكنون
  تساوي

AttୖHୟୢା୲ሺM, Nሻ ൌ SuppୖሺExtୖ
ୢሺM, Rሻሻ ∩ AttୖHୟ୲ ሺNሻ 

0دهد نشان مي ∈ SuppୖሺExtୖ
ୢሺM, Rሻሻ  و در نتيجهSuppୖሺExtୖ

ୢሺM, Rሻሻ ൌ Spec	R .  لذا از تساوي بالا
,AttୖሺHୟୢା୲ሺM	گيريم نتيجه مي Nሻሻ ൌ AttୖHୟ୲ ሺNሻ	شود.  و برهان كامل مي  

 

  تشكر و قدرداني

  از داوران محترم مجله كه نظرات ارزندة آنان موجب اصلاحات مفيد براي اين مقاله گرديد، نهايت تشكر و قدرداني را دارم. 
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