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Introduction 
The concept of weak module amenability for Banach algebras which are 
Banach module over another Banach algebra with compatible actions, was 
introduced by Amini and Bagha in [2]. As an example, they showed the 
semigroup algebra ℓଵሺSሻ of a commutative inverse semigroup S is always 
weakly amenable as a module over the semigroup algebra ℓଵሺEሻ of its 
subsemigroup E of idempotents. Also, the author of the current paper and 
Pourabbas in [7] extended this result and showed that ℓଵሺSሻ  is ሺ2݊ ൅ 1ሻ-
weakly ℓଵሺEሻ-module amenable. Let A and B be Banach algebras, and M be a 
Banach A, B-module, that means, M is a left Banach A-module and right 

Banach B-module. Then ࣮ ൌ ቄቂ
ܽ ݉

ܾ ቃ : ܽ ∈ ,ܣ ܾ ∈ ݉,ܤ ∈  ቅ, equippedܯ

with the usual operations associated with 2 × 2 matrices and the Banach space 

norm ቛቂ
ܽ ݉

ܾ ቃቛ ൌ ‖ܽ‖ ൅ ‖݉‖ ൌ ‖ܾ‖, becomes a Banach algebra which is 

called a triangular Banach algebra. This class of Banach algebras was studied 
by Forrest and Marcoux in [4]. They have studied the weak amenability of 
triangular Banach algebras in [5]. They consider the cases where A and B have 
units and M is unital A, B-module, and showed that the weak amenability of ࣮ 
is equivalent to the weak amenability of the corner Banach algebras A and B, 
where ࣮ is unital. The author of the current paper and Pourabbas in [9] (see 
also [6] and [3]) extended this result and showed that the weak module 
amenability of ࣮ is equivalent to the weak module amenability of the corner 
Banach algebras A and B, where ࣮ is unital.  

Material and Methods 
Let ܣ and ि be Banach algebras such that ܣ is a Banach ि-module with 
compatible actions and let ܺ be a Banach ܣ-module and a Banach ि-module 
with compatible actions. Then we say that X is a Banach 	ि-ܣ-module. An ि-
module map D: ܣ ⟶ ܺ is called an ि-module derivation if 

ሺܾܽሻܦ ൌ ܽ ⋅ ሺܾሻܦ ൅ ሺܽሻܦ ⋅ ܾ																ሺܽ, ܾ ∈  .ሻܣ
Although D is not necessarily linear, but still its boundedness implies its norm 
continuity. When ܺ is a commutative Banach ि-ܣ-module, any ݔ ∈ ܺ defines 
an ि-module derivation ܽ݀௫:	ܣ ⟶ ܺ by ܽ݀௫ሺܽሻ ൌ ܽ ⋅ ݔ െ ݔ ⋅ ܽ				ሺܽ ∈  ሻܣ
which is called inner ि-module derivation. We use the notation ࣴि

ଵሺܣ, ܺሻ for 
the set of all ि-module derivations from ܣ to ܺ and ࣜि

ଵሺܣ, ܺሻ for those which 
are inner. The first ि-module cohomology group with coefficients in ܺ is 
denoted by ࣢ि

ଵሺܣ, ܺ) which is the quotient group ࣴि
ଵሺܣ, ܺሻ ࣜि

ଵሺܣ, ܺሻ⁄ . The 
Banach algebra ܣ is called ሺ݊ሻ-weak ि-module amenable if ࣢ि

ଵ൫ܣ, ሺ௡ሻ൯ܣ ൌ 0  



(݊ ∈ Գ). 
 Let ि, ܣ and B be Banach algebras such that both ܣ and ܤ are Banach ि-
modules with compatible actions and let ܯ be a Banach ܣ,  ,module, that is-ܤ
 module. Furthermore, let-ܤ module and a right Banach-ܣ	is a left Banach ܯ
-ܤ-module and commutative Banach ि-ܣ-be commutative Banach ि ܯ
module with compatible actions. The space 

࣮ ൌ ቄቂ
ܽ ݉

ܾ ቃ : ܽ ∈ ,ܣ ܾ ∈ ݉,ܤ ∈  	ቅܯ

equipped with the usual 2×2 matrix addition and formal multiplication and 

the norm ቛቂ
ܽ ݉

ܾ ቃቛ ൌ ‖ܽ‖஺ ൅ ‖ܾ‖஻ ൅ ‖݉‖ெ is a Banach algebra, which 

is called the triangular Banach algebra. We define ॎ ൌ ቄቂߙ
ߙ
ቃ : ߙ ∈

ि	ቅ ≃ ि. The triangular Banach algebra ࣮ with the usual matrix product is a 

commutative Banach ॎ-module. Note that, ࣮ is not a commutative algebra. 

Results and discussion 
A discrete semigroup ܵ is called an inverse semigroup if for each ݏ ∈ ܵ there 
is a unique element ݏ∗ ∈ 	ܵ such that ݏ∗ݏݏ	 ൌ ∗ݏݏ∗ݏ and ݏ	 ൌ 	  The .∗ݏ
semigroup ܵ		is called commutative if ݐݏ	 ൌ ,ݏ	for each ݏݐ	 ݐ ∈ ܵ. An element 
݁ ∈ ܵ is called an idempotent if ݁	 ൌ 	 ݁∗ ൌ 	 ݁ଶ. The set of idempotent 
elements of ܵ is denoted by ܧ. Throughout this paper, we consider a 
commutative (not necessary unital) inverse semigroup ܵ with idempotent set 
 ሻ-module with theܧIn this case ℓଵሺSሻ is a commutative Banach ℓଵሺ .ܧ
following actions 

௦ߜ ⋅ ௘ߜ ൌ ௘ߜ ⋅ ௦ߜ ൌ ௘ߜ ∗ ௦ߜ ൌ  , ௘௦ߜ

where ߜ௦	and ߜ௘ are the point mass at ݏ ∈ ܵ and ݁ ∈  respectively. Also, we ,ܧ

will assume that ܯ ൌ
ℓభሺSሻ

ெబ
 , where ܯ଴ is the closed linear span of 			ሼߜ௘௦ െ

,ܧ߳݁	:௦ߜ ࣮ ሽ in ℓଵሺܵሻ.  Suppose	ܵ߳ݏ ൌ ቄቂ
ܽ ࢓

ܾ ቃ : ܽ, ܾ ∈ ℓ
ଵሺSሻ,࢓ ∈  ቅ andܯ

ॎ ൌ ቄቂߙ
ߙ
ቃ : ߙ ∈ ℓଵሺEሻቅ ≃ ℓଵሺEሻ. 

In this case ࣮∗ is a commutative Banach ॎ-	࣮-module. Recently in [8], it is 
shown that for every ݊ ∈ Գ, the triangular Banach algebra ࣮ ൌ

൤
ℓଵሺSሻ ℓଵሺSሻ/ܯ଴

										ℓଵሺSሻ
൨		is ሺ2n+1)-weakly ॎ-module amenable. In this 

paper, we show that for every ݊ ∈ Գ,  ࣮ is ሺ2n)-weakly ॎ-module 
amenable, without any additional conditions on S and ܧ. 

Conclusion 
The results of this paper and Corollary 4.1 of [8] proves that the triangular 

Banach algebra ࣮ ൌ ൤
ℓଵሺSሻ ℓଵሺSሻ/ܯ଴

ℓଵሺSሻ
൨	is permanent weakly module 

amenable (as an ॎ-module (or ℓଵሺEሻ-module)). 

How to cite: Nasrabadi, E. (2023). (2n)-Weak Module Amenability of Triangular Banach Algebras on Semigroup 
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  چكيده  اطلاعات مقاله
  مقاله پژوهشينوع مقاله:

  
  
 22/3/1400 :افتيدر خيتار

  2/3/1401: بازنگري خيتار
  7/3/1401: رشيپذ خيتار
  17/11/1402: انتشار خيتار
  
  

   هاي كليدي:واژه
  ، گروهيجبر نيم

   ،يجبر باناخ مثلث
   ،پذيري مدولي ضعيفميانگين

اولين گروه كوهومولوژي 
  .مدولي

  

 باشد. جبرهاي Eگروه معكوس جابجايي (نه لزوماً يكدار) با مجموعه عناصر خودتوانِ يك نيم Sكنيد فرض

࣮ باناخ مثلثي و جبر   ،ℓଵሺEሻ	ℓଵሺSሻگروهينيم ൌ ቈ
ℓଵሺSሻ ℓଵሺSሻ/M଴

	 ℓଵሺSሻ
቉ و  زير جبر  

	ॎ ൌ ቄቂα
	 α

ቃ :	α ∈ ℓଵሺEሻቅ  كه در آنM଴ اي از زيرفضاي بستهℓଵሺSሻ ، توليد شده توسط
ሼδୣୱي مجموعه െ δୱ:	eϵE, sϵS	ሽ  است را در نظر بگيريد. اين اواخر نويسنده اين مقاله همراه با

nنشان دادند كه براي هر  [8]رمضانپور و آسرائي در  ∈ Գ ،ሺ2n ൅ 1ሻ -ضعيف پذيري مدوليِگينيانم 

ሺ2nمدول) و  -ॎ(بعنوان  ࣮جبر باناخ مثلثي ൅ 1ሻ-مدوليِ ضعيف پذيري ميانگينℓଵሺSሻ  بعنوان)
ℓଵሺEሻ-كنيم كه حكم براي مدول)، معادل هستند. ما در اين مقاله اين حكم را توسيع داده و ثابت مي

در حالت غير يكدار بودن اين جبرها نيز صادق هم آن ،مدوليِ ضعيفپذيري ميانگين-ሺ2nሻحالت زوج يعني 
  است. 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

)، 3( 9، هاي رياضيپژوهش .گروهيپذيري مدولي ضعيف جبرهاي باناخ مثلثي روي جبرهاي نيمميانگين- (2n)). 1402( ؛ابراهيم، نصرآبادي: استناد
235 – 250.  

  نويسندگان. ©                                                                                                                خوارزميدانشگاه ناشر: 
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 مقدمه
معرفي شد كه در واقع توسيعي از  ]1[در  2جبرهاي باناخ، نخستين بار توسط اميني 1مدولي پذيريمفهوم ميانگين

،  ܧبا مجموعه عناصر خودتوان  ܵگروه معكوس ه براي هر نيمپذيري جانسون (هاخشيلد) است. وي نشان داد كميانگين
است. البته وي  ܵگروه نيم پذيريمدول)، معادل ميانگين-ሻܧℓଵሺ(بعنوان  ℓଵሺܵሻگروهي پذيري مدولي جبر نيمميانگين

  شكل را به 	ℓଵሺܵሻروي ሻܧℓଵሺعمل مدولي 

௘ߜ )1( ∙ ௦ߜ ൌ ௦ߜ				,				௦ߜ ∙ ௘ߜ ൌ ݏሺ																																								௦௘ߜ ∈ ܵ	, ݁ ∈   													,ሻܧ
ݏاي) عناصر ترتيب توابع مشخصه (جرم نقطههب ௘ߜو  ௫ߜكه در آن  درنظر گرفت ∈ ݁و  ܵ ∈ كمي بعدتر هستند.  ܧ
گروه نشان دادند كه براي هر نيمو  كردند معرفي ]2[	دررا  جبرهاي باناخ 4ضعيف پذيري مدوليِمفهوم ميانگين 3اميني و بقا

كه در آن عمل مدولي را به شكل  استمدوليِ ضعيف -ሻܧℓଵሺپذير ميانگين ℓଵሺܵሻگروهي جبر نيم، ܵمعكوس جابجايي 
  متفاوت زير در نظر گرفتند:

௘ߜ )2( ∙ ௦ߜ ൌ ௦ߜ ∙ ௘ߜ 	ൌ ݏሺ													௦௘ߜ ∈ ܵ	, ݁ ∈   																																																.ሻܧ
ها را روي خانواده بسيار مهمي از جبرهاي باناخ بنام ]، اشتقاق4در [ 6و ماركوس 5تر، فورستاز سويي ديگر خيلي قبل

ا ثابت كردند كه پذيري ضعيف اين نوع جبرها را بررسي كردند. آنه]، ميانگين5جبرهاي باناخ مثلثي مطالعه و سپس در [
پذير ضعيف باشند. اي آن نيز ميانگينپذير ضعيف است اگر و تنها اگر جبرهاي گوشهيك جبر باناخ مثلثي يكدار، ميانگين

] را نيز ببينيد) و بعد از 6] ([9در [ 7كه البته بعد از معرفي حالت مدولي اين مفاهيم، نويسنده اين مقاله همراه با پورعباس
شان در حالت يكدار ]، نتايج فورست و ماركوس را به حالت مدولي توسيع دادند كه تمام نتايج3در [ 9باريو ج 8آن بداغي

بدون داشتن فرض توان در حالتي خاص، كه آيا مي مطرح استسوال اين بودن جبرهاي باناخ مثلثي حاصل شده است. حال 
  دهيم.ما به اين سوال پاسخ مي ، همان احكام را نتيجه گرفت؟ در اين مقالهيكداري اين جبرها

كنيد باشد. همچنين فرض ܧگروه معكوس جابجايي (نه لزوماً يكدار) با مجموعه عناصر خودتوان يك نيم ܵكنيد فرض
ℓଵሺܵሻ	  وℓଵሺܧሻ دانيم كه باشند. مي ܧو  ܵگروهي ترتيب جبرهاي نيمهبℓଵሺܵሻ	 ) تبديل به يك 2با عمل (ℓଵሺܧሻ -

௘௦ߜሼتوليد شده توسط  ℓଵሺܵሻرا زيرفضاي بسته از  ଴ܯشود. مدول باناخ دوطرفه جابجايي مي െ ,ܧ߳݁	:௦ߜ در   ሽ	ܵ߳ݏ
 صورتبهرا  ࣮نظر بگيريد. ما در اين مقاله جبر مثلثي 

࣮ ൌ ቄቂܽ ሾ݉ሿ
	 ܾ

ቃ : ܽ, ܾ ∈ ℓଵሺSሻ, ሾ݉ሿ ∈ ℓଵሺSሻ/ܯ଴ቅ, 

                                                            
1   Module Amenability 
2  Amini 
3   Bagha 
4   Weak Module Amenability 
5   Forrest 
6   Marcoux 
7   Pourabbas 
8   Bodaghi 
9   Jabbari 
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ॎاگر گيريم. در نظر مي ≔ ቄቂߙ
	 ߙ

ቃ ߙ	: ∈ ℓଵሺܧሻ	ቅ همراه با ضرب معمولي ماتريسي، نرم و عمل  ࣮صورتدر اين
نويسنده اين مقاله  اخيراًشود. مدول باناخ جابجايي غير يكدار تبديل مي-ॎيك جبر مدولي كه در ادامه ارائه خواهيم داد، به 

݊] نشان دادند كه براي هر 8همراه با همكارانش در [ ∈ Գ مفاهيم ،ሺ2݊ ൅ 1ሻ-پذيري ميانگينॎ- و  ࣮مدوليِ ضعيف
ሺ2݊ ൅ 1ሻ-پذيري ميانگينℓଵሺܧሻ- مدوليِ ضعيفℓଵሺܵሻ كوهومولوژيگروه اولين ، معادل هستند. در واقع ثابت كردند كه 

ॎ- ِ࣮با ضرائب در  ࣮مدوليሺଶ௡ାଵሻ  كوهومولوژيگروه با اولين ℓଵሺܧሻ- ِمدوليℓଵሺܵሻ  ضرائب درباℓଵሺܵሻሺଶ௡ାଵሻ	 
  :صورتبه

࣢ॎ
ଵ൫࣮, ࣮ሺଶ௡ାଵሻ൯ ≃ ࣢ℓభሺ୉ሻ

ଵ ൫ℓଵሺSሻ, ℓଵሺSሻሺଶ௡ାଵሻ൯ ⊕࣢ℓభሺ୉ሻ
ଵ ൫ℓଵሺSሻ, ℓଵሺSሻሺଶ௡ାଵሻ൯, 

توسيع داده  برداشته شده است. ما در اين مقاله اين نتيجه را ࣮اين در حالي است كه فرض يكدار بودن  در ارتباط هستند.
  كنيم:ها، ثابت ميو نشان خواهيم داد كه احكام براي حالت زوج نيز صادق است. در واقع با همان فرض

࣢ॎ
ଵ൫࣮, ࣮ሺଶ௡ሻ൯ ≃ ࣢ℓభሺ୉ሻ

ଵ ൫ℓଵሺSሻ, ℓଵሺSሻሺଶ௡ሻ൯ ⊕࣢ℓభሺ୉ሻ
ଵ ൫ℓଵሺSሻ, ℓଵሺSሻሺଶ௡ሻ൯, 

مدول) است اگر و تنها اگر جبر -ॎ(بعنوان مدوليِ ضعيف پذير ميانگين-ሺ2݊ሻ ،࣮كه بدين معني است كه جبر باناخ مثلثي 
مدوليِ پذير مدول) است و چون ميانگين-ሻܧℓଵሺ(بعنوان مدوليِ ضعيف پذير ميانگين-ℓଵሺܵሻ ،ሺ2݊ሻاي آن يعني گوشه

يابيم لذا با توجه به نتايج اين مقاله در مياست، ] ثابت شده3اي در [مدول) از هر مرتبه-ሻܧℓଵሺ(بعنوان  ℓଵሺܵሻضعيف 
 مدول) است.-ॎ(بعنوان مدوليِ ضعيف پذير اي ميانگيناز هر مرتبه ،࣮كه 

 پردازيم.ابتدا به بيان مفاهيم و روابط اوليه مورد نياز در اين مقاله مي

هم يك  ܺبا اعمال سازگار بوده بعلاوه،  مدول باناخ دوطرفه- िيك  ܣطوري كه جبرهاي باناخ باشند، به िو  ܣكنيد فرض
مدول باناخ -ि-ܣيك  ܺصورت، مدول باناخ دوطرفه با اعمال سازگار باشد. در اين -िمدول باناخ دوطرفه و هم يك -ܣ

(هم مدول باناخ جابجايي -ि-ܣرا يك  ܺ] رجوع كنيد). 9] و [8]، [7]، [6]، [2شود. (براي جزعيات بيشتر به [ناميده مي
  جابجايي) گوييم هرگاه داشته باشيم:

ߙ ∙ ݔ ൌ ݔ ∙ ሺܽ								ߙ ∙ ݔ ൌ ݔ ∙ ܽሻ							൫ߙ ∈ ि, ܽ ∈ ,ܣ ݔ ∈ ܺ൯. 

مدول باناخ -ि	-ܣ) نيز با اعمال زير يك ܺ(دوگان  ∗ܺمدول باناخ (جابجايي) باشد، در اين صورت -ि- ܣيك  ܺاگر 
  (جابجايي) است.

൫ߙ ∙ ݂൯ሺݔሻ ൌ ݂൫	ݔ ∙ ൫ሺܽ				,		൯ߙ ∙ ݂ሻሺݔሻ ൌ ݂ሺ	ݔ ∙ ܽሻ൯							൫ߙ ∈ ि, ܽ ∈ ,ܣ	 ݔ ∈ ܺ, ݂ ∈ ܺ∗൯, 

مدول باناخ دوطرفه جابجايي باشد، -िيك  ܣاگر  كه به طرز مشابه براي سمت ديگر هم قابل تعريف است. در حالت ويژه
  باناخ جابجايي خواهد بود. مدول-ि-ܣيك  ܣآنگاه 
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ܣ:ܦنگاشت پيوسته  .1تعريف  →   هرگاه در شرايط زير صدق كند: ناميم ܣ روي جبر  1مدولي-िشتقاق را يك ا ܺ

ሺܽܦ േ ܾሻ ൌ ሺܽሻܦ േ ሺܾܽሻܦ						,					ሺܾሻܦ ൌ ܽ ⋅ ሺܾሻܦ ൅ ሺܽሻܦ ൉ ܾ				ሺ	ܽ, ܾ ∈   ,ሻܣ
  

ߙሺܦ ൉ ܽሻ ൌ ሺܽܦ						,					ሺܽሻܦ൉ߙ ൉ ሺܽሻܦ		ൌ	ሻߙ ൉ ߙሺ																ߙ ∈ ि, ܽ ∈   .ሻܣ
  لزوماً خطي نيستند. ،هاي مدوليالبته بايد دقت شود كه اشتقاق

ݔمدول باناخ جابجايي باشد، در اين حالت عنصر -ि-ܣيك  ܺكنيد فرض ∈  िنسبت به مدولِ  2را يك عنصر مركزي ܺ
نمايش  Cenिܺرا با نماد  िنسبت به مدول  ܺجابجا شود. مجموعه كليه عناصر مركزي  िبا كليه عناصر  ݔهرگاه  ناميم
  . دهيممي

كه آن را يك اشتقاقِ  كندشكل زير تعريف ميبه مدولي-ि، يك اشتقاقِ िنسبت به مدول  ܺهر عنصر مركزي   .2تعريف 
ि-ناميم.مي 3مدولي دروني  

ሺܽሻܦ ൌ ௫ሺܽሻࢊࢇ ൌ ܽ ൉ ݔ െ ݔ	 ൉ ܽ										ሺ	ܽ ∈  .ሻܣ

Cenिܺمدول باناخ جابجايي باشد،  -ि-ܣيك  ܺواضح است كه اگر  ൌ جابجايي مدول باناخ هم-ि-ܣيك  ܺو اگر  ܺ
  صفر است.دروني، مدولي -िباشد، آنگاه هر اشتقاق 

  مدولي -ि، هر اشتقاق ܺمدول باناخ -ि- ܣمدولي گوئيم هرگاه به ازاي هر -ि پذيرِميانگينرا  ܣجبر باناخ  .3تعريف 
ܣ:ܦ →  مدولي ضعيف)-िپذير ميانگين-ሺ݊ሻ(مدوليِ ضعيف -िذيرِ پميانگين را ܣجبر باناخ دروني باشد. همچنين ، ܺ

:ܦمدولي -िگوئيم، هرگاه هر اشتقاق  ܣ → :ܦ( ∗ܣ ܣ →  )، دروني باشد.ሺ௡ሻܣ

كنيد مجموعه هاي كوهومولوژي مدولي مرتبه اول نيز قابل بيان هستند. فرضتعاريف فوق از طريق مفهوم گروه. 4نكته 
Ƶिرا با نماد  ܺبه  ܣدولي از م-िهاي همه اشتقاق

ଵ ሺܣ, ܺሻ هاي و مجموعه همه اشتقاقि- را با  ܺبه  ܣمدولي دروني از

िࣜنماد 
ଵሺܣ, ܺሻ ࣢قسمتي  ر اين صورت گروه خارجد دهيم.نمايشि

ଵሺܣ, ܺሻ ൌ
Ƶ
ि
భሺ஺,௑ሻ

ࣜ
ि
భሺ஺,௑ሻ

 ܣاولين گروه كوهومولوژي را  

مدولي است، هرگــاه به ازاي -ि پذيرميانگين ܣبر باناخ ــبا اين نمادگذاري، واضح است كه ج ناميم.مي  ܺرائب در ــبا ض
࣢िداشته باشيم  ܺمدول باناخ -ि-ܣهر 

ଵሺܣ, ܺ∗ሻ ൌ ሼ0ሽ  را  ܣجبر باناخ وሺ݊ሻ-پذير ميانگينि- گوئيم، مدوليِ ضعيف
࣢िاگر 

ଵ൫ܣ, ൯	ሺ௡ሻܣ ൌ ሼ0ሽ .  
 ܤو  ܣكنيد دامه به تعريف جبرهاي باناخ مثلثي و جزعيات آن پرداخته و خواص آنها را بيان خواهيم نمود. فرضدر ا

,ܣሺ يك ܯجبرهاي باناخ و    يمدول راست) باشد، در اين صورت مجموعه-ܤمدول چپ و -ܣمدول باناخ (-ሻܤ
                                                            
1  ि	- Module Derivation 
2  Central element 
3  ि	- Module Inner Derivation 
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࣮ ൌ ቄቂ
ܽ ݉
	 ܾ ቃ : ܽ ∈ ,ܣ ܾ ∈ ݉,ܤ ∈  ,ቅܯ

ቛቂها و نرمِ ريسبا ضرب معمولي مات
ܽ ݉
	 ܾ ቃቛ ൌ ‖ܽ‖஺ ൅ ‖݉‖ெ ൅ ‖ܾ‖஻  يك جبر باناخ بوده كه به جبر باناخ

࣮صورت به عنوان فضاي باناخ به ࣮از طرف ديگر، از اينكه جبر باناخ مثلثي معروف است.  ≃ است، لذا   ܤଵ⨁ܯଵ⨁ܣ
ሺ௡ሻ࣮صورت بهام آن -݊دوگان مرتبه  ≃ روي عناصر  ሺ௡ሻ࣮خواهد بود و اثر عناصر  ሺ௡ሻܤሺ௡ሻ⨁ஶܯሺ௡ሻ⨁ஶܣ

࣮ሺ௡ିଵሻ  ) را ببينيد ]9[و  ]8[به صورت زير است.(  

	ቂ
ߤ ߛ
	 ቃߠ ൬൤

߶ ߮
	 ߰൨൰ ൌ ሺ߶ሻߤ ൅ ሺ߮ሻߛ ൅ ൤	൬					ሺ߰ሻߠ

߶ ߮
	 ߰൨ 	∈ 	࣮

ሺ௡ିଵሻ	, ቂ
ߤ ߛ
	 ቃߠ ∈ ࣮

ሺ௡ሻ൰.  
گروه يك نيم ܵكه در آن  ℓଵሺܵሻگروهي را به شكلي خاص و با استفاده از جبر نيم ࣮باناخ مثلثي  ما در اين مقاله جبر

  صورتبهاست،  ܧمعكوس جابجايي (نه لزوماً يكدار) با مجموعه عناصر خودتوان 

࣮ ൌ ቄቂܽ ሾ݉ሿ
	 ܾ

ቃ : ܽ, ܾ ∈ ℓଵሺSሻ, ሾ݉ሿ ∈ ℓଵሺSሻ/ܯ଴ቅ, 

௘௦ߜሼتوليد شده توسط  ℓଵሺܵሻزيرفضاي بسته از  ଴ܯگيريم كه در آن در نظر مي െ ,ܧ߳݁	:௦ߜ است. براي هر   ሽ	ܵ߳ݏ

ሾ݉ሿ ∈
ℓభሺୗሻ

ெబ
ሾ݉ሿكنيد ، فرض ൌ :ߩكه   ሺ݉ሻߩ ℓଵሺSሻ →

ℓభሺୗሻ

ெబ
قسمتي باشد. با در نظر ، همان نگاشت طبيعي خارج

ॎگرفتن  ൌ ቄ	ቂߙ
	 ߙ

ቃ ߙ	: ∈ ℓଵሺܧሻ	ቅ به يك  با عمل مدولي زير ࣮، جبرॎ- ًمدول باناخ دوطرفه جابجايي (نه لزوما
  شوديكدار) تبديل مي

)3(               	ቂߙ
	 ߙ

ቃ ⋅ ቂܽ ሾ݉ሿ
	 ܾ

ቃ ൌ ቂܽ ሾ݉ሿ
	 ܾ

ቃ ⋅ 	 ቂߙ
	 ߙ

ቃ ൌ ቂܽߙ ሾ݉ሿߙ
	 ܾߙ

ቃ,  

ߙቂكه در آن   0
0 ߙ

ቃ ∈ ॎ  وቂܽ ሾ݉ሿ
0 ܾ

ቃ ∈  هايبا عملتوان نشان داد كه قرا مي. بوسيله است ࣮

)4(         ቂܽ ሾ݉ሿ
	 ܾ

ቃ ⋅ ൤
߶ ߮
	 ߰൨ ൌ ൤

ܽ߶ ൅ ሾ݉ሿ߮ ܾ߮
	 ܾ߰

൨, 

)5(         ൤
߶ ߮
	 ߰൨ ⋅ ቂ

ܽ ሾ݉ሿ
	 ܾ

ቃ ൌ ൤
߶ܽ ߮ܽ
	 ߮ሾ݉ሿ ൅ ܾ߰

൨,  

 ࣮ሺଶ௡ାଵሻ  هايمدول باناخ دوطرفه و با عمل-࣮به يك 

)6(          ቂܽ ሾ݉ሿ
	 ܾ

ቃ ⋅ ቂ
ߤ ߛ
	 ቃߠ ൌ ቂܽߤ ሾ݉ሿߠ ൅ ߛܽ

	 ߠܾ
ቃ, 

)7(               ቂ
ߤ ߛ
	 ቃߠ ⋅ ቂ

ܽ ሾ݉ሿ
	 ܾ

ቃ ൌ ቂܽߤ ሾ݉ሿߤ ൅ ܾߛ
	 ܾߠ

ቃ,  

࣮ሺଶ௡ሻ شود كه مدول باناخ دوطرفه تبديل مي-࣮ بهቂܽ ሾ݉ሿ
0 ܾ

ቃ ∈ ࣮ ،൤
߶ ߮
	 ߰൨ 	∈ 	࣮

ሺଶ௡ାଵሻ  وቂ
ߤ ߛ
	 ቃߠ ∈

࣮ሺଶ௡ሻ.  
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  هايبا ضابطه ℓଵሺSሻሺଶ௡ାଵሻ، عناصري در  ሾ݉ሿ߮و  ሾ݉ሿ߮روابط فوق، توجه داشته باشيد كه در 

)8(         ሺ	ሾ݉ሿ߮ሻሺߤሻ ൌ ߮ሺߤሾ݉ሿሻ,				ሺ߮ሾ݉ሿሻሺߠሻ ൌ ߮ሺሾ݉ሿߠሻ									൫ߤ, ߠ ∈ ℓଵሺSሻሺଶ௡ሻ൯  

ቀعناصري در   ߠሾ݉ሿو  ሾ݉ሿߤو همچنين 
ℓభሺୗሻ

ெబ
ቁ
ሺଶ௡ሻ

  هايبا ضابطه  

           ሺߤሾ݉ሿሻሺ߱ሻ ൌ ሻሺ߱ሻߠሺሾ݉ሿ			ሺሾ݉ሿ߱ሻ,ߤ ൌ ሺߠሻሺ߱ሾ݉ሿሻ				ቆ߱ ∈ ቀ
ℓభሺୗሻ

ெబ
ቁ
ሺଶ௡ିଵሻ

ቇ ,	

  توان بررسي كرد كه هستند. از طرفي مي

)9(            ሾ݉ሿ߮ ൌ ߮ሾ݉ሿ									ሺଶ௡ାଵሻሺ݉߮ሻ,ߩ ൌ   											ሺଶ௡ାଵሻሺ߮݉ሻߩ
  و

ሾ݉ሿߤ                      )10( ൌ ߠሾ݉ሿ											ሻ,݉ߤሺଶ௡ሻሺߩ ൌ   .ሻߠሺଶ௡ሻሺ݉ߩ
  

 

 نتايج اصلي. 1

ݏگروهي كه براي هر عنصر دلخواه مانند گروه معكوس (نيميك نيم ܵكنيد فرض ∈ ، عنصر منحصربفردي در آن مانند ܵ
∗ݏݏ∗ݏ كه  طورييافت شود به ∗ݏ ൌ ݏ∗ݏݏو  ∗ݏ ൌ  ܵدر  ݁(مجموعه عناصري مانند  ܧتوان ) با مجموعه عناصر خودݏ
݁݁كه  ൌ ݁ଶ ൌ گروه گروهي آن باشد. در اين بخش با فرض اينكه نيمجبر نيم ℓଵሺܵሻكنيد  ) باشد. همچنين فرض݁

ار را مورد بررسي قر  ሺଶ௡ሻ࣮با ضرائب در  ࣮مدوليِ -ॎ كوهومولوژي گروهاولين جابجايي (نه لزوماً يكدار) باشد،  ܵمعكوس 
  كنيم:داده و ثابت مي

࣢ॎ
ଵ൫࣮, ࣮ሺଶ௡ሻ൯ ≃ ࣢ℓభሺ୉ሻ

ଵ ൫ℓଵሺSሻ, ℓଵሺSሻሺଶ௡ሻ൯ ⊕࣢ℓభሺ୉ሻ
ଵ ൫ℓଵሺSሻ, ℓଵሺSሻሺଶ௡ሻ൯ 

گر اين دهيم. در واقع رابطه بالا بيانرا مورد مطالعه قرار مي ࣮مدوليِ ضعيف - ॎپذيري ميانگين-ሺ2݊ሻ و با استفاده از آن
، معادل ℓଵሺܵሻمدوليِ ضعيف -ሻܧℓଵሺپذيري ميانگين-ሺ2݊ሻو  ࣮مدوليِ ضعيف -ॎپذيري ميانگين-ሺ2݊ሻاست كه 
است، لذا با ] ثابت شده3اي در [مدول) از هر مرتبه-ሻܧℓଵሺ(بعنوان  ℓଵሺܵሻمدوليِ ضعيف پذير چون ميانگين هستند و

   مدول) است.-ॎ(بعنوان مدوليِ ضعيف پذيرِ اي ميانگيناز هر مرتبه ،࣮يابيم كه توجه به نتايج اين مقاله در مي

࣮:ܦكنيد فرض. 5لم  → ࣮ሺ௡ሻ  اشتقاقِيك ॎ- ܦهاي و نگاشتمدوليଵ, :ସܦ ℓଵሺܵሻ → ℓଵሺܵሻሺ௡ሻ صورتبه  

ℓଵሺܵሻ	ଵ:ܦ ⟶ ℓଵሺܵሻሺ௡ሻ

ଵሺܽሻܦ ≔ ଵߨ ቆܦ ቀቂ
ܽ 0
	 0

ቃቁቇ
        و                 

ℓଵሺSሻ	ସ:ܦ ⟶ ℓଵሺܵሻሺ௡ሻ

ସሺܾሻܦ ≔ ସߨ ቆܦ ቀቂ
0 0
	 ܾ

ቃቁቇ
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هاي اشتقاقنيز  ସܦو   ଵܦهاي متناظرشان هستند)، تعريف شوند. آنگاه هاي تصوير روي آرايهنگاشت ସߨو  ଵߨ(كه در آنها 
ℓଵሺܧሻ- ܦهستند. برعكس اگر مدوليଵ  ܦوସ  اشتقاقدو ℓଵሺܧሻ- ܦباشند، آنگاه نگاشت مدوليଵସ: ࣮ → ࣮ሺ௡ሻ  كه

ଵସܦصورت به ቀቂ
ܽ ݉
	 ܾ ቃቁ ≔ ൤

ଵሺܽሻܦ 0
	 ସሺܾሻܦ

൨ ،شود نيزتعريف مي	اشتقاقيك  ॎ - ܦاست. بعلاوه مدوليଵସ 

  د.هردو دروني باشن  ସܦو   ଵܦدروني است اگر و تنها اگر 

  شود.شود كه به خواننده واگذار مي) و كمي محاسبات حاصل ميሿ8ሾاز  2,1(همچنين لم  ሿ9ሾاز  1,1با توجه به لم  برهان:

࣮:ܦاگر  .6لم  → ࣮ሺଶ௡ሻ  اشتقاقيك ॎ- در ߛ باشد. آنگاه عنصرمدولي	ܯሺଶ௡ሻ	براي هر عنصر  كه طوريوجود دارد به
݁خودتوان  ∈   داريم ܧ

ܦ                )11( ൬൤
௘ߜ 0
	 ௘ߜ

൨൰ ൌ ቂ0 0
	 0

ቃ,				 

ܦ       )12( ቀቂߜ௘ 0
	 0

ቃቁ ൌ ቂ0 ߛ
	 0

ቃ,				 

ܦ		                    )13( ൬൤
0 0
	 ௘ߜ

൨൰ ൌ ቂ0 െߛ
	 0

ቃ.	  
݇دهيم كه براي هر ابتدا با استقرا نشان مي 	برهان: ∈ Գ:داريم ،	

)14(        Φߜ௘ ൌ Φ ൌ ൫Φ																		௘Φߜ ∈ ,ሺ௞ሻܯ ݁ ∈  ,൯ܧ

߶كنيد فرض ∈ ሺଵሻܯ ൌ ∗ܯو از جايي كه   ∗ܯ ൌ ቀ
ℓభሺௌሻ

ெబ
ቁ
∗
ൌ

ℓಮሺௌሻ

ሺெబሻ఼
ݏلذا براي هر  ، ∈   داريم:، ܵ

ሺ߶ߜ௘ െ ߶ሻሺߜ௦ሻ ൌ ߶ሺߜ௘௦ െ ௦ሻߜ ൌ 0, 
݇براي  )14، رابطه (߶حال با توجه به خطي و پيوستگي نگاشت  ൌ ) براي هر 14كنيد رابطه (درست است. حال فرض 1

݇ ൒ ߶كنيدفرض  درست است. 2 ∈ ሺ௞ሻ ،Φܯ ∈ ݁ ሺ௞ାଵሻܯ ∈   با توجه به فرض استقرا داريم: و ܧ

Φߜ௘ሺ߶ሻ ൌ Φሺߜ௘߶ሻ ൌ Φሺ߶ሻ ൌ Φሺ߶ߜ௘ሻ ൌ  ,௘Φሺ߶ሻߜ

݇) براي 14دهد رابطه (كه نشان مي ൅ يد  ــكنپردازيم. فرضهاي اصلي قضيه ميت. حال به اثبات قسمتنيز درست اس 1

݁ ∈ ൤  اشتقاق است پس با توجه به ܦ) چون 11براي اثبات رابطه ( ܧ
௘ߜ 0
	 ௘ߜ

൨ ൌ ൤
௘ߜ 0
	 ௘ߜ

൨ ൤
௘ߜ 0
	 ௘ߜ

൨:داريم ،  

ܦ ൬൤
௘ߜ 0
	 ௘ߜ

൨൰ ൌ ܦ2 ൬൤
௘ߜ 0
	 ௘ߜ

൨൰, 
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ܦپس  ൬൤
௘ߜ 0
	 ௘ߜ

൨൰ ൌ ቂ0 0
	 0

ቃ ܦ. براي قسمت بعد، با توجه به تعريف اشتقاقଵ  ܦو اينكهଵሺߜ௘ሻ ൌ كنيد ، فرض0

௘ߛبراي عناصر  ∈ ௘ߠو  ሺଶ௡ሻܯ ∈ ℓଵሺܵሻሺଶ௡ሻ	 ، ܦ داشته باشيم ቀቂߜ௘ 0
	 0

ቃቁ ൌ ൤
௘ሻߜଵሺܦ ௘ߛ

	 ௘ߠ
൨ ൌ ൤

0 ௘ߛ
	 ௘ߠ

൨ .
  داريم:) 7) و (6و روابط ( ܦيك بار ديگر با استفاده از خاصيت اشتقاق بودن 

ܦ ቀቂߜ௘ 0
	 0

ቃቁ ൌ ܦ ቀቂߜ௘ 0
	 0

ቃ ቂߜ௘ 0
	 0

ቃቁ	

ൌ ൤
0 ௘ߛ
	 ௘ߠ

൨ ቂߜ௘ 0
	 0

ቃ ൅ ቂߜ௘ 0
	 0

ቃ ൤
0 ௘ߛ
	 ௘ߠ

൨, 

ൌ ቂ0 ௘ߛ௘ߜ
	 0

ቃ ൌ ቂ0 ௘ߛ
	 0

ቃ 

  پذير است داريم:جمع ܦو چون 

ܦ ൬൤
0 0
	 ௘ߜ

൨൰ ൌ ܦ ൬൤
௘ߜ 0
	 ௘ߜ

൨൰ െ ܦ ൬൤
0 0
	 ௘ߜ

൨൰ ൌ ቂ0 0
	 0

ቃ െ ቂ0 ௘ߛ
	 0

ቃ ൌ ቂ0 െߛ௘
	 0

ቃ. 

ݔدهيم كه براي عنصر ديگر كافي است نشان براي اتمام اثبات در نهايت ∈ ௘ߛبايد داشته باشيم:  ܧ ൌ بدين منظور  .௫ߛ

ݔعنصر ديگر  ∈ ܦگيريم. چون  را در نظر مي ܧ ൬൤
௘ߜ 0
	 ௫ߜ

൨൰ ൌ ܦ ൬൤
௘ߜ 0
	 ௫ߜ

൨ ൤
௘ߜ 0
	 ௫ߜ

൨൰ ) 14با توجه به (
  داريم:

	ቂ0 ௘ߛ െ ௫ߛ
	 0

ቃ ൌ ቂ0 ௘ߛ െ ௫ߛ
	 0

ቃ ൤
௘ߜ 0
	 ௫ߜ

൨ ൅ ൤
௘ߜ 0
	 ௫ߜ

൨ ቂ0 ௘ߛ െ ௫ߛ
	 0

ቃ	

																												ൌ ቂ0 ሺߛ௘ െ ௘ߜ௫ሻߛ
	 0

ቃ ൅ ቂ0 ௘ߛ௫ሺߜ െ ௫ሻߛ
	 0

ቃ	

ൌ ቂ0 2ሺߛ௘ െ ௫ሻߛ
	 0

ቃ. 

௘ߛبنابراين  ൌ   و اثبات تمام است. ௫ߛ

࣮:ܦكنيد فرض .7لم  → ࣮ሺଶ௡ሻ  اشتقاقِيك ॎ- در ′ߛ صورت عنصرباشد. در اينمدولي	ܯሺଶ௡ሻ	كه  طوريوجود دارد به 
݁براي هر عنصر خودتوان  ∈ 	داريم: ܧ

ܦ ቀቂ0 ሾߜ௘ሿ
	 0

ቃቁ ൌ ቂ0 ′ߛ
	 0

ቃ. 



 
 

گروهياي باناخ مثلثي روي جبرهاي نيمپذيري مدولي ضعيف جبرهانگينمي- (2n) 

 

 

245 

ቀቂ0ܦكنيد  فرضبرهان:  ሾߜ௘ሿ
	 0

ቃቁ ൌ ൤
௘ᇱߤ ௘ᇱߛ

	 ௘ᇱߠ
൨ ∈ ࣮ሺଶ௡ሻ ܦاست، اگر  اشتقاق ܦ. با توجه به اينكه	را روي هر  

ቂ0كدام از روابط  ሾߜ௘ሿ
	 0

ቃ ൌ ቂ0 ሾߜ௘ሿ
	 0

ቃ ൤
0 0
	 ௘ߜ

൨  وቂ0 ሾߜ௘ሿ
	 0

ቃ ൌ ቂߜ௘ 0
	 0

ቃ ቂ0 ሾߜ௘ሿ
	 0

ቃ  اثر دهيم و از روابط
௘ᇱߤ	. استفاده كنيم، خواهيم داشت: 6) و همچنين لم 7) و (6( ൌ ௘ᇱߠ ൌ ௘ᇱߛ و 0 ൌ كافي است نشان  براي اتمام اثبات. ߛ

ݔدهيم كه براي هر عنصر ديگر  ∈ ௘ᇱߛداريم  ܧ ൌ 	)، داريم:14) و (7)، (6و روابط ( 6بدين منظور با استفاده از لم .  ௫ᇱߛ

ቂ0 ௘ᇱߛ

	 0
ቃ ൌ ቂ0 ௫ߜ௘ᇱߛ

	 0
ቃ	

		 	 		ൌ ቂ0 ௘ᇱߛ

	 0
ቃ ൤
0 0
	 ௫ߜ

൨ ൅ ቂ0 ሾߜ௘ሿ
	 0

ቃ ቂ0 െߛ
	 0

ቃ	

		 		ൌ ܦ ൬ቂ0 ሾߜ௘ሿ
	 0

ቃ ൤
0 0
	 ௫ߜ

൨൰	

		ൌ ܦ ቀቂߜ௘ 0
	 0

ቃ ቂ0 ሾߜ௫ሿ
	 0

ቃቁ 

		 		ൌ ቂ0 ߛ
	 0

ቃ ቂ0 ሾߜ௘ሿ
	 0

ቃ ൅ ቂߜ௘ 0
	 0

ቃ ቂ0 ௫ᇱߛ

	 0
ቃ 

		ൌ ቂ0 ௘ߜ௫ᇱߛ
	 0

ቃ ൌ ቂ0 ௫ᇱߛ

	 0
ቃ. 

௘ᇱߛبنابراين  ൌ   و برهان تمام است. ௫ᇱߛ

࣮:ܦكنيد فرض .8لم  → ࣮ሺଶ௡ሻ  ܦهاي اشتقاقصورت باشد. در اين اشتقاقِ مدولييكଵ, :ସܦ ℓଵሺܵሻ → ℓଵሺܵሻሺଶ௡ሻ 
ݏخواه براي هر عنصر دل كه  طوريوجود دارند به ሺଶ௡ሻܯدر  ′ߛو  ߛو عناصر  ∈ 	داريم: ܧ

ܦ	                                       )15( ቀቂߜ௦ 0
	 0

ቃቁ ൌ ቂܦଵሺߜ௦ሻ ߛ௦ߜ
	 0

ቃ  

൬൤ܦ                 )16(
0 0
	 ௦ߜ

൨൰ ൌ ൤
0 െߜߛ௦
	 ௦ሻߜସሺܦ

൨				  

ቀቂ0ܦ        )17( ሾߜ௦ሿ
	 0

ቃቁ ൌ ൤0 ൫ߩሺଶ௡ሻ ∘ ௦ሻߜଵ൯ሺܦ ൅ ′ߛ௦ߜ
	 0

൨		

ቀቂ0ܦ                    )18( ሾߜ௦ሿ
	 0

ቃቁ ൌ ൤0 ൫ߩሺଶ௡ሻ ∘ ௦ሻߜସ൯ሺܦ ൅ ௦ߜ′ߛ
	 0

൨.			  

باشند كه به  ሺଶ௡ሻܯنيز عناصري در  ′ߛو  ߛساخته و  5هايي باشند كه در لم همان اشتقاق  ସܦو   ଵܦكنيد فرضبرهان: 

ݏبراي عضو دلخواه يافت شدند.  7و  6هاي ترتيب در لم ∈ ௦ߜቀቂܦكنيد فرض ܵ 0
	 0

ቃቁ ൌ ൤
௦ሻߜଵሺܦ ௦ߛ

	 ௦ߠ
൨ از جايي .

௦∗௦ߜعنصري خودتوان است (و لذا  ݏ∗ݏكه  ∈ ℓଵሺܧሻ) داريم: 12) و (7)، (6) از روابط (  
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ܦ ቀቂߜ௦ 0
	 0

ቃቁ ൌ ܦ ቀቂߜ௦ 0
	 0

ቃ ቂߜ௦
∗௦ 0
	 0

ቃቁ 

	        ൌ ൤
௦ሻߜଵሺܦ ௦ߛ

	 ௦ߠ
൨ ቂߜ௦

∗௦ 0
	 0

ቃ ൅ ቂߜ௦ 0
	 0

ቃ ቂ0 ߛ
	 0

ቃ	 

           																								ൌ ቂܦଵሺߜ௦ሻߜ௦∗௦ ߛ௦ߜ
	 0

ቃ ൅ ቂ0 ߛ௦ߜ
	 0

ቃ 

																								ൌ ቂܦଵሺߜ௦௦∗௦ሻ ߛ௦ߜ
	 0

ቃ ൌ ቂܦଵሺߜ௦ሻ ߛ௦ߜ
	 0

ቃ. 

൬൤ܦ) مانند استدلال قبل با فرض 16كند. براي اثبات رابطه () را ثابت مي15كه رابطه (
0 0
	 ௦ߜ

൨൰ ൌ ቂ
௦ߤ ௦ߛ
	 ௦ሻߜସሺܦ

ቃ ،
  ) داريم: 13از رابطه (

ܦ ൬൤
0 0
	 ௦ߜ

൨൰ ൌ ܦ ൬൤
0 0
	 ∗௦௦ߜ

൨ ൤
0 0
	 ௦ߜ

൨൰ 

																								ൌ ቂ0 െߛ
	 0

ቃ ൤
0 0
	 ௦ߜ

൨ ൅ ൤
0 0
	 ∗௦௦ߜ

൨ ቂ
௦ߤ ௦ߛ
	 ௦ሻߜସሺܦ

ቃ	

																								ൌ ቂ0 െߜߛ௦
	 0

ቃ ൅ ൤
0 0
	 ௦ሻߜସሺܦ∗௦௦ߜ

൨ ൌ ൤
0 െߜߛ௦
	 ௦ሻߜସሺܦ

൨.	

  ) داريم:10و در نهايت با توجه به رابطه (

ܦ ቀቂ0 ሾߜ௦ሿ
	 0

ቃቁ ൌ ܦ ቀቂߜ௦ 0
	 0

ቃ ቂ0 ሾߜ௦∗௦ሿ
	 0

ቃቁ	

																											ൌ ቂܦଵሺߜ௦ሻ ߛ௦ߜ
	 0

ቃ ቂ0 ሾߜ௦∗௦ሿ
	 0

ቃ ൅ ቂߜ௦ 0
	 0

ቃ ቂ0 ′ߛ
	 0

ቃ	

																											ൌ ቂ0 ௦∗௦ሿߜ௦ሻሾߜଵሺܦ
	 0

ቃ ൅ ቂ0 ′ߛ௦ߜ
	 0

ቃ	

																											ൌ ൤0 ௦∗௦ሻߜ௦ሻߜଵሺܦሺଶ௡ሻሺߩ ൅ ′ߛ௦ߜ
	 0

൨	

ൌ ൤0 ൫ߩሺଶ௡ሻ ∘ ௦ሻߜଵ൯ሺܦ ൅ ′ߛ௦ߜ
	 0

൨.	

ቂ0با استفاده از تساوي  كند. در آخر نيز  ) را اثبات مي17كه اين ( ሾߜ௦ሿ
	 0

ቃ ൌ ቂ0 ሾߜ௦௦∗ሿ
	 0

ቃ ൤
0 0
	 ௦ߜ

൨ طور مشابه به
  ) را ثابت كرد و برهان تمام است.18توان رابطه (مي
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مدولي -ሻܧℓଵሺهاي و اشتقاق ሺଶ௡ሻ࣮به   ࣮مدولي از -ॎهاي رسيم كه ارتباط مستقيم بين اشتقاقاي مياكنون به قضيه
كند. اين قضيه كمي بعدتر منجر به نتيجه يك بين آنها برقرار ميبهرا آشكار و يك تناظر يك ℓଵሺܵሻሺଶ௡ሻبه   ℓଵሺܵሻاز 

  ارائه خواهيم داد. 10اصلي اين مقاله خواهد شد كه در قضيه 

࣮:ܦنگاشت  .9قضيه  → ࣮ሺଶ௡ሻ	  اشتقاقِيك ॎ-  ࣮به   ࣮مدولي ازሺଶ௡ሻ  هاي اشتقاقاست اگر و تنها اگرℓଵሺܧሻ-
   كه طوريموجود باشند به ሺଶ௡ሻܯدر  ′ߛو  ߛعناصر و  ℓଵሺܵሻሺଶ௡ሻبه   ℓଵሺܵሻاز   ସܦو   ଵܦمدوليِ 

ܦ    		   )19( ቀቂܽ ሾ݉ሿ
	 ܾ

ቃቁ ൌ ቈ
																			ଵሺܽሻܦ ߛܽ െ ܾߛ ൅ ൫ߩሺଶ௡ሻ ∘ ଵ൯ሺ݉ሻܦ ൅ ᇱߛ݉

	 ସሺܾሻܦ
቉,  

)20(         																											ൌ ቈ
																			ଵሺܽሻܦ ߛܽ െ ܾߛ ൅ ൫ߩሺଶ௡ሻ ∘ ସ൯ሺ݉ሻܦ ൅ ݉′ߛ

	 ସሺܾሻܦ
቉,  

  دروني باشند. ସܦو  ଵܦدروني است اگر و تنها اگر  ܦبعلاوه 

 ሺଶ௡ሻܯدر  ′ߛو  ߛعناصر و  ℓଵሺܵሻሺଶ௡ሻبه   ℓଵሺܵሻاز   ସܦو   ଵܦهاي اشتقاق، وجود 8و  5هاي با توجه به لمبرهان: 
مدولي  اشتقاقاست. اما با توجه به تعريف ثابت كند، تضمين شده ℓଵሺܵሻ) را براي توابع مشخصه در 10كه درستي رابطه (
چگال هستند، رابطه گروهي ع مشخصه در جبرهاي نيمپذير است و از طرفي چون تركيبات خطي توابكه پيوسته و جمع

ቂܽ) براي تمام عناصر 20) و (19( ሾ݉ሿ
	 ܾ

ቃ ∈   دهيم:شود. لذا براي اتمام اثبات بايد نشاناثبات مي 	࣮

  مدولي باشند.-ሻܧℓଵሺهاي نگاشت ସܦو  ଵܦاست اگر و تنها اگر  مدولي-ॎنگاشت  ܦالف) 

  باشند. اشتقاق ସܦو  ଵܦگر و تنها اگر است ا اشتقاق ܦب) 

  دروني باشند. ସܦو  ଵܦدروني است اگر و تنها اگر  ܦج) 

࢚و  اشتقاق ܦكنيد اثبات (الف) سخت نيست. براي اثبات (ب) ابتدا فرض ൌ ቂܽ ሾ݉ሿ
	 ܾ

ቃ	  ࢚و′ ൌ ൤ܽ′ ሾ݉′ሿ
	 ܾ′

൨  دو
ᇱሻ࢚ሺܦ࢚باشند و عبارت  ࣮عنصر در  ൅   بناميد.  داريم: Δرا  ᇱ࢚ሻ࢚ሺܦ

߂ ൌ ቂܽ ሾ݉ሿ
	 ܾ

ቃ ቈ
					ଵሺܽ′ሻܦ ߛ′ܽ െ ′ܾߛ ൅ ൫ߩሺଶ௡ሻ ∘ ଵ൯ሺ݉′ሻܦ ൅ ᇱߛ′݉

	 ସሺܾ′ሻܦ
቉	

   												൅ ቈܦଵሺܽሻ					 ߛܽ െ ܾߛ ൅ ൫ߩሺଶ௡ሻ ∘ ସ൯ሺ݉ሻܦ ൅ ݉′ߛ
	 ସሺܾሻܦ

቉ ൤ܽ′ ሾ݉′ሿ
	 ܾ′

൨	

					ൌ ቈ
					ଵሺܽ′ሻܦܽ ܽܽᇱߛ െ ᇱܾߛܽ ൅ ଵሺ݉ᇱሻ൯ܦሺଶ௡ሻ൫ܽߩ ൅ ᇱߛ′݉ܽ ൅ ସሺܾᇱሻሻܦሺଶ௡ሻሺ݉ߩ

	 ସሺܾ′ሻܦܾ
቉ 
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   													൅ ൤ܦଵሺܽሻܽ′				 ଵሺܽሻ݉′ሻܦሺଶ௡ሻሺߩ ൅ ′ܾߛܽ െ ′ܾܾߛ ൅ ସሺ݉ሻܾ′ሻܦሺଶ௡ሻሺߩ ൅ ′ᇱܾ݉ߛ
	 ସሺܾሻܦ

൨	

					ൌ ൤
					ଵሺܽܽ′ሻܦ ܽܽᇱߛ െ ᇱܾܾߛ ൅ ଵሺܽ݉ᇱሻሻܦሺଶ௡ሻሺߩ ൅ ᇱߛ′݉ܽ ൅ ′ᇱܾ݉ߛସሺܾ݉ᇱሻሻ൅ܦሺଶ௡ሻሺߩ

	 ସሺܾܾ′ሻܦ
൨ 

					ൌ ቈ
					ଵሺܽܽ′ሻܦ ܽܽᇱߛ െ ᇱܾܾߛ ൅ ൫ߩሺଶ௡ሻ ∘ ଵ൯ሺܽ݉ᇱሻܦ ൅ ᇱߛ′݉ܽ

	 ସሺܾܾ′ሻܦ
቉ 

										൅ ൤0					 ൫ߩሺଶ௡ሻ ∘ ′ᇱܾ݉ߛସ൯ሺܾ݉ᇱሻ൅ܦ
	 0

൨	

						ൌ	ܦ ൬൤ܽܽ′
ሾܽ݉′ሿ

	 ܾܾ′
൨൰ ൅ ܦ ቀቂ0 ሾܾ݉′ሿ

	 0
ቃቁ		 

						ൌ	ܦ ቀቂܽ ሾ݉ሿ
	 ܾ

ቃ ቂܽ
ᇱ ሾ݉ᇱሿ
	 ܾᇱ

ቃቁ 

						ൌ 	.ሻ′࢚࢚ሺܦ

	شود، نيز بهنتيجه مي ܦبودن  اشتقاقاز  ସܦو  ଵܦبودن  اقاشتقحالت برعكس كه  	است. اشتقاق ܦدهد كه نشان مي

  شود. همين صورت حاصل مي

ቂ݂مانند  ሺଶ௡ሻ࣮اشتقاق دروني بوده و براي عنصري در  ܦكنيد در نهايت براي اثبات  قسمت (ج)، فرض ݃
	 ݄

ቃ  داشته
ܦباشيم  ൌ ࢊࢇ

ቂ௙ ௚
	 ௛

ቃ
	داريم:  ℓଵሺܵሻدر   ܾو  ܽدلخواه  صورت براي عناصر. در اين		

																൤
ଵሺܽሻܦ ߛܽ െ ܾߛ
	 ସሺܾሻܦ

൨ ൌ ܦ ቀቂܽ 0
	 ܾ

ቃቁ 

											ൌ ቂܽ 0
	 ܾ

ቃ ቂ݂ ݃
	 ݄

ቃ െ ቂ݂ ݃
	 ݄

ቃ ቂܽ 0
	 ܾ

ቃ 

															          	ൌ ቂ݂ܽ ܽ݃
	 ܾ݄

ቃ െ ቂ݂ܽ ܾ݃
	 ݄ܾ

ቃ 

														            		ൌ ൤
௙ሺܽሻࢊࢇ ܽ݃ െ ܾ݃

	 ௛ሺܾሻࢊࢇ
൨.	

يك جبر    	ℓଵሺܵሻሺଶ௡ሻدروني باشند. چون  ସܦو  ଵܦكنيد دروني هستند. برعكس، فرض ସܦو  ଵܦدهد كه نشان مي
ℓଵሺܵሻ - ܦمدول باناخِ جابجايي است، لذاଵ ൌ ସܦ ൌ :ሺଶ௡ሻߩ. از طرفي چون 0 ℓሺଶ௡ሻሺܵሻ → نگاشتي  	ሺଶ௡ሻܯ

߱ ℓሺଶ௡ሻሺܵሻپوشاست، عنصر  ሺଶ௡ሻሺ߱ሻߩ كه طوريوجود دارد به  ∋ ൌ ) براي هر 19حال با استفاده از رابطه (. ′ߛ

ቂܽعنصر  ሾ݉ሿ
	 ܾ

ቃ  داريم:  ࣮در  
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					ቀቂܽ ሾ݉ሿ
	 ܾ

ቃቁ ൌ ቈ
				ଵሺܽሻܦ ߛܽ െ ܾߛ ൅ ൫ߩሺଶ௡ሻ ∘ ଵ൯ሺ݉ሻܦ ൅ ᇱߛ݉

	 ସሺܾሻܦ
቉	

          			ൌ ൤0		 ߛܽ െ ܾߛ ൅ ݉ሺߩሺଶ௡ሻሺ߱ሻሻ
	 0

൨ 

ൌ ൤0		 ߛܽ െ ܾߛ ൅ ሺଶ௡ሻሺ݉߱ሻߩ
	 0

൨ 

ൌ ቂ0		 ߛܽ െ ܾߛ ൅ ሾ݉ሿ߱
	 ܾ߱ െ ܾ߱

ቃ 

ൌ ቂ0	 ߛܽ ൅ ሾ݉ሿ߱
	 ܾ߱

ቃ െ ቂ0 ܾߛ
	 ܾ߱

ቃ 

ൌ ቂܽ ሾ݉ሿ
	 ܾ

ቃ ቂ0		 ߛ
	 ߱

ቃ െ ቂ0 ߛ
	 ߱

ቃ ቂܽ ሾ݉ሿ
	 ܾ

ቃ 

ൌ ࢊࢇ
ቂ଴ ఊ
	 ఠ

ቃ
ቀቂܽ ሾ݉ሿ
	 ܾ

ቃቁ. 

  شود. دروني است و برهان تمام مي ܦدهد كه نشان مي

است كه ارتباط  ሿ8ሾاز  2.5يك كاربرد مفيد از قضيه قبل همانطور كه قبلاً هم اشاره شد، حالت زوج براي قضيه        
 ℓଵሺܵሻمدولي -ሻܧℓଵሺو اولين گروه كوهومولوژي  ሺଶ௡ሻ࣮با ضرائب در ࣮مدولي -ॎ موجود بين اولين گروه كوهومولوژي

  كند.را بيان مي 	ℓଵሺܵሻሺଶ௡ሻبا ضرائب در

و  ࣮و جبرهاي باناخ مثلثي  ܧگروه جابجايي (نه لزوماً يكدار) با مجموعه عناصر خودتوان يك نيم ܵكنيد فرض .10قضيه 
ॎ صورتينمطابق بالا باشند. در ا  

)21(          ࣢ॎ
ଵ൫࣮, ࣮ሺଶ௡ሻ൯ ≃ ࣢ℓభሺாሻ

ଵ ൫ℓଵሺܵሻ, ℓଵሺܵሻሺଶ௡ሻ൯ ⊕࣢ℓభሺாሻ
ଵ ൫ℓଵሺܵሻ, ℓଵሺܵሻሺଶ௡ሻ൯.	

  
ܦ كنيدفرضبرهان:  ∈ ࣴॎ

ଵ൫࣮, ࣮ሺଶ௡ሻ൯ هايدهد اشتقاقباشد. قضيه قبل نشان مـي ℓଵሺܧሻ- ܦمدوليଵ  ܦوସ    در
ࣴℓభሺாሻ
ଵ ൫ℓଵሺܵሻ, ℓଵሺܵሻሺଶ௡ሻ൯  برقرار هستند. حال نگاشت 20) و (19روابط ( كه طوريوجود دارند (Γ	  زير صورت بهرا

  كنيم:تعريف مي

ॎࣴ	:߁
ଵ൫࣮, ࣮ሺଶ௡ሻ൯ ⟶ ࣢ℓభሺாሻ

ଵ ൫ℓଵሺܵሻ, ℓଵሺܵሻሺଶ௡ሻ൯ ⊕࣢ℓభሺாሻ
ଵ ൫ℓଵሺܵሻ, ℓଵሺܵሻሺଶ௡ሻ൯

ܦ ↦ ൬ܦଵ ൅ ࣜℓభሺாሻ
ଵ ൫ℓଵሺܵሻ, ℓଵሺܵሻሺଶ௡ሻ൯, ସܦ ൅ ࣜℓభሺாሻ

ଵ ൫ℓଵሺܵሻ, ℓଵሺܵሻሺଶ௡ሻ൯൰ .
	

  اين است كه: 9تعريف است. از نتايج ديگر قضيه ، خوش9خطي و  بنابر قضيه  ߁توان نشان داد كه مي
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ܦ ∈ kerሺ߁ሻ ,ଵܦ	⟺ ସܦ ∈ ࣜℓభሺாሻ
ଵ ൫ℓଵሺܵሻ, ℓଵሺܵሻሺଶ௡ሻ൯ ܦ	⟺ ∈ ࣜॎ

ଵ൫࣮, ࣮ሺଶ௡ሻ൯, 

ሻ߁kerሺدهد كه اين نشان مي ൌ ࣜॎ
ଵ൫࣮, ࣮ሺଶ௡ሻ൯: لذا با توجه به قضيه مقدماتي جبرخطي داريم ،  

Imሺ߁ሻ ൌ
	ࣴॎ

ଵ൫࣮, ࣮ሺଶ௡ሻ൯
kerሺ߁ሻ

≅
	ࣴॎ

ଵ൫࣮, ࣮ሺଶ௡ሻ൯

ࣜॎ
ଵሺ࣮, ࣮ሺଶ௡ሻሻ

≅ ࣢ॎ
ଵ൫࣮, ࣮ሺଶ௡ሻ൯ 

  شود و برهان تمام است.پوشاست لذا حكم ثابت مي ߁، 5و چون بنابر لم  

                                                               است. مدوليِ ضعيف -ॎپذير ميانگين-ሺ2݊ሻ ،࣮جبر باناخ مثلثي  .11نتيجه

) معادل صفر شدن ديگري است. از 21هاي كوهومولوژي رابطه (كدام از گروه ، صفر شدن هر10با توجه به قضيه برهان: 
-ሻܧℓଵሺپذير ميانگين-ℓଵሺܵሻ ،ሺ2݊ሻگروهي جبر نيمنشان دادند كه  ሿ3ሾاز  1بداغي و جباري در مثال سويي ديگر 

                                                                                                                                      است . مدوليِ ضعيف 

                                                       است.مدوليِ ضعيف -ॎپذير ميانگيناز هر مرتبه 	 ،࣮جبر باناخ مثلثي . 12نتيجه 

ሺ2݊، ࣮نشان دادند كه جبر باناخ مثلثي  ሿ8ሾ از 4.1نويسنده اين مقاله و همكارانش در  نتيجه برهان:   ൅ 1ሻ -پذير ميانگين
ॎ-ِپذير ميانگينهر مرتبه،  از ࣮ه شود ك، ثابت مي11كه با توجه به نتيجه  ضعيف است مدوليॎ-ِضعيف است. مدولي  
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