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Introduction 
The concept of weak module amenability for Banach algebras which are 
Banach module over another Banach algebra with compatible actions, was 
introduced by Amini and Bagha in [2]. As an example, they showed the 
semigroup algebra ℓ S  of a commutative inverse semigroup S is always 
weakly amenable as a module over the semigroup algebra ℓ E  of its 
subsemigroup E of idempotents. Also, the author of the current paper and 
Pourabbas in [7] extended this result and showed that ℓ S   is 2 1 -
weakly ℓ E -module amenable. Let A and B be Banach algebras, and M be a 
Banach A, B-module, that means, M is a left Banach A-module and right 

Banach B-module. Then : ∈ , ∈ , ∈ , equipped 

with the usual operations associated with 2 × 2 matrices and the Banach space 

norm ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖, becomes a Banach algebra which is 

called a triangular Banach algebra. This class of Banach algebras was studied 
by Forrest and Marcoux in [4]. They have studied the weak amenability of 
triangular Banach algebras in [5]. They consider the cases where A and B have 
units and M is unital A, B-module, and showed that the weak amenability of  
is equivalent to the weak amenability of the corner Banach algebras A and B, 
where  is unital. The author of the current paper and Pourabbas in [9] (see 
also [6] and [3]) extended this result and showed that the weak module 
amenability of  is equivalent to the weak module amenability of the corner 
Banach algebras A and B, where  is unital.  

Material and Methods 
Let  and  be Banach algebras such that  is a Banach -module with 
compatible actions and let  be a Banach -module and a Banach -module 
with compatible actions. Then we say that X is a Banach 	 - -module. An -
module map D: ⟶  is called an -module derivation if 

⋅ ⋅ 																 , ∈ . 
Although D is not necessarily linear, but still its boundedness implies its norm 
continuity. When  is a commutative Banach - -module, any ∈  defines 
an -module derivation :	 ⟶  by ⋅ ⋅ 				 ∈  
which is called inner -module derivation. We use the notation ,  for 
the set of all -module derivations from  to  and ,  for those which 
are inner. The first -module cohomology group with coefficients in  is 
denoted by , ) which is the quotient group , ,⁄ . The 
Banach algebra  is called -weak -module amenable if , 0  



( ∈ ). 
 Let ,  and B be Banach algebras such that both  and  are Banach -
modules with compatible actions and let  be a Banach , -module, that is, 

 is a left Banach	 -module and a right Banach -module. Furthermore, let 
 be commutative Banach - -module and commutative Banach - -

module with compatible actions. The space 

: ∈ , ∈ , ∈ 	 

equipped with the usual 2×2 matrix addition and formal multiplication and 

the norm ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖  is a Banach algebra, which 

is called the triangular Banach algebra. We define : ∈

	 ≃ . The triangular Banach algebra  with the usual matrix product is a 

commutative Banach -module. Note that,  is not a commutative algebra. 

Results and discussion 
A discrete semigroup  is called an inverse semigroup if for each ∈  there 
is a unique element ∗ ∈ 	  such that ∗ 	 	  and ∗ ∗ 	 ∗. The 
semigroup 		is called commutative if 	 	  for each	 , ∈ . An element 
∈  is called an idempotent if 	 	 ∗ 	 . The set of idempotent 

elements of  is denoted by . Throughout this paper, we consider a 
commutative (not necessary unital) inverse semigroup  with idempotent set 

. In this case ℓ S  is a commutative Banach ℓ -module with the 
following actions 

⋅ ⋅ ∗  , 

where 	and  are the point mass at ∈  and ∈ , respectively. Also, we 

will assume that 
ℓ S

 , where  is the closed linear span of 			

:	 , 	  in ℓ .  Suppose : , ∈ ℓ S , ∈  and 

: ∈ ℓ E ≃ ℓ E . 

In this case ∗ is a commutative Banach -	 -module. Recently in [8], it is 
shown that for every ∈ , the triangular Banach algebra 
ℓ S ℓ S /

										ℓ S
		is 2n+1)-weakly -module amenable. In this 

paper, we show that for every ∈ ,   is 2n)-weakly -module 
amenable, without any additional conditions on S and . 

Conclusion 
The results of this paper and Corollary 4.1 of [8] proves that the triangular 

Banach algebra 
ℓ S ℓ S /

ℓ S
	is permanent weakly module 

amenable (as an -module (or ℓ E -module)). 

How to cite: Nasrabadi, E. (2023). (2n)-Weak Module Amenability of Triangular Banach Algebras on Semigroup 
Algebras. Mathematical Researches, 9 (3), 235 – 250. 
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(2n) -گروهيپذيري مدولي ضعيف جبرهاي باناخ مثلثي روي جبرهاي نيمميانگين 

   1 ابراهيم نصرآبادي
  nasrabadi@birjand.ac.ir . رايانامه:دانشگاه بيرجند، بيرجند، ايرانگروه رياضي، دانشكده علوم رياضي و آمار، نويسنده مسئول، . 1

  چكيده  اطلاعات مقاله
  مقاله پژوهشينوع مقاله:

  
  
 22/3/1400 :افتيدر خيتار

  2/3/1401: بازنگري خيتار
  7/3/1401: رشيپذ خيتار
  17/11/1402: انتشار خيتار
  
  

   هاي كليدي:واژه
  ، گروهيجبر نيم

   ،يجبر باناخ مثلث
   ،پذيري مدولي ضعيفميانگين

اولين گروه كوهومولوژي 
  .مدولي

  

 باشد. جبرهاي Eگروه معكوس جابجايي (نه لزوماً يكدار) با مجموعه عناصر خودتوانِ يك نيم Sكنيد فرض

ℓگروهينيم S 	 ،ℓ E  باناخ مثلثي و جبر 
ℓ S ℓ S /M
	 ℓ S

  و  زير جبر 

	 α
	 α

:	α ∈ ℓ E  كه در آنM اي از زيرفضاي بستهℓ S ، توليد شده توسط
δي مجموعه δ :	eϵE, sϵS	  است را در نظر بگيريد. اين اواخر نويسنده اين مقاله همراه با

nنشان دادند كه براي هر  [8]رمضانپور و آسرائي در  ∈ ،2n  ضعيف پذيري مدوليِگينيانم- 1

2nمدول) و  -(بعنوان  جبر باناخ مثلثي ℓمدوليِ ضعيف پذيري ميانگين-1 S  بعنوان)
ℓ E-كنيم كه حكم براي مدول)، معادل هستند. ما در اين مقاله اين حكم را توسيع داده و ثابت مي

در حالت غير يكدار بودن اين جبرها نيز صادق هم آن ،مدوليِ ضعيفپذيري ميانگين-2nحالت زوج يعني 
  است. 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

)، 3( 9، هاي رياضيپژوهش .گروهيپذيري مدولي ضعيف جبرهاي باناخ مثلثي روي جبرهاي نيمميانگين- (2n)). 1402( ؛ابراهيم، نصرآبادي: استناد
235 – 250.  

  نويسندگان. ©                                                                                                                خوارزميدانشگاه ناشر: 
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 مقدمه
معرفي شد كه در واقع توسيعي از  ]1[در  2جبرهاي باناخ، نخستين بار توسط اميني 1مدولي پذيريمفهوم ميانگين

،  با مجموعه عناصر خودتوان  گروه معكوس ه براي هر نيمپذيري جانسون (هاخشيلد) است. وي نشان داد كميانگين
است. البته وي  گروه نيم پذيريمدول)، معادل ميانگين-ℓ(بعنوان  ℓگروهي پذيري مدولي جبر نيمميانگين

ℓروي ℓعمل مدولي    شكل را به 	

)1( ∙ 				,				 ∙ 																																								 ∈ 	, ∈ ,													  
كمي بعدتر هستند.  ∋و  ∋اي) عناصر ترتيب توابع مشخصه (جرم نقطههب و  كه در آن  درنظر گرفت
گروه نشان دادند كه براي هر نيمو  كردند معرفي ]2[	دررا  جبرهاي باناخ 4ضعيف پذيري مدوليِمفهوم ميانگين 3اميني و بقا

كه در آن عمل مدولي را به شكل  استمدوليِ ضعيف -ℓپذير ميانگين ℓگروهي جبر نيم، معكوس جابجايي 
  متفاوت زير در نظر گرفتند:

)2( ∙ ∙ 	 													 ∈ 	, ∈ .																																																  
ها را روي خانواده بسيار مهمي از جبرهاي باناخ بنام ]، اشتقاق4در [ 6و ماركوس 5تر، فورستاز سويي ديگر خيلي قبل

ا ثابت كردند كه پذيري ضعيف اين نوع جبرها را بررسي كردند. آنه]، ميانگين5جبرهاي باناخ مثلثي مطالعه و سپس در [
پذير ضعيف باشند. اي آن نيز ميانگينپذير ضعيف است اگر و تنها اگر جبرهاي گوشهيك جبر باناخ مثلثي يكدار، ميانگين

] را نيز ببينيد) و بعد از 6] ([9در [ 7كه البته بعد از معرفي حالت مدولي اين مفاهيم، نويسنده اين مقاله همراه با پورعباس
شان در حالت يكدار ]، نتايج فورست و ماركوس را به حالت مدولي توسيع دادند كه تمام نتايج3در [ 9باريو ج 8آن بداغي

بدون داشتن فرض توان در حالتي خاص، كه آيا مي مطرح استسوال اين بودن جبرهاي باناخ مثلثي حاصل شده است. حال 
  دهيم.ما به اين سوال پاسخ مي ، همان احكام را نتيجه گرفت؟ در اين مقالهيكداري اين جبرها

كنيد باشد. همچنين فرض گروه معكوس جابجايي (نه لزوماً يكدار) با مجموعه عناصر خودتوان يك نيم كنيد فرض
ℓ ℓدانيم كه باشند. مي و  گروهي ترتيب جبرهاي نيمهب ℓو  	 - ℓ) تبديل به يك 2با عمل ( 	

	:توليد شده توسط  ℓرا زيرفضاي بسته از  شود. مدول باناخ دوطرفه جابجايي مي , در   	
 صورتبهرا  نظر بگيريد. ما در اين مقاله جبر مثلثي 

	
: , ∈ ℓ S , ∈ ℓ S / , 

                                                            
1   Module Amenability 
2  Amini 
3   Bagha 
4   Weak Module Amenability 
5   Forrest 
6   Marcoux 
7   Pourabbas 
8   Bodaghi 
9   Jabbari 
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≕اگر گيريم. در نظر مي
	

:	 ∈ ℓ همراه با ضرب معمولي ماتريسي، نرم و عمل  صورتدر اين 	
نويسنده اين مقاله  اخيراًشود. مدول باناخ جابجايي غير يكدار تبديل مي-يك جبر مدولي كه در ادامه ارائه خواهيم داد، به 

2، مفاهيم ∋] نشان دادند كه براي هر 8همراه با همكارانش در [ و  مدوليِ ضعيف -پذيري ميانگين-1
2  كوهومولوژيگروه اولين ، معادل هستند. در واقع ثابت كردند كه ℓمدوليِ ضعيف -ℓپذيري ميانگين-1

ℓضرائب دربا  ℓمدوليِ -ℓ كوهومولوژيگروه با اولين  با ضرائب در  مدوليِ - 	 
  :صورتبه

, ≃ ℓ ℓ S , ℓ S ⊕ ℓ ℓ S , ℓ S , 

توسيع داده  برداشته شده است. ما در اين مقاله اين نتيجه را اين در حالي است كه فرض يكدار بودن  در ارتباط هستند.
  كنيم:ها، ثابت ميو نشان خواهيم داد كه احكام براي حالت زوج نيز صادق است. در واقع با همان فرض

, ≃ ℓ ℓ S , ℓ S ⊕ ℓ ℓ S , ℓ S , 

مدول) است اگر و تنها اگر جبر -(بعنوان مدوليِ ضعيف پذير ميانگين-2 ،كه بدين معني است كه جبر باناخ مثلثي 
مدوليِ پذير مدول) است و چون ميانگين-ℓ(بعنوان مدوليِ ضعيف پذير ميانگين-ℓ ،2اي آن يعني گوشه

يابيم لذا با توجه به نتايج اين مقاله در مياست، ] ثابت شده3اي در [مدول) از هر مرتبه-ℓ(بعنوان  ℓضعيف 
 مدول) است.-(بعنوان مدوليِ ضعيف پذير اي ميانگيناز هر مرتبه ،كه 

 پردازيم.ابتدا به بيان مفاهيم و روابط اوليه مورد نياز در اين مقاله مي

هم يك  با اعمال سازگار بوده بعلاوه،  مدول باناخ دوطرفه- يك  طوري كه جبرهاي باناخ باشند، به و  كنيد فرض
مدول باناخ --يك  صورت، مدول باناخ دوطرفه با اعمال سازگار باشد. در اين -مدول باناخ دوطرفه و هم يك -

(هم مدول باناخ جابجايي --را يك  ] رجوع كنيد). 9] و [8]، [7]، [6]، [2شود. (براي جزعيات بيشتر به [ناميده مي
  جابجايي) گوييم هرگاه داشته باشيم:

∙ ∙ 								 ∙ ∙ 							 ∈ , ∈ , ∈ . 

مدول باناخ -	-) نيز با اعمال زير يك (دوگان  ∗مدول باناخ (جابجايي) باشد، در اين صورت -- يك  اگر 
  (جابجايي) است.

∙ 	 ∙ 		,				 ∙ 	 ∙ 							 ∈ , ∈ 	 , ∈ , ∈ ∗ , 

مدول باناخ دوطرفه جابجايي باشد، -يك  اگر  كه به طرز مشابه براي سمت ديگر هم قابل تعريف است. در حالت ويژه
  باناخ جابجايي خواهد بود. مدول--يك  آنگاه 
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:نگاشت پيوسته  .1تعريف    هرگاه در شرايط زير صدق كند: ناميم  روي جبر  1مدولي-شتقاق را يك ا →

					,						 ⋅ 				 	 , ∈ ,  
  

					,						 	 		 																 ∈ , ∈ .  
  لزوماً خطي نيستند. ،هاي مدوليالبته بايد دقت شود كه اشتقاق

 نسبت به مدولِ  2را يك عنصر مركزي ∋مدول باناخ جابجايي باشد، در اين حالت عنصر --يك  كنيد فرض
نمايش  Cenرا با نماد  نسبت به مدول  جابجا شود. مجموعه كليه عناصر مركزي  با كليه عناصر  هرگاه  ناميم
  . دهيممي

كه آن را يك اشتقاقِ  كندشكل زير تعريف ميبه مدولي-، يك اشتقاقِ نسبت به مدول  هر عنصر مركزي   .2تعريف 
  ناميم.مي 3مدولي دروني-

	 										 	 ∈ . 

جابجايي مدول باناخ هم--يك  و اگر  Cenمدول باناخ جابجايي باشد،  --يك  واضح است كه اگر 
  صفر است.دروني، مدولي -باشد، آنگاه هر اشتقاق 

  مدولي -، هر اشتقاق مدول باناخ -- مدولي گوئيم هرگاه به ازاي هر - پذيرِميانگينرا  جبر باناخ  .3تعريف 
:  مدولي ضعيف)-پذير ميانگين-(مدوليِ ضعيف -ذيرِ پميانگين را جبر باناخ دروني باشد. همچنين ، →

:مدولي -گوئيم، هرگاه هر اشتقاق  → ∗ ):  )، دروني باشد.→

كنيد مجموعه هاي كوهومولوژي مدولي مرتبه اول نيز قابل بيان هستند. فرضتعاريف فوق از طريق مفهوم گروه. 4نكته 
Ƶرا با نماد  به  دولي از م-هاي همه اشتقاق را با  به  مدولي دروني از -هاي و مجموعه همه اشتقاق ,

,قسمتي  ر اين صورت گروه خارجد دهيم.نمايش ,نماد 
Ƶ ,

,
 اولين گروه كوهومولوژي را  

مدولي است، هرگــاه به ازاي - پذيرميانگين بر باناخ ــبا اين نمادگذاري، واضح است كه ج ناميم.مي  رائب در ــبا ض
,داشته باشيم  مدول باناخ --هر  ∗ گوئيم، مدوليِ ضعيف -پذير ميانگين-را  جبر باناخ و  0
,اگر  	 0 .  
 و  كنيد دامه به تعريف جبرهاي باناخ مثلثي و جزعيات آن پرداخته و خواص آنها را بيان خواهيم نمود. فرضدر ا

  يمدول راست) باشد، در اين صورت مجموعه-مدول چپ و -مدول باناخ (-, يك جبرهاي باناخ و 
                                                            
1   	- Module Derivation 
2  Central element 
3  	- Module Inner Derivation 
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	 : ∈ , ∈ , ∈ , 

	ها و نرمِ ريسبا ضرب معمولي مات ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ يك جبر باناخ بوده كه به جبر باناخ  ‖
⋍صورت به عنوان فضاي باناخ به از طرف ديگر، از اينكه جبر باناخ مثلثي معروف است.  ⨁ ⨁ است، لذا   

⋍صورت بهام آن -دوگان مرتبه  ⨁ روي عناصر  خواهد بود و اثر عناصر  ⨁
  ).را ببينيد ]9[و  ]8[به صورت زير است (  

	 	 	 					 	 	 	 ∈ 	 	, 	 ∈.  
گروه يك نيم كه در آن  ℓگروهي را به شكلي خاص و با استفاده از جبر نيم باناخ مثلثي  ما در اين مقاله جبر

  صورتبهاست،  معكوس جابجايي (نه لزوماً يكدار) با مجموعه عناصر خودتوان 

	
: , ∈ ℓ S , ∈ ℓ S / , 

	:توليد شده توسط  ℓزيرفضاي بسته از  گيريم كه در آن در نظر مي , است. براي هر   	

∈
ℓكه   كنيد ، فرض: ℓ S →

ℓقسمتي باشد. با در نظر ، همان نگاشت طبيعي خارج

	گرفتن 
	

:	 ∈ ℓ مدول باناخ دوطرفه جابجايي (نه لزوماً -به يك  با عمل مدولي زير ، جبر 	
  شوديكدار) تبديل مي

)3(               	
	

⋅
	 	

⋅ 	
	 	

,  

0كه در آن  
0

و  ∋
0

 هايبا عملتوان نشان داد كه قرا مي. بوسيله است ∋

)4(         
	

⋅ 	 	
, 

)5(         	 ⋅
	 	

,  

 هايمدول باناخ دوطرفه و با عمل-به يك   

)6(          
	

⋅ 	 	
, 

)7(               	 ⋅
	 	

,  

شود كه مدول باناخ دوطرفه تبديل مي- به 
0

∈ ،	 	 ∈ 	و  	 ∈

.  
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ℓ، عناصري در  و  روابط فوق، توجه داشته باشيد كه در  S هايبا ضابطه  

)8(         	 ,				 									 , ∈ ℓ S  

ℓعناصري در   و  و همچنين 
  هايبا ضابطه  

           ,			 				 ∈ ℓ ,	

  توان بررسي كرد كه هستند. از طرفي مي

)9(            ,									 											  
  و

)10(                      ,											 .  
  

 

 نتايج اصلي. 1

، عنصر منحصربفردي در آن مانند ∋گروهي كه براي هر عنصر دلخواه مانند گروه معكوس (نيميك نيم كنيد فرض
∗ كه  طورييافت شود به ∗ ∗  در  (مجموعه عناصري مانند  توان ) با مجموعه عناصر خود∗و  ∗

گروه گروهي آن باشد. در اين بخش با فرض اينكه نيمجبر نيم ℓكنيد  ) باشد. همچنين فرضكه 
ار را مورد بررسي قر  با ضرائب در  مدوليِ - كوهومولوژي گروهاولين جابجايي (نه لزوماً يكدار) باشد،  معكوس 

  كنيم:داده و ثابت مي

, ≃ ℓ ℓ S , ℓ S ⊕ ℓ ℓ S , ℓ S  

گر اين دهيم. در واقع رابطه بالا بيانرا مورد مطالعه قرار مي مدوليِ ضعيف - پذيري ميانگين-2 و با استفاده از آن
، معادل ℓمدوليِ ضعيف -ℓپذيري ميانگين-2و  مدوليِ ضعيف -پذيري ميانگين-2است كه 
است، لذا با ] ثابت شده3اي در [مدول) از هر مرتبه-ℓ(بعنوان  ℓمدوليِ ضعيف پذير چون ميانگين هستند و

   مدول) است.-(بعنوان مدوليِ ضعيف پذيرِ اي ميانگيناز هر مرتبه ،يابيم كه توجه به نتايج اين مقاله در مي

:كنيد فرض. 5لم  ,هاي و نگاشتمدولي - اشتقاقِيك  → : ℓ → ℓ صورتبه  

:	ℓ ⟶ ℓ

≔ 0
	 0

        و                 
:	ℓ S ⟶ ℓ

≔ 0 0
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هاي اشتقاقنيز  و   هاي متناظرشان هستند)، تعريف شوند. آنگاه هاي تصوير روي آرايهنگاشت و  (كه در آنها 
ℓ- اشتقاقدو  و  هستند. برعكس اگر مدولي ℓ- باشند، آنگاه نگاشت مدولي: كه  →

	صورت به ≔
0

	
 است. بعلاوه مدولي -  اشتقاقيك 	شود نيزتعريف مي، 

  د.هردو دروني باشن  و   دروني است اگر و تنها اگر 

  شود.شود كه به خواننده واگذار مي) و كمي محاسبات حاصل مي8از  2,1(همچنين لم  9از  1,1با توجه به لم  برهان:

:اگر  .6لم  	در  باشد. آنگاه عنصرمدولي - اشتقاقيك  → براي هر عنصر  كه طوريوجود دارد به	
  داريم ∋خودتوان 

)11(                0
	

0 0
	 0

,				 

)12(       0
	 0

0
	 0

,				 

)13(                    		
0 0
	

0
	 0

.	  
	، داريم:∋دهيم كه براي هر ابتدا با استقرا نشان مي 	برهان:

)14(        Φ Φ Φ																		 Φ ∈ , ∈ , 

∋كنيد فرض ∗و از جايي كه   ∗ ℓ ∗ ℓ،  داريم:، ∋لذا براي هر  

0, 
) براي هر 14كنيد رابطه (درست است. حال فرض 1براي  )14، رابطه (حال با توجه به خطي و پيوستگي نگاشت 

Φ، ∋كنيدفرض  درست است. 2   با توجه به فرض استقرا داريم: و ∋ ∋

Φ Φ Φ Φ Φ , 

يد  ــكنپردازيم. فرضهاي اصلي قضيه ميت. حال به اثبات قسمتنيز درست اس 1) براي 14دهد رابطه (كه نشان مي

0  اشتقاق است پس با توجه به ) چون 11براي اثبات رابطه ( ∋
	

0
	

0
  ، داريم:	

0
	 2

0
	 , 
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0پس 
	

0 0
	 0

كنيد ، فرض0و اينكه  . براي قسمت بعد، با توجه به تعريف اشتقاق 

∋و  ∋براي عناصر  ℓ 0 داشته باشيم ، 	
	 0 	

0
	 .

  داريم:) 7) و (6و روابط ( يك بار ديگر با استفاده از خاصيت اشتقاق بودن 

0
	 0

0
	 0

0
	 0

	

0
	

0
	 0

0
	 0

0
	 , 

0
	 0

0
	 0

 

  پذير است داريم:جمع و چون 

0 0
	

0
	

0 0
	

0 0
	 0

0
	 0

0
	 0

. 

بدين منظور  .بايد داشته باشيم:  ∋دهيم كه براي عنصر ديگر كافي است نشان براي اتمام اثبات در نهايت

0گيريم. چون  را در نظر مي ∋عنصر ديگر 
	

0
	

0
) 14با توجه به ( 	

  داريم:

	 0
	 0

0
	 0

0
	

0
	

0
	 0

	

																												 0
	 0

0
	 0

	

0 2
	 0

. 

  و اثبات تمام است. بنابراين 

:كنيد فرض .7لم  	در ′ صورت عنصرباشد. در اينمدولي - اشتقاقِيك  →  كه  طوريوجود دارد به	
	داريم: ∋براي هر عنصر خودتوان 

0
	 0

0 ′
	 0

. 
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0كنيد  فرضبرهان: 
	 0 	

را روي هر  	است، اگر  اشتقاق . با توجه به اينكه ∋

0كدام از روابط 
	 0

0
	 0

0 0
0و  	

	 0
0

	 0
0
	 0

اثر دهيم و از روابط  
	. استفاده كنيم، خواهيم داشت: 6) و همچنين لم 7) و (6( كافي است نشان  براي اتمام اثبات.  و 0

	)، داريم:14) و (7)، (6و روابط ( 6بدين منظور با استفاده از لم .  داريم  ∋دهيم كه براي هر عنصر ديگر 

0
	 0

0
	 0

	

		 	 		 0
	 0

0 0
	

0
	 0

0
	 0

	

		 		 0
	 0

0 0
	 	

		 0
	 0

0
	 0

 

		 		 0
	 0

0
	 0

0
	 0

0
	 0

 

		 0
	 0

0
	 0

. 

  و برهان تمام است. بنابراين 

:كنيد فرض .8لم  ,هاي اشتقاقصورت باشد. در اين اشتقاقِ مدولييك  → : ℓ → ℓ 
	داريم: ∋خواه براي هر عنصر دل كه  طوريوجود دارند به در  ′و  و عناصر 

)15(                                       	 0
	 0 	 0

  

)16(                 0 0
	

0
	

				  

)17(        0
	 0

0 ∘ ′
	 0

		

)18(                    0
	 0

0 ∘ ′
	 0

.			  

باشند كه به  نيز عناصري در  ′و  ساخته و  5هايي باشند كه در لم همان اشتقاق  و   كنيد فرضبرهان: 

0كنيد فرض ∋براي عضو دلخواه يافت شدند.  7و  6هاي ترتيب در لم
	 0 	

. از جايي 

∗عنصري خودتوان است (و لذا  ∗كه  ∈ ℓ) داريم: 12) و (7)، (6) از روابط (  
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0
	 0

0
	 0

∗ 0
	 0

 

	        
	

∗ 0
	 0

0
	 0

0
	 0

	 

           																								 ∗

	 0
0
	 0

 

																								 ∗

	 0 	 0
. 

0) مانند استدلال قبل با فرض 16كند. براي اثبات رابطه () را ثابت مي15كه رابطه ( 0
	 	 ،

  ) داريم: 13از رابطه (

0 0
	

0 0
	 ∗

0 0
	  

																								 0
	 0

0 0
	

0 0
	 ∗ 	 	

																								 0
	 0

0 0
	 ∗

0
	

.	

  ) داريم:10و در نهايت با توجه به رابطه (

0
	 0

0
	 0

0 ∗

	 0
	

																											
	 0

0 ∗

	 0
0

	 0
0 ′
	 0

	

																											 0 ∗

	 0
0 ′
	 0

	

																											 0 ∗ ′
	 0

	

0 ∘ ′
	 0

.	

0با استفاده از تساوي  كند. در آخر نيز  ) را اثبات مي17كه اين (
	 0

0 ∗

	 0
0 0
طور مشابه به 	

  ) را ثابت كرد و برهان تمام است.18توان رابطه (مي
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مدولي -ℓهاي و اشتقاق به   مدولي از -هاي رسيم كه ارتباط مستقيم بين اشتقاقاي مياكنون به قضيه
كند. اين قضيه كمي بعدتر منجر به نتيجه يك بين آنها برقرار ميبهرا آشكار و يك تناظر يك ℓبه   ℓاز 

  ارائه خواهيم داد. 10اصلي اين مقاله خواهد شد كه در قضيه 

:نگاشت  .9قضيه  → -ℓهاي اشتقاقاست اگر و تنها اگر  به   مدولي از  - اشتقاقِيك  	
   كه طوريموجود باشند به در  ′و  عناصر و  ℓبه   ℓاز   و   مدوليِ 

)19(   		    
	

																			 ∘
	

,  

)20(         																											
																			 ∘ ′
	

,  

  دروني باشند. و  دروني است اگر و تنها اگر  بعلاوه 

 در  ′و  عناصر و  ℓبه   ℓاز   و   هاي اشتقاق، وجود 8و  5هاي با توجه به لمبرهان: 
مدولي  اشتقاقاست. اما با توجه به تعريف ثابت كند، تضمين شده ℓ) را براي توابع مشخصه در 10كه درستي رابطه (
چگال هستند، رابطه گروهي ع مشخصه در جبرهاي نيمپذير است و از طرفي چون تركيبات خطي توابكه پيوسته و جمع

) براي تمام عناصر 20) و (19(
	

∈   دهيم:شود. لذا براي اتمام اثبات بايد نشاناثبات مي 	

  مدولي باشند.-ℓهاي نگاشت و  است اگر و تنها اگر  مدولي-نگاشت  الف) 

  باشند. اشتقاق و  گر و تنها اگر است ا اشتقاق ب) 

  دروني باشند. و  دروني است اگر و تنها اگر  ج) 

و  اشتقاق كنيد اثبات (الف) سخت نيست. براي اثبات (ب) ابتدا فرض
	

′و  	 ′ ′
	 ′

دو  
  بناميد.  داريم: Δرا  باشند و عبارت  عنصر در 

	
′ 					 ′ ′ ∘ ′ ′
	 ′

	

   												 					 ∘ ′
	

′ ′
	 ′

	

					
′ 					 ′
	 ′
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   													 ′				 ′ ′ ′ ′ ′
	

	

					 ′ 					 ′ ′
	 ′

 

					
′ 					 ∘ ′
	 ′

 

										 0					 ∘ ′
	 0

	

						 	 ′ ′
	 ′

0 ′
	 0

		 

						 	
	 	

 

						 ′ .	

	شود، نيز بهنتيجه مي بودن  اشتقاقاز  و  بودن  اقاشتقحالت برعكس كه  	است. اشتقاق دهد كه نشان مي

  شود. همين صورت حاصل مي

مانند  اشتقاق دروني بوده و براي عنصري در  كنيد در نهايت براي اثبات  قسمت (ج)، فرض
	

داشته  
باشيم 

	
	داريم:  ℓدر   و  دلخواه  صورت براي عناصر. در اين		

																
	

0
	

 

											 0
	 	 	

0
	

 

															          	
	 	

 

														            		
	

.	

ℓدروني باشند. چون  و  كنيد دروني هستند. برعكس، فرض و  دهد كه نشان مي يك جبر    	
ℓ - از طرفي چون 0مدول باناخِ جابجايي است، لذا .: ℓ → نگاشتي  	

) براي هر 19حال با استفاده از رابطه (. ′ كه طوريوجود دارد به  ∋ ℓپوشاست، عنصر 

عنصر 
	

  داريم:  در  
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				 ∘
	

	

          			 0		
	 0

 

0		
	 0

 

0		
	

 

0	
	

0
	

 

	
0		
	

0
	 	

 

	 	
. 

  شود. دروني است و برهان تمام مي دهد كه نشان مي

است كه ارتباط  8از  2.5يك كاربرد مفيد از قضيه قبل همانطور كه قبلاً هم اشاره شد، حالت زوج براي قضيه        
 ℓمدولي -ℓو اولين گروه كوهومولوژي  با ضرائب در مدولي - موجود بين اولين گروه كوهومولوژي

ℓبا ضرائب در   كند.را بيان مي 	

و  و جبرهاي باناخ مثلثي  گروه جابجايي (نه لزوماً يكدار) با مجموعه عناصر خودتوان يك نيم كنيد فرض .10قضيه 
  صورتينمطابق بالا باشند. در ا 

)21(          , ≃ ℓ ℓ , ℓ ⊕ ℓ ℓ , ℓ .	

  
∋ كنيدفرضبرهان:  در    و  مدولي -ℓ هايدهد اشتقاقباشد. قضيه قبل نشان مـي ,

ℓ ℓ , ℓ  برقرار هستند. حال نگاشت 20) و (19روابط ( كه طوريوجود دارند (Γ	  زير صورت بهرا
  كنيم:تعريف مي

:	 , ⟶ ℓ ℓ , ℓ ⊕ ℓ ℓ , ℓ

↦ ℓ ℓ , ℓ , ℓ ℓ , ℓ .
	

  اين است كه: 9تعريف است. از نتايج ديگر قضيه ، خوش9خطي و  بنابر قضيه  توان نشان داد كه مي
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∈ ker ⟺	 , ∈ ℓ ℓ , ℓ ⟺	 ∈ , , 

kerدهد كه اين نشان مي   ، لذا با توجه به قضيه مقدماتي جبرخطي داريم :,

Im
	 ,

ker
≅
	 ,

,
≅ ,  

  شود و برهان تمام است.پوشاست لذا حكم ثابت مي ، 5و چون بنابر لم  

                                                               است. مدوليِ ضعيف -پذير ميانگين-2 ،جبر باناخ مثلثي  .11نتيجه

) معادل صفر شدن ديگري است. از 21هاي كوهومولوژي رابطه (كدام از گروه ، صفر شدن هر10با توجه به قضيه برهان: 
-ℓپذير ميانگين-ℓ ،2گروهي جبر نيمنشان دادند كه  3از  1بداغي و جباري در مثال سويي ديگر 

                                                                                                                                      است . مدوليِ ضعيف 

                                                       است.مدوليِ ضعيف -پذير ميانگيناز هر مرتبه 	 ،جبر باناخ مثلثي . 12نتيجه 

2، نشان دادند كه جبر باناخ مثلثي  8 از 4.1نويسنده اين مقاله و همكارانش در  نتيجه برهان:   پذير ميانگين- 1
  ضعيف است. مدوليِ-پذير ميانگينهر مرتبه،  از ه شود ك، ثابت مي11كه با توجه به نتيجه  ضعيف است مدوليِ-
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