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Introduction 
The Ornstein Uhlenbeck (OU) process was first proposed by Ornstein and 
Uhlenbeck in 1930. This model is one of the most important and famous 
models of reversion to the mean, which is widely used in modeling the 
volatility and interest rate of assets. Jump diffusion models are continuous 
stochastic processes that were first introduced by Merton in quantitative 
finance. Then this work was extended in the field of option pricing by Black 
and Scholes in 1973. These models are used for observed facts in asset price 
dynamics, including mean reversion and jumps. OU processes derived by 
Levy process are widely used in finance and economics. These stochastic 
processes have jumped whose size may be random variables. The main goal 
of this article is to estimate the parameters of the OU processes extracted by 
the compound Poisson process. We used discrete time regression equations to 
describe process dynamics and obtain other potentially useful information. 
The advantage of using this method is that the regression equations provide 
closed-form formulas for calculating the mathematical expectation that is 
created in our estimators.  
The main purpose of our work is to create a new set of original samples that 
are asymptotically distributed, identical and independent of each other. 
Compared to the existing methods, the method presented in this article has 
advantages that can be used from the proposed model, either in Iranian 
markets where price jumps occur abundantly or for more stable markets. This 
article is organized as follows. In section 2, the OU process extracted by the 
compound Poisson process is examined. In the third part, the new estimation 
method for parameter estimation is examined. The fourth part deals with the 
numerical simulation of the moment estimator of the OU process with gamma, 
Pareto and normal jumps. Also, an experimental study related to real data of 
Mobarake Isfahan steel market is conducted in this section. Finally, the 
conclusion and suggestions for the continuation of the article are presented in 
the fifth section. 

Material and Methods 
Given a positive number λ and a time-homogeneous Levy process 

 { },   0z t t  , the OU process driven by z is defined by  
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(1) 0
 ( )  (0)  ( )    

tt sv t e e dz s    

where ( )v t  is assumed to be independent of {Z(t)}t≥0. Following the 

terminology introduced by Barndorff-Nielsen and Shephard in [2], we shall 
call v the background driving Levy process (BDLP). It is easy to see that (1) 
is the unique strong solution of the stochastic differential equation 

)2(        ,   dv t v t dt dz t     
under some regularity conditions on the Levy measure.  
The objective here is to estimate the parameters of the model using the 
discrete-time observations. In particular, we are interested in estimating λ and 
moments of z. We derive strongly consistent method of moments estimators 
and prove that they are asymptotically normal. 
 
Results and discussion 
The parameter estimation using the method of moment estimator are done 
using the OU processes compound with the gamma, pareto and normal 
distributions for numerical simulations with simulated and real data. We 
consider some examples to show the accuracy and simplicity of this method, 
then compare the proposed method with other existing methods. Moreover, 
according to error analysis and reported results, we conclude that the proposed 
method was in a good agreement with the exact solution. 
 
Conclusion 
The following conclusions were drawn from this research. 

 The strong consistent estimators for the parameters of the model 
were derived. 

  The main characteristic of this method is that the estimators are 
asymptotically normal.  

 Using simulated data, we show that the estimators perform well at 
least for a gamma OU model, pareto OU model and normal OU 
model. 

  It is shown that a Levy driven OU model for real data is a good 
candidate for describing the model volatility.  
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   هاي كليدي:واژه
   فرايند ارنشتاين اولنبك،

  نويز لوي،
  ر،تخمين پارامت 
  ي.رگشتاو برآورد روش 

 پارامترهاي فرايند ارنشتاين اولنبك استخراج شده توسط فرايندهاي برآورد جديدي براي روش، مقالهدر اين  
 بيني بازارهاي مالي دارند.اي در مدلسازي و پيشها كاربرد گستردهاين فرايند شود.پواسون مركب ارائه مي

قضيه حد مركزي براي  آيند. در اين كار،گشتاورها به دست مياساس روش  برآوردگرهاي ارائه شده بر
روش ارائه شده  دهند كهعددي نشان مي هايسازيشبيهگيرد. برآوردگرهاي پيشنهادي مورد ارزيابي قرار مي

عملكرد هستند،  پواسون مركب نسبتاً نادر هاي فرايندهاي موجود، در مواردي كه پرشدر مقايسه با روش
ا بارنشتاين اولنبك  هايهاي بازار فولاد مباركه اصفهان با مدلد. به عنوان يك رويكرد تجربي، دادهبهتري دار
مين پارامترها تخ ،ارائه شده ا استفاده از روشب شوند. بدين منظور ابتدابرازش مي و نرمال ارتوپگاما، نويزهاي 
  .شودسازي ميشبيه فولاد مباركه اصفهان هاي تصادفي، تلاطم بازارتحت اين مدل اًنهايت شوند وزده مي

  
  
  
  
  
  
  
  
  

ارائه روش جديد برآورد گشتاوري براي پارامترهاي فرايند ارنشتاين اولنبك با نويز پرشي در بازارهاي  ).1403،  (نباتي؛ پريسا ،آريانپور ؛مارال: استناد
.97 – 07)، 1( 10، هاي رياضيپژوهش .مالي  

  نويسندگان. ©                                                    خوارزمیانشگاه دناشر:                
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 مقدمه

وزيع نرمال از ت ترضخيم هامطالعات تجربي نشان داده است كه نوسانات يك دارايي ثابت نيستند و توزيع لگاريتمي بازده آن
توانند فرض نوسان ثابت را نمي هالا و چولگي منفي است. اين واقعيتباشد. از خصوصيات بارز بازده لگاريتمي، كشيدگي بامي

تواند كانديداي مدل بازگشت به ميانگين مي كه نوسانات ساختاري تصادفي دارند، بنابراين يكتوضيح دهند. با توجه به اين
رايند صادفي ديناميك دارايي توسط فسازي تمدل نيلسون و شفارد،-بارندورف اولين بار نات باشد.سازي نوسامناسبي براي مدل

ها و نوسانات كه پرشطوريارائه شد بهتوسط اين دو محقق تري پيشنهاد شده ساده ] مدل2[در ]. 1[نمودند ارائه  را لوي
راوني دهد. يك حركت بفي را نشان ميها و نوسانات تصاد، ارتباط پرشنيلسن و شفارد-. مدل بارندورفبودندتصادفي مستقل 

شود، اما با كاهش مناسبي براي حركت ذرات باشد. پس از ضربه، ذره پس از تغيير موقعيت متوقف نمي كن است الگويمم
 توسطبار  اوليندر هيچ كجا قابل تفكيك نيست. فرايند ارنشتاين اولنبك  يكند. حركت براونبه طور مداوم حركت مي سرعت

باشد ميانگين مي هاي بازگشت بهترين مدلترين و معروفين مدل از مهمپيشنهاد شد. ا 1930، در سال كارنشتاين و اولنب
فرايندهاي تصادفي به صورت ، هاي انتشار پرشرود. مدلسان و نرخ بهره دارايي به كار ميسازي نوكه به طور گسترده در مدل

گذاري ين كار در زمينه قيمتسپس ا. ]3[ندپيوسته هستند كه اولين بار توسط مرتون، در تأمين مالي كمي معرفي شد
اهده شده در ديناميك قيمت ها براي حقايق مشمدل ]. از اين4[ تعميم داده شد 1973در سال   اختيارات توسط بلك و شولز

] مراجعه كنيد). مدل زير يك 5شود (براي بررسي بيشتر به [مي ها استفادهها، از جمله بازگشت به ميانگين و پرشدارايي
  :مدل انتشار پرش استنمونه از 

     t t t t tdS S µdt dW J dN    
t ،µ قيمت دارايي در لحظه tSكه در آن R  0جمله رانش و  سان،نوtW ،فرايند براوني استاندارد N  فرايند پواسن
,با شدت 0J   فرايندهاي ارنشتاين اولنبك كه توسط  شود.فرايندي است كه به عنوان فرايند اندازه پرش شناخته مي

]. اين فرايندهاي 2گيرند [طور گسترده مورد استفاده قرار ميد، در امور مالي و اقتصادي به نشوفرايندهاي لوي استخراج مي
كه در برخي موارد توسط د به طورينمتغيرهاي تصادفي باش ها ممكن استاندازه آن هايي هستند كهتصادفي داراي پرش

نسيل ها، توسط معادلات ديفراگيرند. همچنين مسير بين پرشقرار مي برخي از فرايندهاي تصادفي شمارشي مورد ارزيابي
 يندهاي ارنشتاين اولنبك كه توسطپارامترهاي يك زيركلاس مهم از فرا برآورد، مسأله مقاله شوند. در اين مشخص مي

فرايندهاي  گيريم. تخمين پارامتر يك مسأله مهم در مطالعهشوند را در نظر ميمركب استخراج مي 1 فرايندهاي پواسون
دي بسياري مالي و اقتصا ارنشتاين اولنبك است. با توجه به اينكه پارامترهاي مرتبط با فرايندهاي ارنشتاين اولنبك پيامدهاي

رآورد ، مسأله بمورد نظر است. در نتيجه پارامترهاي فرايند برآوردپي دارند از اين رو در بيشتر تحقيقات معمولاً اولين گام در 
، تخمين پارامترهاي فرايند ارنشتاين مقالهاصلي اين  هدف .بسيار مورد توجه قرار گرفته است هاي اخيرپارامترها در سال

                                                            
1 Poisson 
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. براي حل اين مسأله از معادلات بازگشتي زمان گسسته براي باشدميمركب  د پواسوناولنبك استخراج شده توسط فراين
كنيم. مزيت استفاده از اين روش اين است عات مفيد بالقوه ديگر استفاده ميآوردن اطلا توصيف ديناميك فرايند و به دست

ت به دس گرهاي ما ايجاد مي شودبرآورددر  هايي با فرم بسته را براي محاسبه اميد رياضي كهفرمول كه معادلات بازگشتي
موجود، تخمين بهتري ارائه  برآوردهاي كار گرفته شده نسبت به ساير روش د كه روش بهندهد. نتايج عددي نشان ميندهمي
 1حداكثر درست نمايي برآوردبيزي،  برآوردبراي تخمين پارامترهاي فرايندهاي ارنشتاين اولنبك سه نوع روش 	دهد.مي

)MLEكند و براي محاسبه به اي را براي اين پارامترها فرض ميزمينهتخمين بيزي يك پيش .وجود دارد ) و روش گشتاورها
به توابع چگالي انتقال حالت  MLEمراجعه شود. روش  ]6-8  [زنجير ماركف مونت كارلو متكي است. براي اطلاعات بيشتر به

ب هاي مختلف تقريتوانند بر اساس روشترس نيستند. توابع چگالي مورد نظر مينياز دارد كه فرم بسته آنها همواره در دس
. ژانگ ]9[زده شوند. به عنوان مثال والديويزو و همكاران براي تقريب تابع چگالي از تقريب فوريه تابع مشخصه استفاده كردند 

. ماي روشي را ]10[ي تابع چگالي ايجاد كردند استينف، دنباله تقريبي برا-و همكاران با استفاده از روش معكوس عددي گاور
مبتني بر تابع حداكثر درستنمايي زمان پيوسته به فرايند ارنشتاين اولنبك با فرايند جامع لوي استخراج شده تعميم داد و 

 رمبتني ب MLE. معمولاً روشهاي ]11[اي براي تقريب بخش پيوسته فرايند استفاده كرد سپس از روش تكنيكي آستانه
شود. بروكول و همكاران، پارامترهاي فرايند ارنشتاين اولنبك تقريب تابع چگالي هستند كه اين امر موجب خطاهاي عددي مي

يافت. باربوزا و وينز، از روش كلي  ]13[توان در . رويكردهاي مشابه را مي]12[را بر اساس روش گشتاورها بدست آوردند 
د استفاده شايند ارنشتاين اولنبك كه ديناميك آن توسط حركت براوني كسري انجام ميگشتاورها براي تخمين پارامترهاي فر

. جنگبلد و همكاران، برآورد غيرپارامتري فرايندهاي ارنشتاين اولنبك را كه توسط فرايندهاي لوي استخراج ]14[كردند 
براي تخمين پارامترهاي فرايند ارنشتاين . اخيراً هوو و همكاران، برآوردگرهاي جديدي را ]15[شدند در نظر گرفتند مي

گرهاي گشتاوري برآورد مقالهدر اين  .]16[اولنبك استخراج شده توسط فرايندهاي پواسن مركب مورد مطالعه قرار دادند 
مورد مطالعه قرار  با روش جديد ارنشتاين اولنبك استخراج شده توسط فرايندهاي پواسون مركب پارامترهاي فرايند براي
كار ما ساختن مجموعه جديدي از نمونه هاي اصلي است كه به صورت مجانبي هم توزيع، يكسان و  مشخصه اصلي يرد. گمي

توان از مدل هايي است كه ميدر مقايسه با روشهاي موجود، روش ارائه شده در اين مقاله داراي مزيت باشند.مي مستقل از هم
دهد و چه براي بازارهايي با ثبات بيشتر استفاده كرد. رش قيمت به وفور رخ ميمطرح شده، چه در بازارهاي ايران كه در آن پ

، فرايند ارنشتاين اولنبك استخراج شده توسط فرايند پواسن مركب اولاين مقاله بدين شرح ساماندهي شده است. در بخش 
ه ب سومشود. بخش مترها بررسي ميروش برآورد گشتاوري جديد براي برآورد پارا دومگيرد. در بخش مورد بررسي قرار مي

چنين پردازد. همهاي گاما، پارتو و نرمال ميسازي عددي مربوط به برآوردگر گشتاوري فرايند ارنشتاين اولنبك با پرششبيه
 ي وگيرگيرد. نهايتاً نتيجههاي واقعي بازار فولاد مباركه اصفهان در اين بخش انجام مييك مطالعه تجربي مربوط به داده

  شود. مطرح مي چهارمپيشنهادات براي ادامه كار مقاله در بخش 
 

                                                            
1 Maximum likelihood estimation 
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  د پواسن مركبنفرايند ارنشتاين اولنبك استخراج شده توسط فراي .1

فرايند ارنشتاين اولنبك كه توسط فرايند پواسون مركب { },   0v t t  جواب تحليلي استخراج مي شود به عنوان
  .]17تعريف مي گردد [ معادله ديفرانسيل تصادفي زير

)1(        ,   dv t v t dt dz t    
 

يرد. نظر مي گ پارامتري است كه ويژگي وابستگي فرايند ارنشتاين اولنبك را در و مي باشد  t(z( مستقل از v)0( كه در آن
(0)يك فرايند پواسون مركب با t(z( همچنين، 0z  ست. نرخ پرشاa  توزيع شده بر اساس تابع توزيع  هاي پرشو اندازه
 تجمعي .,J b كه در آنشود مشخص ميb  ًبراي سادگي پارامتر مورد نظر در تابع توزيع است و معمولا  .,J b  به
 صورت .J كه دامنه شود. فرض كنيدنوشته مي  .J تواند مقادير منفي و مثبت داشته مي كهطوريپيوسته باشد به
وجود نداشته باشد، فرايند t در لحظه  z(.) كه هيچ رخداد ورودي برايزماني باشد.  ,  0  { }v t t له با معاد مطابق

 ،ديفرانسيل معمولي زير تكامل مي يابد

    , dv t v t dt  
 t(v( دهد، رخ z(.) كه ديناميك پيوسته (مبتني بر زمان) اين دستگاه تركيبي است. هر زمان كه يك رخداد ورودي در

مقداري برابر با يك متغير تصادفي با توزيع .J ورودي مطابق با فرايند پواسون  گيرد. دراين صورت، رخدادهايرا در نظر مي
  ،زير است جواب تحليلي) داراي 1فرايند ارنشتاين اولنبك تعريف شده توسط معادله ( افتند.اتفاق مي

(2) 0
 ( )  (0)  ( )    

tt sv t e e dz s    

فرض  .شودشناخته مي كلنبوا ينانوان تعريف فرايند اورنشتبه ع )2از اين پس از اين معادله استفاده خواهيم كرد. معادله (
)دكني ) N t فرايند تحت اختيار پواسون براي( )  z t 1هاي رخدادبا زمان, 2,...) (is i  .همچنين فرض  باشد

)اندازه پرش i Jكنيد )  z tدر لحظهis پرش يك متغير تصادفي پيوسته  نيم كه اندازهك، فرض ميمقالهاشد. در سراسر اين ب
با تابع توزيع تجمعي

  .J .شود. فرض كنيدبه صورت گسسته در نظر گرفته مي فرايند ارنشتاين اولنبك معمولاً است ∆ 
مشاهدات  واحد زماني باشد.گيريم دنباله v t در لحظه هاي , 1, 2,...,t n n N   كنيمباشد. تعريف مي، 

 nv v n  
 i iS s n     

( )
( )

1

( ) .i

N t
s t

i
i

Z t e J


 


 

  ،) خواهيم داشت2آنگاه بر اساس معادله (
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 ( 1)( 1)
1 0

 (0)  ( )  
nn s

n e e dz s   
   

    

       

( 1) ( )  ( )
n s n

n n
e e dz s   

      


                                                                                         

(3) 

 

       
    1  ,ne v Z n Z n                                                                            

 كه در آن

( ( 1) )
( )

( ) 1

( ( 1) ) ( ) .i

N n
s

i
i N n

Z n Z n e J






 
 

 

  

      

 به باتوجه    1  kN n N n    ، دادكه نشان توانمي	
( )( ) 1,..., N n KN nS S
    داراي توزيع مشابه به

,0)مرتبه آماري از متغيرهاي تصادفي مستقل است كه به صورت يكنواخت در بازه   kصورت ]بنابراين، .اندشده توزيع
( )Z t همان فرايند اصلي پواسون به صورتعنوان يكي ديگر از فرايندهاي پواسون مركب با  به توانرا مي( )  z t مشاهده
it هاي پرش مختلفاما با اندازه كرد،

iJe    در مقابل)i J توجه داريم .(( ( 1) ) ( )Z n Z n     هاي تجمعيپرش
( )Z t هستند كه بر روي بازه ( , ( 1) ]n n   كهقرار دارند، به طوري 

       1   0  ,  aP Z n Z n e                                                                        (4) 

x  0    و براي تابع چگالي به صورت زير خواهد بود،  

 
 10 0 1

1

( ) ( .
1

... , . ., .. )
!

, .a
n n n

n

n
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f x e f x d
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s s s ds  


 
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   

) 1كه در آن , ,..., )n nf x s s  تابع چگالي
1

i
n t

ii
e J 

 .بسيار حداكثر درست نمايي  برآوردبه طور كلي، استفاده از  است
اميد هاي عددي تقريب زده شود. از طرف ديگر، ه نيست و بايد با استفاده از روشداراي فرم بست  x ( f( زيرا دشوار است

)رياضي  ( 1) ) ( )Z n Z n     محاسبه شود زيرتواند به صورت راحتي مي به،  
)5(  

  
  انجام خواهد گرفت.  bو  aورد پارامترهاي آ) بر5در بخش بعدي با استفاده از معادله (
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 
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 پارامترها برآورد .2

گيريم. را در نظر ميرامتر تنزل، ابتدا پا1-2 در بخش كنيم.نتايج مورد مطالعه را به دو قسمت تقسيم مي در اين بخش،
دهيم. سپس برآوردگر را مورد بررسي قرار مي كنيم و همگرايياستخراج مي به صورت بسيار كلي گر برايبرآوردسپس يك 

گرهاي برآورد، 2-2ش كنيم. در بخر برخي موارد خاص مقايسه ميد گرهاي موجود برايبرآورد گر ارائه شده را با سايربرآورد
شده  گرهاي ارائهبرآورددهيم قضيه حد مركزي در دهيم. در نهايت، نشان ميتوسعه مي  bو  aرا براي پارامترهاي گشتاوري
 كند.صدق مي

  
  پارامتر برآورد 1. 2

0كنيم. فرض كنيدرا استخراج مي پارامتر ابتدا 1( , ,..., )NX X X 0يك بردار نمونه اي براي 1( , ,..., )N    باشد. آنگاه
 داريم

 1 ( 1 , 1,··) · .( ) ,n nX e X Z n Z n n N   
       

 براي سهولت تركيب، به جاي    ( 1)Z n Z n      عبارت Z زيرا ا در نظر خواهيم گرفت،ر 

      =  1 .
d

Z Z n Z n        
تعريف  ،) باشد تواند مثبت يا منفيمي nXتواند به بالا يا پايين بپرد (به عنوان مثال،مي Z).( از آنجا كه فرايند پواسون مركب

 كنيممي

1

, 1,...,n
n

n

X
r n N

X 

  

eبرابر با مقدار  nr توجه داريم كه   است و اين معادل است با اين كه هيچ پرشي در طول دوره زماني(( 1) , ]n n   ،
e با جرم احتمال   يك متغير تصادفي گيردكه اندازه پرشميصفر  وجود نداشته باشد و هر مقدار ديگري را با احتمال 
 :دهيمرا به صورت زير ارائه مي گر پارامتربرآوردپيوسته است. 

 

 )6(  

  
آنكه در

nr rI   تابع مشخصهr  خودهمبستگي به صورت زير مي باشد 1-است و نمونه لگ،  
1

( 1)0

2

0

1

( )( )

(
ˆ

)

N

n nn
N

nn

X X X X

X X








 






                             

{ } { }1 1

1

1
log(arg max ), max 2

ˆ
1

ˆlog( ),

n n

N N

r r r r r rn n
I if I

p otherwise


  

   

 

 
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و 
0

/ ( 1)
N

nn
X X N


 .  

دوره بدون پرش  توان به شرح زير توضيح داد. اول، احتمال حداقل دو) ساخته شده است را مي6به صورت ( ̂دليل اينكه 

} بوط بهنهايت، كه مربا نزديك شدن اندازه نمونه به بي 1 همگرا به }1
max 2

n

N

r r rn
I 

) است وجود دارد. 6در معادله (
 1-) تخمين زد. زيرا لگ6دوم معادله ( توان با قسمترا مي يباً يك دوره بدون پرش وجود داردكه تقر دوم، زماني

  :باشدبه صورت زير مي tv خودهمبستگي

( 1)

( )
1

1

( ),

( )
n n

n

Cov v
e

Var





  



  

1̂ مانا است و ،]18طبق برخي از شرايط معمول مطابق با ارزيابي بركول[  tv است. در واقع، 1 گر برايبرآورديك  1̂ و

 همگرا مي شود. 1 ] به19طبق مطالعات اسپليپولس [

 كند هاي زير صدق مي) تعريف شده است در گزاره6كه در ( گر پارامتربرآورد  2,1ه قضي

           )7             (                          ( 1){ } 1 [1 ( 1)ˆ ](1 )
a a NP N e e

 


          

)8(                                                                     lim  { } 1      ˆ
N P    

 احتمال وجود حداقل يك پرش در دوره مفرد برهان: ( 1) ,n n   1 برابر ae   كه طوريباشد بهمي
1,...,n Nدوره  . بنابراين احتمال حداقل يك پرش در هر ( 1) ,n n    1براي,...,n N  برابر است با

(1 )a Ne  باشد.، و احتمال وجود حداقل يك پرش در هر دوره به جز يك مورد به صورت زير مي  
1(1 )a a NNe e       

11است با بنابراين احتمال وجود حداقل دو دوره بدون پرش برابر  [1 ( 1) ](1 )a a NN e e        .  
nrهر دوره بدون پرش، متناظر با e    است. بنابراين در صورت وجود حداقل دو دوره بدون پرش، حداقل دو مورد از

1,..., Nr r  برابر است باe  1كه دو مورد ازمال اينكنيم كه احت. از طرف ديگر توجه مي,..., Nr r  داراي مقدار مشابه
eديگري غير از    ،1باشد برابر با صفر است. در نتيجه( ) 1 [1 ( 1) ](1 )a a NP N e e            

  و اين
limدهد: رابطه به دست مي ( ) 1

N
P  


 


.  

   
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) نمايي است. براي مواردي كه توزيع پرش8گرايي معادله (كنيم كه در قضيه فوق نرخ هماشاره مي .J  دامنه پيوسته مثبت
 :پيشنهاد دادند گر زير را براي برآورد] 20] و ژانگ و همكاران [17نيلسن و شفارد [-دارد، بارندورف

1
10

1ˆ max{ln ln }   
n

n
N

nX X
   


                           (9) 

0̂] ،21علاوه براين، ژانگ و همكاران [ (0  , ]   كهرا ارائه دادند به طوري 

0 ( ) 1 (1 ) .    
a NP e



 
 

   


 
پرش منفي است  تر كهتوان در موارد كليرا نمي 0̂با اين حال است ̂گر بهتري نسبت بهبرآورديك 0̂ در اين مورد خاص،

  اعمال كرد.
 

  bو  aپارامترهاي برآورد .2-2
نه براساس معادله  براي ̂گربرآوردكنيم. لازم به ذكر است كه بحث مي  bو  aبرآورددر اين بخش، در مورد چگونگي 

بر اساس روش گشتاوري  b و  aگرهاي ارائه شده برايبرآوردنمايي. با اين حال، است و نه بر اساس حداكثر درستگشتاوري 
 :كنيماست. ابتدا تعريف مي

1( ) ,   n n nY X e X  
 

{ 0}( )

( )

( ) 0

1 0

0n

n
Y

n

i
I

Yf

Yif












 

داريم )4) و (3براساس معادلات (  
   { } { ( (0 1  ,) } 0) a

nP Y P N n N n e             

   بنابراين

 
1

/( ,)
N

n
n

Y NY 


   

{ ( ) 0} ( )
1

{ 0} / ,
n n

N

Y Y
n

I I N  


  

 :) خواهيم داشت4) و (3اساس معادلات ( بر
[ ( )] [ ( ) ( ( 1) )] (1 ) [ ].nE Y E Z n Z n a e E Ji            

}  پس معادلات گشتاوري متغيرهاي تصادفي ( ) 0}nYI    و( )nY  به صورت زير هستند:  
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     )10                      (                                                                { ( ) 0} ( ) 0
1

( [ ]) 0,
n n

N

Y Y
n

I E I  


   

)11             (                                                                               
1

( [ ( ) 0,])
N

n n
n

Y E Y 


 

 :شودصورت زير ميبه   bو  aهاي گشتاوري برايبرآوردكه منجر به 

   { ( ) 0}

1
ln ,ˆ( )

nYa I 
 


                                                                                                   (12)     

  )13              (                                                                                      
[ ]

ˆ( )(1 )
n

i

Y
E J

a e 


  


 

-شود، لذا مي نامعلوم باشد بايد تخمين زده  به صورت معلوم داده شده است. در صورتي كهكنيم كه در آن فرض مي

 :داشته باشيم  bو  aگرهاي زير را برايبرآوردجايگزين كنيم و  ̂ گر آن يعنيبرآوردرا با  توانيم

      )14                    (                                                                                 ˆ{ ( ) 0}

1
ln ,ˆ

ˆ nY
a I

 



 

  

)15            (                                                                                            ̂ˆ
[ ]

ˆ(1 )

n

i

Y
E J

a e 


 




  

} معلوم است، واضح است كه وقتي ( ) 0}nYI  و ( )nY  ݅رايب ൌ 1. … . هستند. ) .i.i.dتوزيع (ي مستقل و همهانمونه ܰ
}ˆشود جايگزين مي መߣ با  λتوان به راحتي به كار برد. با اين حال، براي موردي كهاين، قضيه حد مركزي را ميبنابر ( ) 0}nY

I
 

 

)ˆ و )nY  هاي ديگر نمونهi.i.d   براي  مركزي مشابهي را با استفاده از قضيه حد آيد، نتايجنيستند. آنچه كه در ادامه مي
  كند.مي ) ارائه15) و (14گرهاي داده شده توسط معادلات (برآورد

  1 – 2لم 

ˆ { ( ) 0}{ ( ) 0}
ˆlim  [ ] [ ] ,   lim  [ ( )] [ ( )] ,

nn
N Y N n nY

E I E I E Y E Y
   

  

2xبراي هر  و R 

ˆ{ ( ) 0}
ˆlim { ( (1 ) [ ]) }, ( )a

N Y
P N I e Y a e E Ji x 


  




 
  

{ ( ) 0}lim { ( (1 ) [ ]) }, ( )a
N YP N I a e E J xe iY 

   



     

 اميد رياضي)، مانند به  Nنمونه نزديك شدن اندازهارائه شده (با  گرهايبرآوردبيان مي كند كه خصوصيات مجانبي  1-2لم 
}ˆ ماند. بنابراين، قضيه حد مركزي برايمي شود، بدون تغيير باقيجايگزين مي̂ با و توزيع، حتي وقتي ( ) 0}

ˆ( ), ( )
Y

YI





  توسيع يابد. توانداكنون مي
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  مراجعه شود. ]16[به منبع  برهان:

1)2اگر 2 - 2قضيه  )
a

e ae
    آنگاه  

ˆ{ ( ) 0}
ˆ( (1 ) [ ]) (0, ), ( )

N

da

Y
N I a e E J Ne Y i 






  


       

  .كه در آن ماتريس كواريانس به صورت زير مي باشد

0 0 0
2 2

0

(1 ) (1 ) [ ]

(1 ) [ ] (1 ) [ ] / 2

P P P a e E Ji

P a e E Ji a e E Ji



 

 

   

   
      

 

     
0و  

aP e  .  
  د.مراجعه شو ]16[به منبع  برهان:

هاي صريح فرمول ايجاد كنيم. با اين حال، براي استخراج )a,b( گرهايبرآورداكنون آماده هستيم تا قضيه حد مركزي را براي 
 گرهاي خود، بايد تابع توزيعبرآورد .J  مشخص كنيم. در ادامه، حالتي را كهرا .J نمايي است، يعني 

( ) 1 ( 0)bxJ x e x   رايند ارنشتاين ارنشتاين اولنبك يك ف بررسي خواهيم كرد. در اين حالت، فرايند مربوط به
تواند به گاما حاصل مي شود و مي-ارنشتاين اولنبك بايد خاطر نشان كنيم كه بيشتر نتايج ما براي فرايند گاما است.-اولنبك

كه t(v( گاما-ك نيز تعميم يابد. براي فرايند ارنشتاين اولنبكانواع ديگر فرايندهاي ارنشتاين اولنب  )( ,v t a b  تابع ،
  :توسط رابطه زير داده مي شود v(t( چگالي

1

( ) ( 0)( )
)(

b
t

a a
xf

b x
e x

a
x





   

1 كه در آن

0
( ) y aa e y dy

    .از آنجاكه تابع گاماست ( ) 1 bxJ x e  1داريم
[ ]E Ji

b
   

  :كنيمرا به صورت زير تعريف مي  bگربرآورد)، 15بنابراين با توجه به معادله (
                              

ˆ
( )ˆ ˆˆ(1 ) /b a e Y     

گرهايبرآوردبراي  3 - 2قضيه  ,a b اند، داريمتعريف شده )17) و (14گاما كه در معادلات (-از فرايند ارنشتاين اولنبك:  

0
ˆˆ( , ) (0, )

N

dN a a b b N


     
 :به صورت زير است 0كه در آن ماتريس كواريانس 
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0 0 0
2

0 0

0 2 2 2
0 0 0

2 2
0 0

(1 ) 1

( )

1 (1 ) (1 )

( ) (1 )

P P P ab

P P a

P P a b Pb b e b

P a a P a e a






  


   

 

 

         
     
          

)lnبا استفاده از بسط تيلور تابع  برهان: )x توان نوشت:                                                                           مي    

)16                                                      (2
{ ( ) 0} 1 12

1 1 1
( ) ln

2Y a
f

a I a
e x   

        
  

  

1كه در آن  { ( ) 0}
a

YI e 
  
   وfx   بين{ ( ) 0}YI     وae   :قرار دارد. خواهيم داشت  

1 12

1 1
( ( ) ) ( )

2a
f

N a a N N
e N x  

     
 


 

1) داريم: 2-3با  تركيب قضيه ( 1

1
( )

a
N a a N o

e  
     


  1كه در آن تقريبا همه جا 0
N

o

 در .

1ادامه با استفاده از بسط تيلور تابع 

x
  توان نوشت:مي 

)17                               (  
2

2
2 22 2

( )(1 ) ( ) ( ) ( )(1 )
( )

( ) (1 ) g

a e a b a b a e
b

Y a a e x

 



     


   

 

 
   



   
       

2كه در آن 

(1 )
( )

aa e
Y

b



 
 

   وgx   بين( )Y    1)و )aa e

b

  در 16عادله (قرار دارد. با جايگذاري م (

 داريم: 2-3) و بر اساس قضيه 17(
2

1 2 2( ( ) ) ( )
(1 )a

b b
N b b N N o

a e a e   
        
 


كه در  

2آن  0
N

o

 توان نشان داد: مي 2-3. با استفاده از قضيه  0( ) , ( ) (0, )

d

N

N a a b b N 


  
  در نتيجه با

توجه به اينكه  ,N a a b b 
  و ( ) , ( )N a a b b  

 داراي توزيع مجانبي يكسان هستند خواهيم 

داشت،   0, (0, )
d

N

N a a b b N


  
شود.                                . در نتيجه اثبات كامل مي  
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د به عنوان مثال، يك فراين را مي توان به انواع ديگر فرايندهاي ارنشتاين اولنبك نيز تعميم داد. 3-2بايد اشاره كنيم كه قضيه 
يعني، مي شود در نظر بگيريداستخراج 1هاي پارتونشتاين اولنبك را كه توسط يك فرايند پواسون مركب همراه با پرشار

1

0
( ) (1 ) , 0, 2

x bJ x b t dt x b       داريم ،3 -3آنگاه مشابه قضيه:  

1
ˆˆ( , ) (0, )

N

dN a a b b N


    

  :كواريانس به صورت زير است كه در آن ماتريس

0
2 2

0 0
1 2 2 4 2 2 2

0
2 2 2

0 0

(1 ) (1 ) ( 1)

( ) ( ) ( 1)

( 1) (1 )(1 ) ( 1) ( 1) (1 ) 2 ( 1)

( ) ( 1) ( ) 2 (1 ) ( 2)

P e b b b

P P b

b b Pe b b b b e b b b

P b a P a e b a



 



  

   

 

   

 

   
       

      
    

        

 

باشد، در اين  تواند بردار شامل چندين پارامترمي  bتوانيم نتايج خود را بيشتر به مواردي تعميم دهيم كهاز طرفي مي
)صورت به گشتاورهاي بيشتري از  )nY هاي نرمال ارائه خواهيم داد، در را براي پرش نتايج عددي نياز است. به عنوان مثال

باشد و معادلات دو گشتاور ك بردار دو بعدي است كه شامل ميانگين و انحراف معيار توزيع نرمال مربوطه ميي  bاين حالت
)اول براي )nY   رفته خواهند شد.كار گ گرهاي گشتاوري بهبرآوردبه عنوان  

  
 نتايج عددي .3

رايند هاي دو فپرش .رنديگنرمال مورد آزمايش قرار ميا، پارتو و هاي گامپرشبا سه نوع فرايند ارنشتاين اولنبك در اين بخش 
 فرايند ايهپارامترد. ند مثبت يا منفي باشنتوانهاي سومين فرايند مياول ارنشتاين اولنبك مثبت هستند، در حالي كه پرش

1به صورت ارنشتاين اولنبك با پرش نرمال 2( , )b b  ،1  كه در آنهستندb 2وb انحراف معيار توزيع  به ترتيب ميانگين و
 داريم 2b و 1bگرهاي زير را براي برآوردباشند. براي اين مثال، نرمال مي

1 ˆ

ˆ
ˆ

ˆ(1 )

( )
b

a

Y

e 


 




 

                                                            
1 Pareto 
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2
21

2 1ˆ2

ˆ ˆ2 ( )ˆ ˆ
ˆ( 1) (1 )

( ) ( )
N

n n Y
b b

N a e

Y


 


 
 








 

) كه در آن دو گشتاور اول )nY  به صورت زير است  
 

1[ ( )] (1 ) [ ] (1 )nE Y a e E Ji a e b          

 
2 2 2 2 2

1 2( ( )) (1 ) [ ] (1 )( )
2 2n i

a a
Var Y e E J e b b           

، 50اندازه نمونه  بار با 100هاي عددي براي چندين تركيب از مقادير مختلف پارامتر اجرا شده است، هر كدام سازيشبيه
است اما  )GMM( يافتهتعميم روش برآورد گشتاوري يمات تركيب پارامتر در بسياري از موارد مشابهشوند. تنظتكرار مي
 10-7هاي پارتو و جداول پرش براي 6-4هاي گاما، جداول براي پرش 3-1كوچكتر است. نتايج در جداول  معيار آن انحراف

كه براي ارائه نتايج عددي از نرم لازم به ذكر است، از آنجايي انحراف معيار) ارائه شده است. ± هاي نرمال (ميانگينبراي پرش
تصادفي پارتو در نرم افزار متلب تعريف نشده است، خودمان با استفاده از روش  افزار متلب استفاده شده است و توليد متغير

 كنيم.توليد مي وارون به صورت زير آن راتبديل 

تابع توزيع آن را  توانيم براي توليد متغير تصادفي پارتو،است. پس مي 1و  0بين  دانيم برد تابع توزيع هر متغير تصادفيمي
برابر با متغير تصادفي يكنواخت 0,1u U قرار دهيم، يعني    

1 ( ) , [ , ),u x
x

        

0 كه در آن   0 و   پارامتر مقياس و مكان است. بنابراين داريمبه ترتيب  

 1( ) 1 0,u
x

u U
   

  :توان توليد كرد) را به صورت زير ميi.i.dپس متغيرهاي تصادفي پارتو (

 
1 . .

.( ) , ,0, , 11 , 2 ..
i i d

i i ix u iu U


  

) استفاده مي 9( معادلههاي گاما و پارتو فقط پرشهاي مثبت دارند، از با توجه به اين كه فرايندهاي ارنشتاين اولنبك با پرش
 برآوردهاي نرمال به منظور با پرش ) براي فرايندهاي ارنشتاين اولنبك6-1در هر سه روش (جداول   برآوردكنيم. براي 

تواند مثبت يا منفي اين حالت پرش مي كنيم. زيرا درمي استفاده  )6از معادله ( ) 10-7در هر دو روش (جداول  پارامتر
بسيار خوب كار   گرهايبرآورددر همه جداول يكسان است. در همه موارد،  براي سه روش  باشد. بنابراين، نتايج عددي

در تمام  )a,b( ه است روش ارائه شده براي تخميننشان داده شد 10-1نتايج عددي در جداول  طور كه توسطكنند. همانمي
) به mean( كند. در روش ارائه شده نه تنها ميانگين تخمين زده شدهعمل مي  GMMتنظيمات آزمايشي بسيار بهتر از اين

دهد كه مي نشان 7و  4، 1ل واباشد. نتايج در جد) كوچكتر نيز ميstdمقادير واقعي نزديكتر است، بلكه داراي انحراف معيار (
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افتد، ها كمتر اتفاق مي، زماني كه پرشبراي مقاديركوچكتر )a,b( در تخمين  GMMمزاياي روش ارائه شده نسبت به
فرايند  كشود، يتوجه داريم كه يك فرايند ارنشتاين اولنبك كه توسط يك فرايند پواسون مركب استخراج مي مشهودتر است.

  i.i.dهاي اندكنمونه ، اين فرايند پرشهاي كم دارد و تعداد قل (و همچنين مانا) است، بنابراين براي مقدار كوچكمست-نمو
شود. از طرف ديگر، براي مقدار مي  GMMهايي كه در يك دوره معين به طور بالقوه باعث افزايش كاراييايجاد كند، نمونه

هايي كه در كند. نمونهبيشتري توليد مي i.i.d هايهاي مكرري دارد، بنابراين نمونه، فرايند ارنشتاين اولنبك پرشبزرگ
-ها مانند قيمتداشته باشد. با اين حال، در بسياري از برنامه كارايي كمتري  GMMشود روشيك دوره مشخص، باعث مي

افتد، كه در اين صورت روش ارائه شده عملكرد بسيار زياد اتفاق نمي هايي به دفعاتپرش هاي مالي، چنينگذاري دارايي
   بهتري خواهد داشت.

  
  تحت فرايند ارنشتاين اولنبك با پرش گامامقايسه دو روش براي مقادير مختلف  : 1جدول 

  
   

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
  
  
  

  
  

Parameter  True Value Our Method GMM

    mean± std mean± std

λ 0.1  0.1026±0.0017 0.1297±0.0267 

a 2  1.9917±0.4603 2.6629±1.4794 

b 0.5  0.5278±0.1198 0.4552±0.1812 

λ 0.3  0.3056±0.0088 0.3334±0.0548 

a 2  2.0028±0.3009 1.3610±0.3074 

b 0.5  0.5101±0.0748 0.7661±0.1489 

λ 0.6  .6347±0.0438 0.6648±0.089 

a 2  1.8771±0.2887 0.9947±0.1256 

b 0.5  0.5450±0.0839 1.0205±0.1257 

λ 0.9  0.9634±0.0947 0.9747±0.1183 

a 2  1.9483±0.3330 0.8732±0.0850 

b 0.5  0.5279±0.0896 1.1560±0.1148 
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  با پرش گاما تحت فرايند ارنشتاين اولنبك aمقايسه دو روش براي مقادير مختلف  :2جدول 

Parameter  True Value Our Method GMM

    mean± std mean± std

λ  0.3  0.3008±0.0127 0.3070±0.0221 

a  1  0.9926±0.1971 7.0275±3.807 

b  0.5  0.5263±0.1251 0.0912±0.0471 

λ  0.3  0.3024±0.0106 0.3195±0.0549 

a  2  2.0335±0.3032 1.3361±0.2403 

b  0.5  0.5028±0.0772 0.7714±0.1326 

λ  0.3  0.3053±0.0087 0.3547±0.0851 

a  3  3.001±0.4286 0.7010±0.0958 

b  0.5  0.5100±0.07421 2.1832±0.3311 

λ  0.3  0.3040±0.0078 0.3731±0.1253 

a  4  3.9763±0.5553 0.8732±0.0850 

b  0.5  0.51521±0.0681 4.0977±0.8560 

 
  تحت فرايند ارنشتاين اولنبك  با پرش گاما bمقادير مختلف  مقايسه دو روش براي :3جدول 

Parameter  True Value Our Method GMM

    mean± std mean± std

λ 0.3  0.3046±0.0078 0.3070±0.0221 

a 3  2.9374±0.3929 0.3007±0.0122 

b 0.1  0.1037±0.0566 0.0566±0.0074 

λ 0.3  0.3046±0.0121 0.3731±0.2144 

a 3  2.9632±0.4239 0.3385±0.1294 
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b 1  1.0344±0.1598 8.6692±3.4188 

λ 0.3  0.3051±0.0086 0.1755±0.3793 

a 3  2.9809±0.4352 0.1282±0.1549 

b 2  2.0541±0.2931 17.8705±31.0512 

λ 0.3  0.3053±0.0087 0.0749±0.3706 

a 3  2.9388±0.3789 0.0211±0.1413 

b 3  3.1125±0.4034 3.4760±83.1673 

  
  

  bتحت فرايند ارنشتاين اولنبك  با پرش پارتو با نرخ مكانمقايسه دو روش براي مقادير مختلف :  4جدول

Parameter True Value  Our Method GMM

    mean± std  mean± std 

λ  0.1  0.1355±0.0596 0.1092±0.1186

a  3  2.8708±0.4850 2.0881±0.0883

b  6  5.7754±0.5508 1.3515±1.2698

λ  0.3  0.3041±0.0438 0.2802±0.1808

a  3  3.0309±0.3982 2.1530±0.0896

b  6  5.9772±0.4200 4.0504±2.4529

λ  0.6  0.6056±0.0389 0.3935±0.2238

a  3  3.0904±0.3964 2.1690±0.0882

b  6  5.9562±0.3390 6.8995±3.0527

λ  0.9  0.8854±0.0721 0.5246±0.1941

a  3  3.2415±0.6511 2.2085±0.0646

b  6  6.1181±0.5496 8.9463±2.6558
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  b تحت فرايند ارنشتاين اولنبك  با پرش پارتو با نرخ مكان aمقايسه دو روش براي مقادير مختلف  : 5جدول   

Parameter  True Value  Our Method GMM

    mean± std mean± std

λ 0.3  0.3339±0.0891 0.2308±0.2661

a 2  2.0661±0.3304 2.0716±0.0695

b 6  6.0423±0.9743 2.8092±2.2430

λ 0.3  0.3129±0.0438 0.3764±0.1511

a 4  3.9634±0.5144 2.2508±0.0594

b 6  5.9461±0.2867 6.2204±2.0582

λ 0.3  0.2952±0.01972 0.2872±0.1698

a 8  8.0654±0.9063 2.2568±0.1129

b 6  5.9965±0.0960 8.3948±4.2129

λ 0.3  0.3013±0.0248 0.2034±0.1990

a 10  10.4446±1.9133 2.2148±0.1293

b 6  6.0084±0.1140 7.9797±5.8796

  
  

  b تحت فرايند ارنشتاين اولنبك  با پرش پارتو با نرخ مكان ܾمقايسه دو روش براي مقادير مختلف  : 6جدول 

Parameter  True Value  Our Method GMM

  mean± std mean± std

λ 0.3  0.3174±0.0471 0.0368±0.0283

a 6  6.1173±0.8604 2.0188±0.0325

b 1  1.0001±0.0275 0.1490±0.1322

λ 0.3  0.3145±0.0724 0.3251±0.1718
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a 6  6.008±0.8072 2.2557±0.0961

b 2  1.9930±0.0577 2.4987±1.1463

λ 0.3  0.2980±0.0283 0.3131±0.2091

a 6  6.2266±0.8170 2.2500±0.1081

b 4  4.0158±0.1045 4.9896±2.7113

λ 0.3  0.3019±0.0270 002807±0.2362

a 6  6.3408±0.8598 2.2894±0.0735

b 6  6.0445±0.1522 8.9363±3.6096

  
.  و انحراف معيار تحت فرايند ارنشتاين اولنبك  با پرش نرمال با ميانگينمقايسه دو روش براي مقادير مختلف  :7جدول    ૛࢈ ૚࢈

Parameter True Value Our Method GMM 

  mean± std mean± std 

λ 0.1 0.1068±0.0146 0.1034±0.0218 

a 3 3.0547±0.5758 3.1184±1.1107 

1b 0 0.0075±0.1926 0.0228±0.0860 

2b 1 1.0005±0.2067 0.5452±0.1848 

λ 0.4 0.4040±0.0244 0.4145±0.1402 

a 3 2.9989±0.4010 3.2266±1.1607 

1b 0 0.0081±0.1076 0.0277±0.1135 

2b 1 1.1748±0.1420 1.0779±0.1477 

λ 0.8 0.8±0 0.8978±0.2498 

a 3 2.9668±0.3407 2.8943±1.0529 

1b 0 0.0091±0.0787 0.0099±0.1343 

2b 1 1.4076±0.1279 1.5590±0.1413 
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.و انحراف معيار تحت فرايند ارنشتاين اولنبك  با پرش نرمال با ميانگين ࢇمقايسه دو روش براي مقادير مختلف  :8جدول    ૛࢈   ૚࢈

Parameter True Value Our Method GMM 

  mean± std mean± std 

λ 0.6 0.6109±0.0384 0.6113±0.1100 

a 1 1.0235±0.1352 1.0331±0.2194 

1b 0 0.0383±0.1846 0.0305±0.1086 

2b 1 1.2952±0.1240 0.7774±0.1032 

λ 0.6 0.6050±0.0301 0.6434±0.1618 

a 2 1.9736±0.2306 1.9518±0.5236 

1b 0 0.0127±0.1105 0.0386±0.1428 

2b 1 1.2953±0.1513 1.1040±0.1277 

λ 0.6 0.6042±0.0556 0.6204±0.1921 

a 3 3.0227±0.4054 3.2469±1.2280 

1b 0 −0.0034±0.0913 0.0013±0.1492 

2b 1 1.2652±0.1240 1.3282±0.1302 

λ  0.6  0.6±0 0.5505±0.2122

a  4  4.1846±0.4551 5.3661±2.4448

1b  0  0.0106±0.0679 −0.0326±0.1904

2b  1  1.30443±0.1163 1.5812±0.1443
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.و انحراف معيار تحت فرايند ارنشتاين اولنبك  با پرش نرمال با ميانگين ૚࢈مقايسه دو روش براي مقادير مختلف  :9جدول    ૛࢈   ૚࢈

Parameter True Value Our Method GMM 

  mean± std mean± std 

λ 0.6 0.5893±0.0343 0.6198±0.3952 

a 2 2.0135±0.2541 2.6924±1.7505 

1b −2 −2.6422±0.2137 −2.2335±0.8796 

2b 1 3.2063±0.2668 3.3657±0.6059 

λ 0.6 0.5975±0.0493 0.5770±0.2300 

a 2 1.9655±0.2778 2.3788±1.0429 

1b −1 −1.2706±0.1910 −1.0444±0.3892 

2b 1 2.0703±0.1921 1.8833±0.2921 

λ 0.6 0.6223±0.0681 0.4690±0.2135 

a 2 2.0339±0.2620 3.5026±3.2431 

1b  1  1.3228±0.1953 0.8508±0.4627

2b  1  1.5250±0.2420 1.8886±0.2254

λ  0.6  0.6244±0.0908 0.1227±0.2309

a  2  2.0482±0.3028 11.1170±47.8199

1b  2  2.6718±0.2950 0.3203±1.2199

2b  2  2.5010±0.3062 3.0150±0.5057
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.و انحراف معيار تحت فرايند ارنشتاين اولنبك  با پرش نرمال با ميانگين ૛࢈مقايسه دو روش براي مقادير مختلف  :10 جدول   ૛࢈   ૚࢈

Parameter True Value  Our Method GMM 

    mean± std mean± std 

λ  0.6  0.5979±0.0176 0.6118±0.0720 

a  2  2.0041±0.2046 1.9906±0.3048 

b1  0  −0.0041±0.0599 −0.0019±0.0558 

b2  0.5  0.6208±0.0643 3.3657±0.6059 

λ  0.6  0.6089±0.0273 0.6079±0.1537 

a  2  2.0760±0.2941 2.19125±0.6780 

b1  0  −0.0105±0.1222 −0.0081±0.10831 

b2  1  1.2862±0.1075 1.0960±0.0904 

λ  0.6  0.6088±0.0474 0.6953±0.3298 

a  2  2.0114±0.2663 1.18863±7.0532 

b1  0  0.0211±0.1986 0.0640±0.3540 

b2  2  2.5916±0.2597 2.3038±0.2474 

λ  0.6  0.6119±0.0760 4.6118±15.2546 

a  2  2.0565±0.3347 4.7778±15.223 

b1  0  −0.0330±0.2856 0.0587±0.3292 

b2  3  3.8182±0.4949 3.4622±0.6677 

  
  

  بازار ماليواقعي سازي بيهش .3-1

پارتو و -، ارنشتاين اولنبك گاما-گرهاي ارائه شده، پارامترهاي مدل ارنشتاين اولنبكبرآورددر اين بخش، بر اساس روش 
ارزش  1زنيم. شكل ، تخمين مي1399 تا 1385 هاي واقعي فولاد مباركه اصفهان از سالنرمال را براي داده-ارنشتاين اولنبك
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هاي بازار را به صورت نرمال دهد. براي انجام اين كار، دادهنشان مي 1399تا 1385ه اصفهان را از سال واقعي بازار فولاد مبارك
 گيريم.شده درنظر مي

 :به صورت زير مي باشد realX هاينرمال سازي داده

real
normalized X

X
x



 

اين شكل، مشاهده  هد. بر اساسدن در بازه زماني ذكر شده نشان ميكه اصفهاآزمون نرماليتي را براي بازده فولاد مبار 2شكل 
بازده اين بازار داراي چولگي مثبت  تر است و اين بدان معناست كهكنيم دم چپ توزيع بازده فولاد مباركه اصفهان سنگينمي
شود دهد و مشاهده مينشان مي1399ا ت1385 از سال آزمون همبستگي را براي بازده فولاد مباركه اصفهان 3باشد. شكلمي

گر ارائه شده در اين برآوردطور كه اشاره شد، روش اصفهان اندك است. از طرفي همان هاي فولاد مباركهكه همبستگي بازده
مستقل از هم (يا همبستگي كم) عملكرد مطلوبي دارد. با توجه به اين حقيقت كه همبستگي بازده  هاينمونه پژوهش براي

اصفهان  مباركه اصفهان كوچك است، بنابراين به كارگيري روش ارائه شده براي تخمين پارامترها براساس فولاد مباركه دفولا
نشتاين پارتو و ار-گاما، ارنشتاين اولنبك-به ترتيب تخمين پارامترهاي مدل ارنشتاين اولنبك 13-11ول اتواند كارا باشد. جدمي

بر اساس روش ارائه شده در اين مطالعه  1399تا  1385 اقعي فولاد مباركه اصفهان از سالهاي ونرمال را براي داده-اولنبك
شبيه سازي تلاطم بازار فولاد مباركه اصفهان را در تاريخ ذكر شده به ترتيب براساس  6-4 هاينموداردهد. همچنين، نشان مي

مسير شبيه سازي شده نشان  به صورت ميانگين پنجگاما، پارتو و نرمال -ارنشتاين اولنبك هايتخميني مدل پارامترهاي
  دهد.مي
  

 
  1399تا 1385ارزش واقعي بازار فولاد مباركه اصفهان از سال  :1شكل 

  

139313911389 1387  1399 139713951385 
Day

0 
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1 
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  1399تا 1385آزمون توزيع نرمال براي بازده بازار فولاد مباركه اصفهان از سال  : 2شكل 

  
  

  
  1399تا 1385اصفهان از سال آزمون خودهمبستگي بازده بازار فولاد مباركه  :3 شكل

  
 1399تا 1385 تخمين پارامترهاي مدل ارنشتاين اولنبك با پرش گاما براساس مشاهدات بازار فولاد مباركه اصفهان از سال : 11جدول 

λ  a b

3.5203 0.6293 1.9067

  
 1399تا  1385 فولاد مباركه اصفهان از سال تخمين پارامترهاي مدل ارنشتاين اولنبك با پرش پارتو براساس مشاهدات بازار :12جدول  

λ a b

2.121 1.4928 0.1485

  
   1385تا  1399  تخمين پارامترهاي مدل ارنشتاين اولنبك با پرش نرمال براساس مشاهدات بازار فولاد مباركه اصفهان از سال :13جدول 

λ  a b1 b2

2.7356  1.5007 0.0361 0.0666
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 .گاما-ارنشتاين اولنبك اساس مدلبر 1399تا  1385فولاد مباركه اصفهان از سال تلاطم بازار   :4شكل  

 

  
  پارتو.-ارنشتاين اولنبك اساس مدلبر 1399تا  1385تلاطم بازار فولاد مباركه اصفهان از سال  :5شكل 

 

  
  نرمال.-ارنشتاين اولنبك بر اساس مدل1399تا 1385تلاطم بازار فولاد مباركه اصفهان از سال : 6شكل 

  
  نتيجه گيري

رد مركب مو فرايندهاي ارنشتاين اولنبك استخراج شده توسط فرايندهاي پواسون هايپارامتر برآورد، مسئله مقالهدر اين 
 تحولات فرايندها و توان از معادلات بازگشتي زمان گسسته براي توصيفمطالعه قرار گرفت. براي چنين فرايندهايي، مي

قال، بسته براي توابع چگالي انت هاي فرممفيد بالقوه استفاده كرد. با اين حال، به دليل كمبود فرمولاستخراج ساير اطلاعات 
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 هاياز طرف ديگر، معادلات بازگشتي فرمول نمايي به طور كلي دشوار خواهد بود.ماكسيمم درست برآورداستفاده از روش 
شود در اختيار قرار مي سازي ميش تخمين پارامترها پيادهور كه بر اساس آن اميد رياضيبسته و صريح را براي محاسبه 

) برآورددهند. در  , )a bدارد كه پارامتر ، يك مسأله اضافي وجود تخمين زده شود. در روش ارائه ناشناخته است و بايد
)ˆˆشود كه قضيه حد مركزي درو ثابت مي شوديگزين ميبا برآوردگر آن جا  شده , )a b گرهاي برآوردكند و نيز صدق مي

)پيشنهادي براي , )a b دارند. نكته كليدي براي قضيه حد مركزي كه در اين مطالعه به آن پرداختيم اين است كه  وجود
)ˆˆ كه براي استخراج هايينمونه , )a b هاينمونهشود همان خصوصيات مجانبي استفاده ميi.i.d.   عددي نشان  دارند. نتايجرا

   دهد.مي موجود به دست برآوردهاي بهتري نسبت به ساير روش برآوردداد كه روش در نظر گرفته شده 
د روش ارائه شده در مسئله برآورد پارامترها براي هاي تحقيقاتي مرتبط با اين پژوهش، در نظر گرفتن كاربريكي از جهت

هاي نوسان تصادفي استخراج شده توسط فرايندهاي لوي است كه در آن ممكن است نوسانات به صورت مستقيم مشاهده مدل
اند در وتنشوند. در نظر گرفتن مدل واريانس گاما و تخمين پارامترهاي آن با استفاده از اين روش جزو موضوعاتي است كه مي

 آينده بررسي شود.
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