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Introduction 
The purpose of the present paper is to study the class of strongly -
continuous functions, which contains the class of -supercontinuous 
functions (≡ clopen continuous functions). Both these two classes are 
contained in the classes of strongly -continuous functions and -
supercontinuous functions. A set  in a topological space  is called -
open if it is the union of clopen sets. The complement of a -open set is 
referred to as -closed. For a set  in a topological space  the set of all 
∈  such that every clopen set containing  intersects   is called the cl-

closure of  and it is denoted by . So, a set  is -closed if and only 
if  . 

An open set  in a topological space  is called -open if it is the union 
of -closed sets. A topological space  is called an -space if every open 
set in X is -open. If  is a subset of , then 	  denotes the set of all 
∈  such that  contains a closed neighborhood containing . A set  is 

called -open if 	 	 . The complement of a -open set is called -
closed. The set of all	 ∈  such that every closed neighborhood of  
intersects  is called the -closure of  and it is denoted by . So, a set 

 is -closed if and only if . A function  :	 ⟶  is said to be 
-supercontinuous (respectively -supercontinuous, respectively 

strongly -continuous) if  is -open (respectively -open, 
respectively -open) in	  for every open set  in . 
 

Material and methods  

A function	 :	 ⟶  is said to be strongly -continuous at ∈  if for 
each open set  in  containing  , there exists an open set  in  
containing  such that ⊆ . The function  is said to be strongly 

-continuous if it is strongly -continuous at each	 ∈ . Clearly, such 
functions are strongly -continuous but not conversely. For instance, the 
identity function on the real line is strongly -continuous, but it is not 
strongly -continuous. This is also an example of a continuous function 
which is not strongly -continuous. The -closure of a set  in a 
topological space , denoted by , is the set of all ∈  such that 
each -closed neighborhood of  intersects . A subset  of  is called 

-closed if . The -interior of  denotes the set of all ∈  
such that 	contains a -closed neighborhood of  and it is denoted by 

. A set  is called -open if . We denote by   
the ring of all real valued strongly	  - continuous functions on a 
topological space 	, and  denotes the ring of all real valued 
continuous functions on . 

A function : ⟶  is strongly -continuous if and only if the inverse 
image of a closed set under is -closed if and only if the inverse image 



of an open set under  is -open if and only if the inverse image of a 
subbasic open set under  is -open if and only if for every ∈  and 
for each closed set  in  with ∉ , there exists a -open set  in  
containing  such that ∩ ∅. 

A function :	 ⟶  is strongly -continuous if and only if ⊆
	  for every subset  of  X  if and only if ⊆ 	  

for every subset  of  if and only if 	 ⊆  for 
every subset  of . 

 

Results and discussion 

If : ⟶  is a strongly -continuous function and g: ⟶  is 
continuous, then ∘  is strongly -continuous. 

A function : ⟶  is said to be -open ( -closed) if the image of 
each -open ( -closed) set in  is open (closed) in .  

Let : ⟶  be a -open and strongly -continuous surjection and let 
: ⟶  be a function. Then ∘  is strongly -continuous if and only 

if  is continuous. Further, if in addition  is -open in  for every 
-open set  in , then  is strongly -continuous. 

A subset  of a space  is said to be -embedded in  if every -open 
( -closed) set in  is the intersection of a -open ( -closed) set in  
with . Let : ⟶  be a function. Let | ∈ Λ  be a cover of  by 

-open sets such that each  is -embedded in  and let |  , 
∀ ∈ Λ	. If each  is strongly -continuous, then  is strongly  
continuous. Let | 1,⋯ ,  be a cover of  by -closed sets such 
that each  is -embedded in  and let | , where 	 1,⋯ , . If 
each  is strongly -continuous, then 	is strongly -continuous. 

Let :	 	 ⟶ 	| ∈ Λ  be a family of functions and let : ∏ ∈ ⟶
∏ ∈  be a function defined by . If each  is 
strongly -continuous, then  is strongly -continuous and whenever 
each 	 is extremally disconnected, then the converse is also true. 

A space is said to be a -space if every open set is -open. A topological 
space ,  is a -space if and only if every continuous function from 
,  into a space	 ,  is strongly -continuous. 

Let :	 ⟶  be a function and let :	 ⟶  be the graph function 
of  defined by , . Then  is strongly -continuous if 
and only if  is strongly -continuous and  is a -space.  

The component of a point  in a topological space  is the maximal 
connected subset  in  containing . The quasi-component  of  in  
is the intersection of all clopen subsets of  containing .. A space is called 
totally disconnected if the only nonempty components are singletons. For 
a strongly -continuous function :	 ⟶ , ⊆  for each ∈

 and if  is a -space, then  for each	 ∈ . Also if  is 
injective and  is a -space, then  is totally disconnected. 

If :	 ⟶  is an open strongly -continuous injection, then  is a -
space. If :	 ⟶  is a continuous function and  is a -space, then  is 
strongly -continuous.  

A space is called ultra-Hausdorff if for each pair of distinct points, there 
is a clopen set containing one and not the other. Let :	 ⟶  be a 
strongly -continuous injection. If  is , then  is ultra-Hausdorff. 

A space  is called -closure compact if every open cover of  has a finite 
subcollection whose -closures cover . A subset  of a space  is said 



to be -closure compact relative to  if for each cover of  by open sets 
in , there exists a finite subcollection whose -closures cover . 

The strongly -continuous image of a -closure compact space is 
compact. Let :	 ⟶  be a strongly -continuous function and let ⊆

. If  is -closure compact relative to , then  is compact. 

The graph  of a function :	 ⟶  is said to be -closed if for each 
, ∉ , there exist an open set  in  and an open set  in  

containing  and , respectively, such that ∩ ∅. 
The graph of  is said to be -closed with respect to  if for each , ∉

, there exist an open set  in  and an open set  in  containing  
and , respectively, such that ∩ ∅. If :	 ⟶  is a strongly 

-continuous function and  is Hausdorff, then  is -closed with 
respect to . 

 

Conclusion  

The following conclusions were drawn from this research. 

 If  is a -space, then	 , and whenever  is 
completely regular the converse is true. 

  For every topological space , there is an ultra-Hausdorff space 
 such that ≅ . Also if  is compact, then  is zero-

dimensional. 
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 -clكلاسي از نگاشت هاي پيوسته ميان فضاهاي توپولوژي؛ به نام نگاشت هاي به طور قوي در اين مقاله 
پيوسته،  -clهاي اساسي نگاشت هاي به طور قوي گيرد. با بررسي ويژگيپيوسته، مورد بررسي قرار مي

ي شامل تمام نگاشت هاي نگاشت هاي پيوسته هستند. حلقهشودكه اين خواص، مشابه خواص مشاهده مي
را با  Xپيوسته روي فضاي توپولوژي  -clحقيقي ـ مقدار به طور قوي  clS X دهيم. ثابت نشان مي

روي شبه  fگاه فضا باشد، آن -1Tيك fيپيوسته -clشود كه اگر برد يك نگاشت به طور قوي مي
كنيم كه براي هر فضاي ي خود ثابت است. با استفاده از اين موضوع، ثابت ميمؤلفه هاي همبندي دامنه

وجود دارد كه  Y، فضاي فراهاسدورف Xتوپولوژي    S X C Ycl ها در ارتباط  . رفتار اين نگاشت
 -clيك نگاشت به طور قوي fدهيم كه اگرگيرد. نشان ميبا اصول موضوع تفكيك مورد مطالعه قرار مي

توپولوژيكي  فراهاسدورف است. خواصXگاهباشد، آنY فضاي T-به X پيوسته از فضاي توپولوژي 
ي وارون فضاهايي با ويژگي هاي توپولوژيكي معين، تحت نگاشت هاي به طور قوي ي مستقيم و نگارهنگاره

cl- ي مستقيم هر فضاي شود كه نگارهشود. از جمله ثابت ميپيوسته بررسي مي-cl  بستار فشرده تحت
پيوسته، فشرده است. در پايان، ويژگي هاي نمودارهاي اين نگاشت ها بيان  -clطور قوي يك نگاشت به 

پيوستگي نگاشت  -cl، به طور قوي Yشود كه براي هر فضاي فشرده و هاسدورف مانندشود. ثابت ميمي
 :f X Y باcl- بسته بودن نمودار آن نسبت بهX .معادل است  

  
  
  
  
  

نگاشت هاي به طور قوي). 4021( معصومه  اعتبار،: استناد
cl

 - 124 – 107)، 2( 9، هاي رياضيپژوهش. پيوسته.  
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  مقدمه

پيوسته و  -clهدف اين مقاله بررسي خواص نوعي قوي از نگاشت هاي پيوسته  به نام نگاشت هاي به طور قوي 
ي حقيقي مقدار روي يك فضاي توپولوژي است كه پيوسته -clي نگاشت هاي به طور قوي ي حلقههمچنين مطالعه

 -clپيوسته شامل كلاس نگاشت هاي  -cl] معرفي شده است. كلاس نگاشت هاي به طور قوي 4در[براي اولين بار 
] معرفي شد و خواص اين نگاشت ها 9بالاپيوسته ( نگاشت هاي بستباز پيوسته) است كه توسط ريلي و وامانامورتي در [

ي ي حقيقي نگاشت هاي بستبازپيوستهبررسي قرار گرفت وسپس افروز و همكارانش حلقه ] مورد10توسط سينك در[
] بررسي نمودند. هر دوي اين كلاس ها مشمول كلاس نگاشت هاي به طور قوي 1مقدار روي يك فضاي توپولوژي را در[

-  پيوسته  و كلاس نگاشت هايclR- معرفي   ]8,13باشند كه  توسط نويري، تياگي و همكاران در[مي بالا پيوسته
هاي به صورت اجتماعي از مجموعه Aباز گوييم، هرگاه  -clرا Xدر فضاي توپولوژي Aي و مطالعه شدند. مجموعه

بستار -X ،clدر فضاي توپولوژي Aي بسته گوييم. براي مجموعه -clباز را  -clي بستباز باشد. متمم يك مجموعه
A ي  شامل تمام نقاطمجموعه x Xي بستباز شامل است كه هر مجموعهx ،A كند و اين مجموعه به را قطع مي

 صورت  cl
A ] 10در ) [ scl A ]ي شود. بنابراين مجموعه] ) نمايش داده مي1درA ،cl- بسته است اگر و تنها اگر

sA cl Aي باز. مجموعهU  در فضاي توپولوژيXراclr- باز گوييم، اگرU  به صورت اجتماعي از مجموعه هايcl- 
Aباز باشد. براي  -clrي  باز در آن شود، اگر هر مجموعهفضا ناميده ميclR ‐يكXبسته باشد. فضاي توپولوژي X

xي شامل تمام نقاط ، مجموعه A  كه Aي شامل شامل يك همسايگي بسته x است را باint A دهيمنمايش مي 
intBباز است، اگر B ،‐ي شود مجموعه]. گفته مي14[ Bي . متمم يك مجموعه-  باز را-  .بسته ناميم

x ي شامل تمام نقاط مجموعه Xي شاملكه هر همسايگي بستهx ،A كند، را قطع مي-  بستارA  ناميده
cl شود و با مي Aشود. تابع نشان داده مي :f X Y راcl- ) بالاپيوسته‐clR  بالاپيوسته، به طور قوي-  پيوسته

Y ،درV ي باز) گوييم، هر گاه براي هر مجموعه 1f V درX ، ‐cl ) بازclr-  ،باز- .باز) باشد  

  پيوسته -cl. نگاشت هاي به طور قوي 1

هاي ي نگاشتپيوسته، به بررسي ارتباط ميان حلقه-clطور قوي هاي بهسازي نگاشتدر اين بخش پس از مشخصه 
)يبا حلقه Xپيوسته روي فضاي توپولوژي-clطور قوي حقيقي ـ مقدار به )C Xهاي در ادامه ويژگي پردازيم.مي

كه  پردازيمگيرد. ابتدا به بيان مفاهيم زير ميپيوسته مورد مطالعه و بررسي قرار مي-clطور قوي هاي بهاساسي نگاشت
    باشند. ] مي4برگرفته از مرجع [

f:  گوييم نگاشت X Yدرx X طور قوي بهcl-ي بازپيوسته است، اگر براي هر مجموعهV درY شامل
( )f xي باز، مجموعهU درX شاملx موجود باشد كه( )sf cl U Vشود كه. گفته ميf طور قوي بهcl-

xپيوسته است، اگر در هر X طور قوي بهcl-طور قوي پيوسته باشد. بديهي است كه هر نگاشت بهcl- ،پيوسته
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طور قويبه پيوسته است، اما عكس اين گزاره لزوماً برقرار نيست. به عنوان مثال، نگاشت هماني روي -طور قوي به
-طور قوي پيوسته است، اما بهcl-باشد.پيوسته نمي  

xي شامل تمام نقاط ، مجموعهXدر فضاي توپولوژي Aيبراي مجموعه X كه هر همسايگيcl ي شاملبستهx ،
گوييم و با  Aبستار -clاشتراك ناتهي دارد را  Aبا

cl
cl A يدهيم. مجموعهنمايش ميH در فضاي توپولوژيX 

بسته گوييم، اگر clرا 
cl

H cl Hي شامل تمام نقاط.  مجموعهx A  كهA شامل يك همسايگيcl-ي بسته
intناميم و با Aدرون -clباشد را xشامل

cl
A يدهيم. مجموعهنشان ميG  راcl- باز گوييم، اگرint

cl
G G

ي ي باز (بسته) است. افزون بر آن، متمم يك مجموعهبسته) يك مجموعه -clباز ( -cl ي. بديهي است كه هر مجموعه
cl- ) بازcl- يك مجموعه (ي بستهcl- ) بستهcl- هاي ي شامل تمام مجموعهباشد. خانوادهباز) ميcl-  باز در

)فضاي  , )X   يك توپولوژي رويX دهد كه با تشكيل مي
cl شود. فضاي نشان داده مي( , )

cl
X   را با

cl
X  

 دهيم.نشان مي

  ود.شنظر ميكند. به دليل سادگي، از ذكر اثبات آن صرفپيوسته را توصيف مي-cl طور قويهاي بهي زير نگاشتقضيه

f:هاي زير براي نگاشتگزاره :1قضيه  X Y .معادلند  

)1 (f طور قوي  بهcl-.پيوسته است 

 بسته است. -f ،clتحت Yدر ي بستهي وارون هر مجموعه) نگاره2(

 باز است. -f ،clتحت  Yي باز دري وارون هر مجموعه) نگاره3(

 باز است. -f ،clتحت  Yيي وارون هر عضو زيرپايه) نگاره4(

x) براي هر5( X ي بسته مانندو هر مجموعهF درY كه f x Fي ، مجموعهcl- بازU درXشاملx 
)وجود دارد كه  )f U F   . 

  شود.ي زير نتيجه ميي قبل، گزارهاز قضيه

f:هاي زير براي نگاشتگزاره :1نتيجه  X Y .معادلند  

)1(f طور قوي بهcl-.پيوسته است 

A) براي هر2( X ،( ) ( )
cl

f cl A clf A . 

B) براي هر3( Y ،1 1( ( )) ( )
cl

cl f B f clB
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B) براي هر4( Y ،1 1(int ) int ( ( ))
cl

f B f B
 . 

باز است اگر و تنها اگر در -X ،clجا كه يك مجموعه درو از آن 1قضيه با استفاده از 
cl

X  ي زير به باز باشد، نتيجه
  آيد.دست مي

f:نگاشت :2نتيجه  X Y طور قوي بهcl-پيوسته است اگر و تنها اگر:
cl

f X Y  .پيوسته باشد  

  شوند.صورت زير معرفي ميفضاها به -clفضاها،  -clRمشابه

بودن يك فضا  -cl]. بديهي است كه4باز باشد[ -clي باز در آن فضا گوييم، اگر هر مجموعه -clرا يك Xفضاي
نيست. مثال زير (مثال  فضاست، اما عكس اين گزاره لزوما درست -clRفضا يك-clيك ويژگي توپولوژيكي است و هر

  ] ) گوياي اين مطلب است.12در [ 113

Xباشد كه اصلي نيستند. گيريم  هاي رويي شامل تمام فراپالايهخانواده Mفرض كنيم :1مثال  M   
فضا  -clفضاست. اين فضا يك-clRيك X]،13در [ 2,3اي قوي باشد. در اين صورت بنا به مثال با توپولوژي فراپالايه

Fباشد؛ زيرا، اگرنمي M،A F و U A F گاه، آنU ي بازي است كه مجموعهcl-  ،باز نيست. در واقع
Bگاهباز باشد، آن -U ،clاگر F يو مجموعهcl- يبستهFC درX وجود دارند كه   FB F C U 

در نتيجه و ( )cl B F U 12در[ 113مثال  3كه تناقض است؛ زيرا بنا به بند ،[  cl B F  شامل تمام
 -clيكXبنابراين    باشد. Uتواند مشمولهستند و اين مجموعه نميBاست كه شامل  فراپالايه هاي آزادي در

  نيست.  فضا

)كنيمفرض : 1گزاره  , )X   يك فضاي توپولوژي باشد. در اين صورت ,X يك  cl-  فضاست اگر وتنها اگر هر
نگاشت پيوسته از ,X   به هر فضاي ,Y  طور قويبهcl-.پيوسته باشد 

  بديهي است.   اثبات:

   گيريم( , ) ( , )Y X  .در اين صورت نگاشت همانيi رويX طور قوي  پيوسته و در نتيجه بهcl- پيوسته
U، براي هر1است. پس بنا به قضيه   ،1 ( )i U U ي ، يك مجموعهcl-  باز درX دهدباشد كه نتيجه ميمي

X  يكcl- .فضاست  

)را با  Xپيوسته روي فضاي-clطور قوي هاي حقيقي ـ مقدار به ي شامل تمام نگاشتمجموعه )clS X  نشان
)توان مشاهده نمود كه مي 1دهيم. با استفاده از قضيه مي )clS X  با اعمال جمع و ضرب معمولي يك زيرحلقه و

)يزيرمشبكه )C X باشد كهمي( )C X هاي حقيقي مقدار پيوسته روي ي تمام نگاشتحلقهX .است  
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)براي هر  )f C Xيمجموعه -، صفرf ؛ كه با( )Z f ي شامل تمام نقاطي مانندشود، مجموعهنشان داده مي
x X  است كه( )f x  هايمجموعه -تمام صفري شامل . مجموعهX  را با( )Z X ي دهيم. مجموعهنشان مي
\ ( )X Z f يمجموعه -را متمم صفرf  ناميم و با( )coz f فضاي توپولوژي5در [ 2,3دهيم. بنا به قضيه نشان مي ،[

X ي كاملاً منظم است اگر و تنها اگر مجموعه( )Z X هاي بسته دراي براي مجموعهپايهX  باشد اگر و تنها اگر
ي زير ارتباط ميانباشد. قضيه Xهاي باز دراي براي مجموعهپايه Xهاي وعهي شامل تمام متمم صفرـ مجممجموعه

( )clS X  و( )C X كند.را بيان مي  

)گاه فضا باشد، آن -clيك  Xاگر :2قضيه  ) ( )clC X S X  و اگرX  كاملاً منظم باشد، عكس آن نيز برقرار
  است.

)، 1گاه بنا به گزاره فضا باشد، آن -clيك  Xاگر اثبات: ) ( )clC X S X .برعكس، فرض كنيمX  كاملاً منظم
)باشد و  ) ( )clC X S X همچنين فرض كنيم .( )f C X   و( )x coz f بنابراين .( )f x    و چون

( )clf S Xي باز، پس مجموعهU شاملx درX وجود دارد كه براي هرsy cl U ،( )f y    و در نتيجه
( )scl U coz f پس .( )coz f ي يك مجموعهcl- ي باز درجا كه هر مجموعهباز است و از آنX صورت به

  فضاست. -clيك  Xباز خواهد بود. بنابراين -clي باز، هاست، پس هر مجموعهاجتماعي از متمم صفرـ مجموعه

پردازيم و مشاهده خواهيم كرد كه مشابه پيوسته مي-clطور قوي هاي بههاي اساسي نگاشتحال به بررسي ويژگي
حاصل  2طور مستقيم از نتيجه كنيم كه بههاي شناخته شده در مورد پيوستگي هستند. حال لم زير را بيان ميويژگي

  شود.مي

f:اگر :1لم  X Y طور قويبهcl-پيوسته و:g Y Y گاهپيوسته باشد، آن:gof X Z طور قوي به

cl-.پيوسته است  

  كنيم.صورت زير تعريف ميبهباز را -clمشابه نگاشت باز، نگاشت 

f:نگاشت :1تعريف  X Y  راcl- ي باز گوييم، اگر تصوير هر مجموعهcl-  باز درXي باز در، يك مجموعه
Y  باشد. نگاشتcl- شود.طور مشابه تعريف ميبسته نيز به  

، روي Xباز روي فضاي توپولوژي -clبديهي است كه هر نگاشت 
cl

X  .باز است  

f:فرض كنيم :2گزاره  X Y  يك نگاشتcl- طور قوي باز، بهcl-پيوسته و پوشا باشد. همچنين فرض كنيم
:g Y Z يك نگاشت باشد. در اين صورتgof طور قوي بهcl-پيوسته است اگر و تنها اگرg  .پيوسته باشد

 gگاهباز باشد، آن -f ،clتحت نگاشت Xباز در -clي ي هر مجموعهافزون بر آن، اگر علاوه بر شروط فوق، نگاره
  پيوسته است.-clطور قوي به
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روي gof،2جا كه بنا به نتيجه شرط لازم با استفاده از خواص پيوستگي و از ان اثبات:
cl

X   پيوسته وf روي
cl

X  
ي دوم، فرض باشد. براي اثبات گزارهمي 1شود. شرط كافي، نتيجه مستقيم لم سادگي اثبات ميپيوسته و باز است، به

)1پيوسته است، -clطور قوي به gofجا كهباشد. از آن Zي بازي درمجموعه Wكنيم ) ( )gof Wدر ،X ،cl

پوشاست،  fباز است و چون - 1 1 1 1( ) ( ( ( ))) ( ) ( )g W f f g W f gof W     كه بنا به فرض، درY ،cl- 
  پيوسته است.-clطور قوي به g، 1باز است. پس بنا به قضيه 

f:مشابه پيوستگي، اگر X Y طور قويبهcl-پيوسته باشد وA Xگاه نگاشت تحديد ، آن| :Af A Y 
شود كه نشاندگي نياز داريم. گفته مي -clپيوسته است. براي بيان عكس اين گزاره به مفهوم -clطور قوي نيز به

به صورت  Sبسته) در -clباز ( -clي نشانده است، اگر هر مجموعه -X ،clدر فضاي توپولوژي Sي مجموعه
  باشد. Xبسته) در -clباز ( -clي با يك مجموعه Sاشتراك 

f:هاي زير براي نگاشتگزاره :3گزاره  X Y .برقرارند  

ي) فرض كنيم خانواده1( |U    هاي پوششي از مجموعهcl-  برايبازX  باشد كه هرU  درX يكcl

نشانده است. اگر براي هر  - نگاشت ،|Uf f
  طور قوي بهcl-گاهباشد، آن پيوستهf طور قوي بهcl-

  پيوسته است.

) فرض كنيم 2( |1 ,iF i n n   هاي پوششي از مجموعهcl- بسته برايX  باشد كه هرiF درX  يك
cl-  1نشانده است. اگر براي هر i n  ،|

iFf طور قويبهcl-گاهپيوسته باشد، آنf طور قوي بهcl- پيوسته
  است.

V) فرض كنيم1( اثبات: Y  باز باشد. چون هرf  طور قوي بهcl- 1، هر 1پيوسته است، پس بنا به قضيه ( )f V
 

Uباز در  -clي يك مجموعه  جا كه است و از آنU  ي يك مجموعهcl-  باز وcl- نشانده درX  است، پس
1 ( )f V

 درX ،cl-  1باز خواهد بود. حال 1( ) ( )f V f V


 


   هاي صورت اجتماعي از مجموعهبهcl-  باز در

X  1است و در نتيجه ( )f V  درX،cl-  1باز و بنا به قضيه ،f طور قوي بهcl-باشد.پيوسته مي  

  ) است.1) اثبات مشابه قسمت (2(

] 7پيوسته در [-طور قوي هاي بهكنيم كه در آن، قضاياي مربوط به حاصلضرب نگاشتدر ادامه شرايطي را بيان مي
  پيوسته نيز برقرار باشد.-clطور قوي هاي بهبراي نگاشت

فرض كنيم  :3قضيه  : |f X Y     ها باشد و نگاشت اي از نگاشتخانواده  

:  
  

 f X Y  
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  كنيم: را چنين تعريف مي

(( )) ( ( ))f x f x    

  هاي زير برقرارند.در اين صورت گزاره

  پيوسته است.- clطور قويبه fگاه پيوسته باشد، آن‐ clطور قويبه  f) اگر هر1(

  پيوسته است.cl‐طور قوي  ، به fگاه هرفضا باشد، آن -clيك   Xپيوسته و هر f) اگر 2(

f) فرض كنيم هر 1( اثبات:  طور قوي بهcl-پيوسته  وV  يك عضو زيرپايه براي

Y  باشد. در اين صورت

  ي باز و مجموعهV   درY   وجود دارند كهV V Y 
 

  چون .f  طور قوي بهcl- ،پيوسته است

)1، 1بنا به قضيه  )f V 
  درX  ،cl- .1داريم  باز خواهد بود 1( ) ( )f V f V X  

 

 



  1. بنابراين ( )f V 

Xباز در  -clي يك مجموعه 

 1باشد و در نتيجه بنا به قضيه مي ،f طور قوي بهcl-.پيوسته است  

  شود.) نتيجه مي1) از قسمت (2(

 Cها فشرده است ودو فضاي توپولوژي باشند كه حداقل يكي از آن Yو X]، اگر 2در[ 2بنا به قضيه  :1نكته 
Xي بستبازي درمجموعه Y  شامل( , )x y هاي بستبازگاه مجموعهباشد، آنU  درX  وV درY  وجود دارند

)كه , )x y U V C   .  

  پردازيم.ي زير ميحال به بيان قضيه

1فرض كنيم  :4قضيه 1 1:f X Y   2و 2 2:f X Y  دو نگاشت باشند و نگاشت  

1 2 1 2:f X X Y Y    

  كنيم.صورت زير تعريف ميرا به

1 2 1 1 2 2( , ) ( ( ), ( ))f x x f x f x  

-clطور قوي به 2fو  1fگاه پيوسته باشد، آن-clطور قوي به fفشرده و  2Xو  1Xاگر حداقل يكي از فضاهاي 
  پيوسته هستند.
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1براي اثبات، كافيست نشان دهيم كه براي  اثبات: 1A X  2و 2A X1ي ، مجموعه 2A A  1در 2X X ،cl

در  1Aباز باشند. براي اين منظور، فرض كنيم  - 2X  ،clو  1Xبه ترتيب در  2Aو  1Aباز است اگر و تنها اگر  -
1X  2وA  2و  درX  هر دوcl-  1باز باشند. در اين صورت 2A X  1و 2X A  1هر دو در 2X X ،cl-  باز

1هستند. در نتيجه  2A A ي صورت اشتراك دو مجموعهكه بهcl- 1باز است، در 2X X ،cl- حال  باز خواهد بود .
1فرض كنيم  2A A 1در 2X X ،cl- 1دهيم كه براي هر باز باشد. حال نشان ميU X  2وV X ،

( )s s scl U V cl U cl V  كنيم كه . براي اين منظور، فرض مي    , sx y cl U V  و Wي بستبازي مجموعه
W باشد. در اين صورت  Xدر xشامل  Yي بستبازي شاملمجموعه ,x y 1در 2X X  خواهد بودو در نتيجه

.   W Y U V     بنابراينW U  شودكه نتيجه مي.sx cl U توان ثابت كرد كه به صورت مشابه مي

.sy cl V حال فرض كنيم , s sx y cl U cl V  وC بستبازي شامل  يمجموعه ,x y  در1 2X X باشد. بنا به
 و 1W، مجموعه هاي بستباز 1نكته   2W به ترتيب شاملx 1درX و شاملy2درX  وجود دارند كه

. , 1 2x y W W C    چونx cl U
s

syو   cl V پس ،1W U  2وW V   و در نتيجه
.   C U V  پس   , sx y cl U V دهدكه نشان مي( )s s scl U V cl U cl V   با استفاده از اين .

  باز هستند. -2X ،clو  1Xبه ترتيب در  2Aو  1Aگيريم كه مطلب، نتيجه مي

فرض كنيم  :5قضيه  X  
Xاي از فضاهاي توپولوژي باشد وخانواده  X 



 نگاشت .: f Y X طور به

پيوسته است اگر و تنها اگر براي هر -clقوي   ، of طور قوي بهcl-.پيوسته باشد  

  و همچنين خواص پيوستگي به آساني قابل اثبات است. 2با استفاده از نتيجه  اثبات:

  ي فوق نتيجه گرفت.توان به آساني از قضيهي زير را ميحال نتيجه

f:فرض كنيم :3نتيجه  X Y  يك نگاشت باشد و نگاشت  

:g X X Y   

  كنيم:صورت زير تعريف ميرا به

( ) ( , ( ))g x x f x  

  فضا باشد.  -clيك  Xپيوسته و -clطور قوي به fپيوسته است اگر و تنها اگر -clطور قوي به gدر اين صورت 

  ناميم.ميfرا نگاشت نموداري نگاشت 3معرفي شده در نتيجه gنگاشت
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لازم است. به عنوان مثال، فرض كنيم 3فضا بودن در نتيجه  -clفرض  :2نكته  , ,X Y a b c  ،

      , , , , ,X a b a b X و  , ,Y c Y  در اين صورت نگاشت .: ( , ) ( , )x Yf X Y  يبا ضابطه
( )f x c طور قوي بهcl-طور قوي پيوسته است، اما نگاشت نموداري آن بهcl- باشد.نميپيوسته  

)ي حلقه. 2 )clS X  

هاي همبندي بررسي كرده و سپس با پيوسته را روي شبه مؤلفه-clطور قوي هاي بهدر اين بخش، ابتدا رفتار نگاشت
)ي دهيم كه حلقهاستفاده از آن نشان مي )clS X  با يك( )C Y  يكريخت است. حال به بيان تعاريف و مفاهيم لازم

 Xدر xشامل xCي همبند ماكسيمال زيرمجموعه Xدر فضاي توپولوژي xيي همبندي نقطهپردازيم. مؤلفهمي
 xQگوييم و با Xدر xي همبنديمؤلفهرا شبه xشامل Xهاي بستباز درشود. اشتراك تمام مجموعهتعريف مي
xدهيم. بديهي است كه نشان مي xC Q  را ببينيد. يك 3در [ 24,1,6و ممكن است تساوي برقرار نباشد، مثال [

هاي تك عضوي باشند. بر هاي همبندي ناتهي آن، مجموعهفضاي توپولوژي را كاملاً ناهمبند گوييم، اگر تنها مؤلفه
  باز باشد. Xي همبندي درشود، اگر هر مؤلفهطور ضعيف همبند موضعي خوانده ميبه X]، فضاي توپولوژي6اساس[

f:يپيوسته-clطور قوي هاي زير براي نگاشت به: گزاره6قضيه X Y .برقرارند  

x) براي هر1( X،( )[ ]x f xf Q Q. 

xگاه براي هرفضا باشد، آن -1Tيك  Y) اگر2( X ، [ ] ( )xf Q f x.  

 كاملاً ناهمبند است.Xگاهفضا باشد، آن -1Tيك Yيك به يك و f) اگر3(

x) فرض كنيم1( اثبات: X ،xz Qو( )( ) f xf z Qي بستباز. در اين صورت مجموعهV  شامل( )f x  وجود
.دارد به طوري كه  f z V جا كهاز آنf  طور قوي بهcl-ي بازپيوسته است، پس مجموعهU شاملx  وجود

)دارد به طوري كه )sf cl U Vبه اين ترتيب با توجه به اين كه .x sQ cl U داريم ،
   ( )x sf z f Q f cl U V   .كه اين يك تناقض است  

xy) فرض كنيم2( Qو.   f x f y ي بازدر اين صورت مجموعهV درY  وجود دارد كه( )f x V  و
( )f y Vجا كه . از آنf طور قوي بهcl-ي بازپيوسته است، مجموعهU شاملx درX وجود دارد كه

( )sf cl U Vپس . xf Q V و در نتيجه( )f y V .كه تناقض است  

xگاه براي هر يك به يك باشد، آن f)، اگر 2) با استفاده از بند (3( X ، xQ x  و در نتيجه براي هرx X

،  xC x دهد كه نشان ميX .كاملاً ناهمبند است  
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f:فرض كنيم :4نتيجه  X Y طور قوي يك نگاشت بهcl-پيوسته وY 1يكT-  فضا باشد. در اين صورت
  هاي زير برقرارند.گزاره

)1 (f ي همبندي درمؤلفهروي هر شبهX .ثابت است 

 ثابت است.Xروي fگاه همبند باشد، آن  X) اگر2(

يك فضاي توپولوژي باشد و  Xفرض كنيم :5نتيجه  clf S X در اين صورت براي هر .x X ،
    xf Q f x.  

 كنيم.  فضايپردازيم. قبل از آن مفهوم فضاهاي فراهاسدورف را يادآوري ميي اصلي اين بخش ميحال به بيان نتيجه
x,ي متمايزنقطهرا فراهاسدورف گوييم، هرگاه براي هر دو Xتوپولوژي y X  ي بستبازمجموعهU درX  موجود
xباشد كه U وy U]11.[  

وجود دارد كه   Yفراهاسدورف، فضاي Xبراي هر فضاي توپولوژي :7قضيه    clS X C Y.  

دهيم قرار مي اثبات: |xY Q x X   و توپولوژي رويY هايي مانند ي مجموعهي همهرا گردايهG درY  
كنيم كهاختيار مي

x

x
Q G

Q

 ي يك مجموعهcl- باز درX دهيم كه باشد. حال نشان مي ,Y   يك فضاي

yxباشند. در اين صورت Yي متمايز در در نقطه yQو  xQبراي اين منظور، فرض كنيم  .فراهاسدورف است Q  و
xوجود دارد كه Xدر Uي بستبازدر نتيجه مجموعه U  وy Uدهيم . حال قرار مي :zG Q z U  در .

اين صورت 
z

z
Q G

U Q


   درX  بستباز و در نتيجهcl-  باز وcl-  بسته است و در نتيجهG ي بستبازي مجموعه

xQاست كه  Yدر G  وyQ Gبنابراين .Y  .فراهاسدورف خواهد بود  

هاي كنيم كه حلقهحال ثابت مي clS X  و C Y  يكريخت هستند. نگاشت   : clS X C Y  صورترا به
   cf f  براي هر  clf S X كنيم كه در آن تعريف مي:  cf Y صورت به   c xf Q f x  تعريف

)دهيم كه تعريف هستند. ابتدا نشان ميخوش و  cf، 5شود. بنا به نتيجه مي )cf C Y براي اين منظور، فرض .
xQكنيم  Y و    c xf Q f x rجا كه . از آن  clf S X 0، براي هر  ي مجموعهcl-بازU شامل

x درX  وجود دارد كه   ,   f U r rدهيم . حال قرار مي :z zG Q Q U  چون .U  يك
yاست، پس براي هر Xباز در  -clي مجموعه Uي باز، مجموعهV  درX   وجود دارد كه

  sy V cl V U جا كهو از آنscl V ييك مجموعهcl- ي شاملبستهy وyQ يكوچكترين مجموعهcl- 
yاست، پس yي شاملبسته sQ cl V و در نتيجهyQ G پس .

z

z
Q G

U Q


 بنابراين .G ي بازي درمجموعه

Y  شاملxQ  است كه   ,cf G r r     و در نتيجهcf باشد. بديهي است كه پيوسته مي  يك همريختي
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، فرض كنيم يك به يك است. براي اثبات پوشا بودن  f C Y  و نگاشت: g X صورت را به

    xg x f Q توان ديد كه كنيم. به آساني ميتعريف مي  clg S X  و  g f.  

اي شامل باشد و داراي پايهشود، اگر هاسدورف بعدي ناميده مي -صفر Xكنيم كه فضاي توپولوژييادآوري مي
  هاي بستباز باشد.مجموعه

وجود دارد كه  Zبعدي -گاه فضاي صفريك فضاي فشرده باشد، آن Xاگر :6نتيجه    clS X C Z.  

Zدهيم قرار مي اثبات: Y كهY   7است. بنا به قضيه  7همان فضاي توپولوژي معرفي شده در قضيه،Z 
xQباشد و Yي بسته در يك مجموعه Fفراهاسدورف و در نتيجه هاسدورف است. حال فرض كنيم  Fبراي هر .

z X  كهzQ F ،z xQ Q جا كهو از آنZ ي بستبازفراهاسدورف است، مجموعهzV درZ  كهوجود دارد
z zQ V وx zQ Vدهيم. حال قرار مي

z

z
Q F

A Q


   و
y z

z y
Q V

G Q


 چون .A  ،فشرده استn و

1 ,..., nz z A وجود دارند كه
1

i

n

z
i

A G


دهيم . حال قرار مي
1

i

n

z
i

G G


در اين صورت .G ي بستبازي مجموعه

Aاست كه Xدر G  وx Gدهيم . حال قرار مي :z zH Q Q G در اين صورت .H ي بستبازي مجموعه
Fاست كه Zدر H  وxQ H و در نتيجهZ بعدي است. -صفر  

وجود دارد كه  Zيطور ضعيف همبند موضعي باشد، آنگاه فضاي گسستهيك فضاي به Xاگر :7نتيجه 
   clS X C Z .  

Zدهيم: قرار مياثبات Y كهY است. چون 7ر قضيه همان فضاي توپولوژي معرفي شده دX طور ضعيف همبند به
xموضعي است، براي هر X  داريمx xC Q و در نتيجهxQ ي بستباز دريك مجموعهX باشد. بنابراينميxQ 

باز و در نتيجه -X ،clدر xQ درZ دهد باشد كه نشان ميباز ميZ .گسسته است  

  پيوسته-clطور قوي هاي بههاي توپولوژيكي و نگاشت. ويژگي3

  گيرد.پيوسته مورد بررسي قرار مي-clطور قوي هاي بههاي توپولوژيكي و نگاشتدر اين بخش ارتباط ميان ويژگي

:فرض كنيم :4گزاره  f X Y طور قوييك نگاشت دوسويي، باز و بهcl-پيوسته باشد. در اين صورتX وY 
  فضاي همسانريخت هستند. -clدو 

  آسان است. اثبات:

:فرض كنيم :5گزاره  f X Y يك نگاشت پيوسته باشد. اگرY  يكcl- گاهفضا باشد، آنf طور قوي بهcl-
  پيوسته است.
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xفرض كنيم اثبات: X وV ي بازي درمجموعهY  شامل f x جا كهباشد. از آنY   يكcl- ،فضاست
وجود دارد كه Yدر Wي بازمجموعه   sf x W cl W Vشود اگرراحتي ثابت مي. به: f X Y  پيوسته
داريم Yدر Wي بازگاه براي هر مجموعهباشد، آن   1 1 s scl f W f cl W با استفاده از اين گزاره نتيجه .

شود    مي     1 1 1    sx f W cl f W f V دهد كه نشان مي 1f V ي يك مجموعهcl- باز درX 
  باشد.پيوسته مي-clطور قوي به fاست و در نتيجه

:فرض كنيم :6گزاره  f X Y طور قوي يك نگاشت يك به يك و بهcl- پيوسته باشد. اگرY  يكT- ،فضا باشد
  فراهاسدورف است. Xگاهآن

باشند. در اين صورت  Xي متمايز دردو نقطه 2xو  1xفرض كنيم اثبات:   1 2f x f x چون .Y  يكT- 
وجود دارد كه شامل يكي از نقاط  Yدر Vي بازفضاست، مجموعه 1f x  يا 2f x  و نه هر دو باشد. بدون كاسته

شدن از كليت، فرض كنيم 1f x V  و 2f x Vي باز. در اين صورت مجموعهU درX  1شاملx  وجود دارد
كه  sf cl U V2. بنابراين sx cl U ي بستبازو در نتيجه مجموعهW درX 1وجود دارد كهx W و

2x W دهدكه نشان ميX .فراهاسدورف است  

بستار فشردگي مورد بررسي قرار  -clپيوسته و ويژگي -clطور قويهاي بهي اين بخش، ارتباط ميان نگاشتدر ادامه
بستار فشرده گوييم، اگر براي هر پوشش باز -clرا Xپردازيم. فضاي توپولوژيمعرفي اين مفهوم ميگيرد. ابتدا به مي

X  مانند  I
U  يكn 1و , ,   n I موجود باشند كه

1




 i

n

s
i

X cl Uيشود مجموعه. گفته مي

A  نسبت بهX،cl- بستار فشرده است، هرگاه براي هر پوششA هاي بازاز زيرمجموعهXاي متناهي ، زيرخانواده
  ].4باشد [ Aهاي اعضاي آن پوششي برايبستار -clموجود باشد كه

اي داراي زيرخانواده Xبازشود، اگر هر پوشش بسته ناميده مي -Hيك فضاي Xكنيم كهيادآوري مي :3نكته 
بستار فشرده  -clبسته، -Hباشد. بديهي است كه هر فضاي  Xمتناهي باشد كه بستارهاي اعضاي آن پوششي براي

اي است بستار فشرده -clبا توپولوژي معمولي، فضاي يست. به عنوان مثال، است، اما عكس اين گزاره لزوماً درست ن
بستار فشرده است.  -X،clنسبت به ،Xيبستار فشرده -clباشد. افزون بر آن، هر زيرفضاي بسته نمي -Hكه

همچنين، اگر A Y X وA  نسبت بهY،cl- گاهبستار فشرده باشد، آنA نسبت بهX،cl-  بستار فشرده
،X، نسبت بهXيبستار فشرده -clي فضايبسته -clي توان مشاهده نمود كه هر زيرمجموعهاست. به آساني مي

cl-.بستار فشرده است  

  بستار فشردگي يك ويژگي توپولوژيكي است. -clدهد كهي بعد نشان مينتيجه

  بستار فشرده است. -clبستار فشرده تحت يك نگاشت پيوسته، -clي يك فضاينگاره :8قضيه 
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:بستار فشرده و -clيك فضاي Xفرض كنيم  اثبات: f X Y  يك نگاشت پيوسته و پوشا باشد. همچنين فرض
كنيم   I

V پوشش بازي برايY  باشد. در اين صورت  1
I

f V 




 -clاست و بنا به  Xپوشش بازي براي 

ي متناهي، مجموعهXبستار فشردگي 1, , n I    وجود دارد كه 1

1
i

n

s
i

X cl f V




بنابراين .

  1

1 1
i i

n n

s s
i i

Y f cl f V cl V 


 

   دهدكه نشان ميY  يك فضايcl- .بستار فشرده است  

  پيوسته، فشرده است. -clطور قويبستار فشرده تحت يك نگاشت به -clي يك فضاينگاره :9قضيه 

:بستار فشرده و -clيك فضاي   Xفرض كنيم   اثبات: f X Y طور قوي بهcl- پيوسته و پوشا باشد. همچنين
xباشد. در اين صورت براي هر Yپوشش بازي براي Vفرض كنيم Xي باز، مجموعهxV V وجود دارد كه
  xf x Vي باز. پس مجموعهxU درX شاملx  وجود دارد كه  s x xf cl U Vي. حال خانواده
  

 x x X
U U پوشش بازي برايX است كه بنا بهcl- بستار فشردگيXي متناهي، مجموعه

 
1
, , 

nx xU U U وجود دارد كه
1

i

n

s x
i

X cl U


 از اين رو .
1

i

n

x
i

Y V


 دهدكه نشان ميY .فشرده است  

  شود.حاصل مي 9طور مستقيم از قضيه ي زير بهنتيجه

:فرض كنيم : 8نتيجه  f X Y طور قوي يك نگاشت بهcl-پيوسته باشد وA X اگر .A نسبت بهX،cl

گاهبستار فشرده باشد، آن - f A .فشرده است  

  بسته -cl. نمودارهاي 4

:نمودار نگاشت f X Y  با G f شود:صورت زير تعريف ميشود و بهنشان داده مي  

   ( ) , : G f x f x x X  

گوييم :2تعريف  G f  يك نمودارcl-  بسته است، اگر براي هر   , x y G fهاي باز، مجموعهU درX  و
V درY  به ترتيب شاملx وy  موجود باشند كه     s scl U cl V G fگوييم . G f نسبت بهX ،

cl-  بسته است، اگر براي هر   , x y G f هاي بازمجموعهU درX شاملx  وV درY شاملy  موجود
باشندكه   sf cl U V.  

:فرض كنيم :7گزاره  f X Y  يك نگاشت با نمودارcl- بسته نسبت بهX باشد. اگرY  گاهفشرده باشد، آن
f  طور قوي بهcl-.پيوسته است  
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xفرض كنيم اثبات: X وW ي بازي درمجموعهY   شامل f x باشد. اگر\y Y Wگاه ، آن
   , x y G f هاي بازو در نتيجه مجموعهyU درX  وyV  درY  به ترتيب شاملx وy  وجود دارند كه

  s y yf cl U Vي . حال خانواده : \yV y Y W پوشش بازي براي\Y W است كه بنا به فشردگي

\Y Wي متناهي، مجموعه 1 \, , ny y Y W وجود دارد كه
1

\
i

n

y
i

Y W V


دهيم. قرار مي

1
i

n

y
i

U U


در اين صورت .U ي بازي درمجموعهX  شاملx  است كه  sf cl U W،؛ يعنيf طور قوي به

cl-.پيوسته است  

:فرض كنيم :8گزاره f X Y طور قوي يك نگاشت بهcl- پيوسته باشد. اگرY گاههاسدورف باشد، آن G f 
  بسته است. -X ،clنسبت به

  آسان است. اثبات:

  آيد.دست ميبه 8و گزاره 7طور مستقيم از گزاره كنيم كه بهي زير را بيان ميحال نتيجه

:فرض كنيم :9نتيجه f X Y يك نگاشت وY  فشرده و هاسدورف باشد. در اين صورتf  طور قوي بهcl-
پيوسته است اگر و تنها اگر G f نسبت بهX ،cl- .بسته باشد  

  گزاري:سپاس

از داوران محترم كه نظراتشان باعث بهبود مقاله شد و همچنين از دانشگاه شهيد چمران اهواز به دليل حمايت ه نويسند
  ): (SCU. MM1400. 776گرنتكمال تشكر را دارد. شماره  مالي اين تحقيق،
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