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Introduction 
One of the goals of mathematical statistics is to estimate and find a good estimate 
for an unknown parameter of population. In estimation problem, finding a good 
estimator is relative, and a criterion must be chosen under which an estimator is 
good.  One of these methods is to find the best estimator under a certain class. If 
we are looking for the best estimator (the minimum risk estimator under given 
loss) in the class of unbiased estimators, the estimator is called the minimum risk 
unbiased estimator, and in the special case under the squared error loss, the risk 
is converted to variance and the uniformly minimum variance unbiased estimator 
(UMVUE) is found as an optimal estimator. In some cases, the complete sufficient 
statistic (CSS) does not exist, there may also be non-fixed parameter functions, 
which are UMVU estimates. 
 
Material and Methods 
In this study, a simple generalization of the Lehmann-Scheffe theorem (Lehmann 
and Scheffe, 1950) is proposed in cases where UMVUEs exist but a CSS does not 
exist. Also, another method is introduced based on the group action. In this 
method, UMVUE for the unknown parameter is found using a commutative and 
associative binary operation. Finally, the motivation for using the words 
"completeness" and "unbiasedness" is expressed.   

Conclusion 
If a CSS exists, every estimable parametric function are UMVUE. Conversely, if 
each estimable parametric function is an UMVUE, then there will be a CSS under 
certain conditions. In some cases, although there is not CSS, there may also be 
non-fixed parametric functions, which are UMVUE. In this paper, generalizations 
and simple examples are given that UMVUE exists, but not CSS are available. In 
case there is no CSS and a suitable statistic that is independent of the ancillary 
statistic is not easily found, conditioning the sufficient statistic on the ancillary 
statistic will recover the lost information. A UMVUE for an unknown parameter 
can also be found using a commutative and associative binary operation. It should 
be noted that completeness and unbiasedness are not characteristic of a statistic 
or its parametric form, but are characteristic of the family of distributions of a 
statistic, and deleting even one point of the parameter space can lose the 
characteristic of completeness.  
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ها وجود داشته باشند اما آماره UMVUEكه  يشفه در موارد-منيل هياز قض ياساده ميتعم ق،يتحق نيدر ا
. در شوديم يبر اساس عمل گروه معرف يگريروش د نيبسنده كامل موجود نباشد، مطرح شده است. همچن

. شوديم دايپ مجهولپارامتر  يبرا UMVUE ر،يپذو شركت ييجاجابه ييعمل دوتا كيروش به كمك  نيا
صورت كه كامل بودن و  نيبه ا شوديم انيب »يبيناار «و  »كامل بودن« هايواژهاستفاده از  زهيانگ انيدر پا
 يآماره است و حذف حت كي يهاعيخانواده توز يژگيبلكه و ست،يآن ن يصورت پارامتر ايآماره  يژگيو يبيناار
  دهد. رييتغ اپارامتر ممكن است كامل بودن ر ينقطه از فضا كي
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 مقدمه
 خوبدر مسئله براورد، يكي از اهداف شاخه آمار رياضي مسئله براورد و يافتن براورد خوب براي پارامتر مجهول جامعه است. 

 يافتن اهبودن يك امر نسبي است و به ناچار بايد معياري انتخاب كرد كه تحت آن يك براوردگر خوب باشد. يكي از اين روش
 اببهترين براوردگر تحت يك كلاس خاص است. اگر در بين كلاس براوردگرهاي نااريب دنبال بهترين براوردگر (براوردگر 

ناميده  UERUM1اشيم، براوردگر حاصل يك براوردگر نااريب با كمترين مخاطره كمترين مخاطره تحت زيان داده شده) ب
شود و در حالت خاص كه تابع زيان مربع خطا هست، مخاطره به واريانس تبديل شده و بهترين براوردگر نارايب با كمترين مي

) مطالب آموزشي مفيدي در 2020گاسپروني و همكاران (شود. ه عنوان يك براوردگر بهينه پيدا ميب) UMVUE2واريانس (
براي تابع توزيع گاما با پارامتر مقياس صحيح و معلوم پيدا  UMVUE)، 2022كوبروسلي (ارائه كردند.  UMVUEمورد 
پارامتري بريده ارائه هاي تك، براي خانواده توزيعUMVUEو  MLE3)، يك مقايسه مجانبي بين 2022( چاگوفيچكرد. 
 )2018ر استادلارد و كيماني (دگيري را تحليل كردند. مجانبي و كاربرد آن در نمونه UMVUE)، 2023هيروسه و مانو (كرد. 

) در مورد نااريبي، كارايي 2021وربيك و همكاران (اي مطرح شد. هاي باليني چندمرحلهدر آزمايش UMVUEكاربردهاي 
)پارامترهاي احتمالي نظير  UMVUEو همچنين يافتن  ) ( )P X Y P X Y  1

 تيقابل هينظرو كاربرد آن در  2
) بر پايه براورد به 2022كاويتا و شارما (تحقيقات قابل توجهي انجام دادند. هاي باليني آزمايش و صيدقت تشخ، نانياطم

موريال و  ها پيدا كردند.افزارنرم نانياطم تيقابلبراي پارامترهاي براورد بهينه ، UMVUEو همچنين  MLEهاي روش
براي  UMVUEو  MLE )،2016( براي ابعاد فراكتال را محاسبه كردند. سرينيواس و كيل UMVUE، )٢٠٢١(همكاران 

 اي با ورودي ماركف و سرويس ثابت پيدا كردند. باجهبندي يكپارامترهاي مدل صف

هاي يافتن اين كه يكي از قضاياي معروف در استنباط آماري است، يكي از روش) 1950، شفهو  منلي(شفه -منقضيه لي
 UMVUE پذير، توابع پارامتري براورد ، همهدكند، اگر آماره بسنده كامل وجود داشته باشبرآورگرهاي بهينه است و بيان مي

گاه باشد، آن  UMVUEپذير يك كند، اگر هر تابع پارامتري براورد. وارون قضيه نيز بيان مي)2005من و رومانو، (ليهستند 
 ي احتمال، توسطهاتر ميدان سيگمايي آماره بسنده و كامل) به شرطي كه خانواده اندازهطور دقيقآماره بسنده كامل (يا به

. با اين حال در بعضي مواقع اگر آماره )1957(بهادر،  وجود خواهد داشت، متناهي مغلوب شده باشدهاي برخي اندازه
باشند. در متون  UMVUبسنده كامل موجود نباشد نيز ممكن است توابع پارامتري غيرثابتي وجود داشته باشند، كه براورد 

درسي كارشناسي و تحصيلات تكميلي، به ندرت به اين موضوع اشاره شده و يا مثالي راجع به آن آورده شده است. در اين 
وجود   UMVUEمطرح شده است. در مواردي كه) 1950، شفهو  منلي(شفه -مناي از قضيه ليهاي سادهمقاله، تعميم

قابل بيان ) 1950، شفهو  منلي(شفه -منهاي كاربردي از قضيه ليموجود نباشد، مثال داشته باشد، اما آماره بسنده كامل
وجود دارد، اما   UMVUEحالت خاصي از اين موضوع است. براي مواردي كه )١٩٥٦(است. نتيجه بيان شده در فراسر 

به حالتي كه آماره بسنده كامل وجود داشته  اولشده است. در بخش ارائه  آماره بسنده كامل موجود نيست، روشي ديگر نيز
                                                            
1 Uniformly Minimum Risk Unbiased Estimator 
2 Uniformly Minimum Variance Unbiased Estimator 
3 Maximum Likelihood Estimator 
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شود كه شرطي كردن باعث بازيابي اطلاعات از دست رفته خواهد شد. در انتها باشد پرداخته در انتها به اين مورد اشاره مي
روش ديگري بر  دوماما آماره بسنده كامل موجود نيست. در بخش  ،موجود است UMVUEشود كه چند مثال ذكر مي

براي پارامتر  UMVUEپذير، جايي و شركتشود. در اين روش به كمك يك عمل دوتايي جابهمل گروه معرفي ميع اساس
ت اين حقيقهمچنين شود. بيان مي »يبيناار«و  »كامل بودن« هايواژهانگيزه استفاده از  سومشود. در بخش مجهول پيدا مي

تصادفي يا صورت پارامتري و حذف حتي يك نقطه  ها است تا متغيرشود كه كامل بودن يك ويژگي خانواده توزيعبررسي مي
از فضاي پارامتر ممكن است كامل بودن را تغيير دهد. همچنين نااريبي، همانند كامل بودن، ويژگي آماره يا صورت پارامتري 

  هاي يك آماره است.آن نيست، بلكه ويژگي خانواده توزيع

 آماره بسنده كامل وجود ندارد يوقت انسيوار نيبا كمتر ،كنواختي بيبراورد ناار. 1

آماره بسنده كامل موجود نباشد نيز ممكن است توابع پارامتري غيرثابتي وجود كه ي مواقع رخهمانطور كه اشاره شد در ب
) يك مثال براي شرح اين حقيقت آورده شده است 356ص، 1976باشند. در روهاتگي ( UMVUداشته باشند، كه براورد 

  كنيم:در ذيل به آن اشاره ميكه 

,1فرض كنيد  .1.1 مثال , nX X  يك نمونه تصادفي از توزيع نمايي با ميانگين  1و,....., nY Y  نمونه تصادفي از
1توزيع نمايي با ميانگين 

  است وiX ها وiYاند. براوردي از ها مستقل  1بر اساس نمونه 1( , , ; , , )n nX X Y Y  

1را در نظر بگيريد. قرار دهيد
1

( )
n

i
i

S x
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 x 2و
1
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n
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
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1در اين صورت  2( ( ), ( ))S SX Y براي 0درستنمايي براي  بسنده است. از اين كه نسبت 1  يعني ،  
1

1 2
1

1 2

1 2

0

( ( ) ( ))
( 1) ( ) ( 1) ( )
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( , )
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1فقط از طريق آماره  2( ( ), ( ))S SX Y  به  1بستگي دارد، لذا 2( , )S S  آماره بسنده مينيمال براي   .ياداوري اين است
0نكته ضروري است كه انتخاب  1   توزيع نماييبا توجه به اين حقيقت است كه در ،  عضو خنثي  1پارامتر مكان است و

  هايآمارهدر يك مجموعه كه نسبت به عمل ضرب گروه است. 
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  به صورت زير خواهد بود:دستگاه معادلات بالا وارون تبديل را در نظر بگيريد. 

1
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 ژاكوبي تبديل اخير برابر است با:

1 1

2 2 2
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)1از اين رو با توجه به استقلال  )S X  2و ( )S Y تابع چگالي احتمال توأم ، A وS :به صورت زير است  
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2داراي تابع چگالي احتمال  Aاز هم مستقل نيستند. توزيع  Sو A واضح است كه 1( , )[ ( , )] nC A x y x y  است كه در
)آن  , )C x y گيري است كه به ثابت انتگرالy ،x  وn  وابسته است، اما به  بستگي ندارد. در حقيقت

2
0( , ) 4 [2 ( , )] [ ( )]C K A n x y x y  0به طوري كهK نتيجه  صورت استانداردي از تابع بسل است. درA  يك آماره

Aبه شرط  Sاست. تابع چگالي احتمال شرطي كمكي براي  a :به صورت زير داده شده است  



  
  

  1402سوم، ، شماره نهم دوره ،هاي رياضيپژوهش

  

40 

( , )| ( , )
( , ), ( , )

( , )

( , ) 2 1
( , )

2

2 1
0

2

( , )
( , )

0

( , ( , ))

( )

2exp

( ) ( , )

4 2

( )

exp

2 [2 ] ( , )

( ( , ) | ( , ) )

.

S A a
A S

A

S n
S

n

S
S

f a S

f a

a a

n S

K a a

n

a

K a S

f S A a









   
     

 
 

   
  

   





 





 

 





X Y X Y
X Y X Y

X Y

x y
x y

x y
x y

x y

x y

x y

x y x y

  

)فرض كنيد  .1.2 مثال , )X Y  داراي تابع چگالي احتمال  

  ( , ) exp , 0, 0xf x y y x y       

)مشاهدهاست. براي تك , )x y :داريم  
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)نهفته دراطلاعات  توان نتيجه گرفت كهمي , )X Y  راجع به پارامتر مجهول :برابر است با  
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2برابر است با از توزيع داده شده تايي nيك نمونه  رو اطلاع فيشر دراز اين
2n


.  

، 1,1در مثال 
. . .

1
1, , (1, )

i i d

nX X    و
. . .

1,....., (1, )
i i d

nY Y   وiX ها وiYاند. از اين روها از هم مستقل

1 1( , )X Y  داراي توزيع( , )f x y  است. ميزان اطلاع فيشر براي اي با تابع چگالي احتمال متناظر با را در خانواده

1 1
( , )

n n

i ii i
S X Y

 
  X Y 1كنيم. با استفاده از توابع چگالي احتمال محاسبه مي

1
~ ( , )

n

ii
X n 

  و
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1
~ ( , )

n

ii
Y n 


  توان ديد،تكنيك تبديل احتمال به راحتي ميبا استفاده از و( , )S X Y داراي تابع چگالي احتمال 

 2

12 (2 ) 1

[ ( )]
( ) n s

sn
g s s 
 

 


   .با توجه به رابطه بنابرايناست   2

1log ( ) 12g s s s
s sn 

 


      :داريم  

  
2 2

2

2

2

2

2 2

4
log ( ) 1 4

4
1 4

2(2 1)

2 2 2

2 1

S
S

n
E g S E

n n

n

n n n

n


    



 

      
 

   
    

  

توان نشان داد اطلاع فيشر است كه از اطلاعات موجود در نمونه كمتر است. مي Sدر  كننده اطلاعات كه عبارت بالا بيان
Aبه شرط  Sدر تابع چگالي احتمال شرطي  a  1كه 2( , ) ( ) ( )A S SX Y X Y  1برابر با

2
0

(2 )2
(2 )

K aa
K a

 0Kاست، كه  
  هستند.  1و 0به ترتيب تابع بسل مرتبه  1Kو 

 -358ص، 1976( روهاتگيدار از آماره كمي مستقل است. كند آماره بسنده كرانيان ميب )1958و  1955، باسو(قضيه باسو 
  :كندميصورت زير بازنويسي  در مورد يكي از نتايج عكس اين قضيه مطالبي را به) 356

 كهبراي اين اش برقرار است. ) به اشتباه نشان داد كه عكس قضيه1958باسو ( .نيستدرست  )1955(باسو، عكس قضيه باسو 
كه  1,1را ببينيد). مثال  1981من، ليمثال از هر آماره كمكي مستقل باشد، نيازي به كامل بودن آماره نيست (براي  Sآماره

اما نتوانيم آماره مناسبي پيدا  ،وجود نداشته باشد اگر آماره بسنده كامل براي  ،دهدتوسط فيشر بيان شده است، نشان مي
توان از روي آماره كمكي اطلاعات مفقود مستقل باشد، در برخي موارد توسط شرطي كردن ميA كنيم كه از آماره كمكي 

  شده را بازيابي كرد.

 پردازيم.) بيان شده است كه در اين بخش به بررسي آن مي379ص ،1973مثالي در رائو (

  با تابع جرم احتمال زير را در نظر بگيريد: Xمتغير تصادفي  .1.3 مثال

2

( 1)

( ) (1 ) , 0,1,2,....,0 1.n

P X

P X n n



  

  


     
  

  است، اگر چه كامل نيست.  آماره بسنده مينيمال براي  Xالف) متغير تصادفي 

)1تابع احتمال توأم  , , )nX XX  توان به صورت زير نوشت:را مي  
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1 2

( ) exp{[(ln ) ( 1)] [2 ln(1 ) ln ] ( )}

exp{[(ln 2 ln(1 )] ( 1) 2 ln(1 ) ( 1) 2 ln(1 ) ( ) ( ln ) ( )}

exp{ ( ) ( 1) ( ) ( ) 2 ln(1 )}

f x c x x u x

c x c x u x x u x

c c x xc u x

   

    

  

    

         

    

  

  كه در آن

1

2

( ) ln 2 ln(1 ),

( ) ln ,

1 0
( )

0 0,

1 0
( )

0 0.

c

c

t
c t

t

t
u t

t

  
 

  



  


  

  

,1 تصادفي براي نمونه , nX X، تابع چگالي احتمال توأم به صورت زير است  

1 2
1 1

1 2

( ) exp{ ( ) ( 1) ( ) ( ) 2 ln(1 )}

( ( ), ( ), ) ( ).

n n

i i i
i i

f c c x c x u x n

g T T h

   


 

    



 x

x x x

  

1،  )2005من و رومانو، (ليفيشر -بندي نيمنطبق قضيه دسته 2( ( ), ( ))T Tx x  آماره بسنده براي  است كه در آن

1 1
( ) ( 1)

n

ii
T c x


 x  2و 1

( ) ( )
n

i ii
T x u x


 xشود كه نسبت. مشاهده مي  

1 1 1 2 2 2

( )
exp{ ( )[ ( ) ( )] ( )[ ( ) ( )]}

( )

f
c T T c T T

f




    
x

x y x y
y

  

1بستگي ندارد كه  زماني به  2 1 2( ( ), ( )) ( ( ), ( ))T T T Tx x y y شفهو  منلي( شفه-منو از اين رو طبق روش لي ،
1950 (، 1 2( ( ), ( ))T TX X  يك آماره بسنده مينيمال براي  است. اما اين آماره كامل نيست. براي اثبات اين حقيقت

(0,1)براي هر  :داريم ،  

)1                  (

2

0

0

( ) ( 1) (1 )

(1 ) (1 )

(1 ) 0.
(1 )

x
i

i

x

i

E X x

x

   

   

 










   

    

    




  
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)اتحاد  از طرف ديگر ) ( 1)i i i ix x u x c x   شود در مشاهده مي اين اتحادشود. براي بررسي به راحتي ثابت مي
1ixحالتي كه   ) هر دو طرف معادله برابر هستند ،( 1) ( 1) (0) 1RHS u c LHS       و براي مقادير (
0,1,2,...ix  ) نيز دو طرف معادله با هم مساوي هستند( ) ( 1)i i i iRHS x u x c x x LHS     با گرفتن .(

 مجموع از دو طرف اين اتحاد داريم:

2 1
1 1 1

( ) ( 1) .
n n n

i i i i
i i i

X X u X c X T T
  

        

(0,1)شود كه براي هر نتيجه مي بنابراين  ،  2 11
( )

n

ii
E X E T T

   (1)و در پي آن به كمك رابطه:  

2 1
1

( ) ( ) 0.
n

i
i

E T T E X 


    

(0,1)اما براي هر   ، 2 1 1
( 0) 0 1

n

ii
P T T P X  

     پس آماره بسنده براي . .كامل نيست  

  دهيم آماره  است. نشان مي cXكه براي صفر نااريب است، لزوماً به صورت  Xب) تابعي از 

1 0
( )

0 . .

X
T X

o w


 


  

1)2براوردگر نااريب با كمترين واريانس براي  ) .است  

 منلي( شفه-منهاي داده شده كامل نيست. با استفاده از قضيه ليخانواده توزيع ،طور كه در قسمت (الف) نشان داديمهمان
)دهيم كه آماره نشان مي) 1950، شفهو  )T X  براوردگرUMVU  1)2پارامتر )  است. براي اين منظور ابتدا نشان

هاي نااريب صفر برابر با دهيم كلاس براوردگرمي 0 ( ) : ( ) , 0, 1,0,1,2,...g x g x cx c x      است. براي
0هر  1  :داريم  

2

0

0 ( ( )) ( 1) ( )(1 ) x

x

E g X g g x  




      

2و يا 

0

( 1)(1 ) ( ) x

x

g g x  






    .از طرفي  
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)2                  (

2

0

0

0

2
(1 ) ( )

( 1) ( 1)( )

( 1) .

r

r

r r

r

r

r

r

r

r

 


















 
   

 

   

 







  

  پس

1

0 0 1

( ) ( 1) ( 1) ( 1)x r u

x r u

g x g r g u  
  



  

         

1rكه در تساوي آخر از تغيير متغير  u  تواني، داريم:هاي استفاده شده است. با مساوي قرار دادن ضرايب سري  

( ) 1,2,...

(0) 0

( 1)

g x cx x

g

g c

 


  
  

) و از اين رو )g x cx ،1,0,1, 2,...x   مسئله  بنابراينكند. كه كلاس براوردگرهاي نااريب صفر را مشخص مي
0تعيين براوردگر نااريب بهينه كه داراي كمترين واريانس در    باشد، منجر به تعيين مقدارb كميتشود كه مي  

0 0

2 2

1

[( ( ) ( )) ] ( ( ) ) ( ).
x

E T X bg X T x bcx f x 





    

aرا مينيمم كند. با انتخاب  bcشود:، سمت راست عبارت بالا به صورت زير ساده مي  

0

2 2 2 2 2
0 0 0 1

1 1

( ( ) ) ( ) (1 ) ( ).x

x x

T x ax f x a a x k a   
 

 

       

  :بنابراين

2 2
1 0 0 0

0

2 2
1 0 0 0

0

( ) 2 2 (1 ) ,

( ) 2 2(1 ) 0.

x

x

x

x

k a a a x

k a x

  

  









   

    




  

)1جا كه از آن ) 0k a  1، تابع صعودي( )k a  2مينيمم خود را در
0 0a  كند كه واريانس اختيار مي( ) ( )T X bg X 

) بنابراينوابسته نيست،  0كند و به مقدار مينيمم مي 0را در  )T X براوردگر نااريب با كمترين واريانس براي ،
2(1 ) .خواهد بود  
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  .است موجود چه براوردگر نااريب براي  اگر ندارد، وجود براي  UMVUEج) هيچ 

)كنيم فرض مي )X  براوردگر نااريب براي باشد. پس  

2

0

( ( ) ( 1) ( )(1 )x

x

E X x      




       

1r) و تغيير متغير 2طبق اتحاد ( و در پي آن u  :داريم  

2

0

0

1

0

1

( ) (1 ( 1)) (1 )

(1 ( 1)) ( 1)

(1 ( 1)) ( 1)

(1 ( 1)) ( ) .

x

x

r

r

r

r

u

u

x

r

r

u

    

  

 

 



















   

   

   

  









   

  با مساوي قرار دادن ضرايب تواني، داريم:

(0) 0

( 1) 1

( ) , 1,2,...

a

x ax x






  

 
  

)مثل  UMVUEوجود دارد، اما اگر  براوردگر نااريب براي در نتيجه )X  براي  ،طبق قضيه وجود داشته باشد
))، هاي نااريب (متعلق به مجموعه براوردگر aXبايد براي هر عضو ، )1950، شفهو  منلي( شفه-منلي )X  وX 

  بنابراينناهمبسته باشند. 

   

1

0

2

0 ( ), ( )

( ) ( )

[ ( 1) (1 ) (1 )]

[ ( 1) (1 ) ]
(1 )

[ (1 ( 1))]

x

x

x

Cov X aX aE X X

x x f x

a x

a

a a



 



   

 


  









 



     

    


   



  
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2كه تناقض است، زيرا  0a  1950، شفهو  منلي( شفه-من. لذا طبق قضيه لي(،( )X  براوردگر نااريب با كمترين
  نيست. واريانس براي 

شود. همه نتايج مي بررسيموجود است  UMVUEحالتي كه آماره بسنده كامل وجود نداشته باشد، ولي  بخش،ادامه اين در 
، براي هر تابع زيان محدب دلخواه معتبر هستند، اما براي سادگي )1950، شفهو  منلي( شفه-منمشابه قضيه لي قسمتاين 

 نابراينبگيريم، داراي واريانس متناهي هستند، براوردگرهايي كه در نظر ميشوند. همه فقط براي تابع زيان مربع خطا بيان مي
گوييم، هرگاه براي اميد رياضي  UMVUE حذف شده است. يك آماره را بخشدر ادامه  »با واريانس متناهي«عبارت 
  .)1950، شفهو  منلي( باشد  UMVUEخودش،

},به صورت  Xنمونههاي احتمال داراي فضاي فرض كنيم خانواده اندازه , , }P      هستند. يك عضو تصادفي
X  را باX دهيم.نشان مي  

)ثابت، آماره اگر براي هر   .1.1لم  )S X  يكUMVUE  گاه باشد، آن( )S X،UMVUE  .خواهد بود  

)1دانيم اگر آماره مي .اثبات , )S X  تابعي از مقدار ثابت  باشد و براي هر داراي اميد رياضي باشد كه برابر با اميد ،
,است، به ازاي هر  Sرياضي   :داريم  

, , 1[ ] [ ( , )].V ar S Var S X      

  ■است.  UMVUEيك  S، كمتر از واريانس براوردگر نااريب آن است. پس Sمشخص  واريانس هر مقدار بنابراين

) اگر  .1.1قضيه  )T X  به ازاي هرمقدار ثابت آماره بسنده كامل براي ، گاه:باشد، آن  

)، براوردگر نااريب برايTبه عنوان تابعي از  hالف) اگر  , )  گاه باشد، آنh  يكتا است و ( )h T يكUMVUE 
)براي , )  .است  

)تابع پارامتري براوردپذيرگاه هر نباشد، آن وابسته به  Tب) علاوه بر آن اگر توزيع  ) تواند براوردگر ميUMVU  
 يعني ،از اميد شرطي مستقل از  UMVUEباشد و 

0
( | )E S T آيد، به طوري كهدست ميبه S  هر براوردگر نااريب

)از ) 0و .دلخواه است  

)گاه براي كامل باشد، آن ، براي به ازاي هر مقدار ثابت  Tقسمت الف) اگر  .اثبات , )   نيز چنين است. اثبات
است و  UMVUEكند هر تابعي از آماره بسنده كامل يك كه ادعا مي )1950، شفهو  منلي( شفه-منبلافاصله از قضيه لي

  آيد.دست مي به 1,1لم 

كه توزيع قسمت ب) با توجه به اين 
0
( | )E S T مستقل از :است، از اين رو  
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0 0 0, , , ,[ [ | ]] [ [ | ]] [ ] ( )E E S T E E S T E S              

  ■شود. و حكم اثبات مي

ثابت براي  تواند به ازاي هر تر است، زيرا يك آماره ميقوي ) 1950، شفهو  منلي(شفه -من، از قضيه لي1,1قضيه 

)بدون اين كه براي  ،بسنده باشد , )  .بسنده باشد  

  است: 1,1تواند به صورت زير گسترش يابد كه اثبات آن مشابه اثبات قضيه ، يعني قسمت (الف) مي1,1ترين بخش قضيه مهم

}هاي را بتوان به صورت اجتماعي از مجموعه Xروي  اگر خانواده اندازه احتمال  , }    نوشت كهP ًها لزوما
)مجزا نيستند و آماره  )T X به ازاي هر  ثابت، برايP گاه هر تابعي از بسنده و كامل باشد، آنT  نسبت به) (

  است.  UMVUE يك

آزمايش  . )1957(بهادر،  نيست UMVUEهميشه  UMVUEشود كه هر تابعي از ياداوري مي 1,1با توجه به قضيه 
، X، و برآمد دوم مستقل از، يك روند تصادفي Tكه داراي دو نتيجه است را در نظر بگيريد. برآمد اول  Xتصادفي 

نيست. بديهي است كه  گونه اطلاعات اضافي درمورد است كه شامل هيچ Tو مشاهده  يك روند تصادفي مستقل از
) 1978(نيلسن  -آزمايش دوم مستقل از آزمايش اول است. دو مثال غيربديهي با مفروضات اضافه قسمت (ب) در بارندورف

   .پردازيمها ميآورده شده كه در ادامه به ذكر آن

)براي يك فرايند پواسون با تابع شدت خطي).  -(فرايند پواسون با روند لُگ  .1.4 مثال ) tt e    كه مشاهدات در
فاصله زماني  0,T دهند، روي ميn 1ها در اين فاصله زماني و را تعداد رويداد 2 ... nt t t    هايي كه اين زمانرا

نيز داراي توزيع پواسون با ميانگين n در اين حالت .در نظر بگيريد افتدمشاهدات اتفاق مي
0

Tx te e dt  است و برايn 
  احتمال چگاليتابع داراي  t*، بردار لوممع

*!
1

n
t

t
n e

e




 
  

  

تايي داراي توزيع نمايي بريده در بازه nاست. در ضمن آماره ترتيبي نمونه  0,T  است. در نتيجه ,   2در  تغيير
د (كاكس انجام شو n، بايد با شرطي كردن روي رو استنباط روي  گسسته است، از اين nهاي كنند و تعداد رويدادمي

  )1966و لوئيس، 

معمولاً در رگرسيون لگاريتمي خطي پواسون همه مقادير گسسته هستند. مشاهدات با . )رگرسيون پواسون(  .1.5مثال 
te، و توزيع پواسون با ميانگين tپارامتر رگرسيون   هاي ساده در اين مبحث است. نمونه مستقل، يكي از مثال

1, , nX X  1كه 2 ... nt t t    .1تابع احتمال  در اين صورترا در نظر بگيريد( , , )nX X :به صورت  
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 . .
11

1
exp exp

!... !

n
n t

j j
jn

e x t x
x x

    



 
 

 
 

داراي توزيع پواسون با پارامتر  x.خواهد بود كه 
1

j
n t

j
e e 

  است. با اين حال با شرطي كردن روي.x  هر يك از
)1متغيرهاي  , , )nX X ها فقط وابسته به كدام از احتمال كه هرخواهند بود، به طورياي داراي توزيع چندجمله 

 mكلي اگر طور به بريده است. x.گاه تغيير كنند، آن در  مستقل، و همچنين طور به و  اگر بنابراين هستند.
1مشاهدات به صورت  اي ازدنباله 2 ... nt t t    باشد و پارامتر اي به دنباله ديگر تغيير كند، از دنبالهijx مشاهده ،

i ام از دنبالهj ام داراي توزيع پواسون با ميانگين exp i jt توان توزيع ، و توزيع توأم اين مشاهدات را كه مي

در نظر گرفت، پواسون با ميانگين  x..اي حاشيه
1 1

ji
m n t

i j
e e



    و همچنين توزيع شرطي*.x  به شرط..x توزيع ،

 اي با پارامترچندجمله   1

1

1
,...,i m

m

i
e e e  



  است. و در نهايت، توزيع شرطي**x  به شرط*.x  كه توزيع اخير

از هم مستقل، و دامنه تغييرات  و  *كه تغييرات  گر اين نتيجه است كه مشروط بر اينبستگي دارد، بيان فقط به 

*،m يهر دو، باشد ..x و*.x بريده هستند.  

اما  ،وجود دارد UMVUEشود كه اي ارائه ميهاي ساده، مثال1,1قضيه در در انتهاي اين بخش با استفاده از قسمت (الف) 
  .آماره بسنده كامل موجود نيست

1فرض كنيد . 1.6 مثال 2, ,..., nX X X از متغير تصادفي تصادفي نمونهX Y   باشد، به طوري كهY  داراي
ه است، ب UMVUEيك  Xو پارامتر مقياس معلوم است. در اين صورت هر تابعي از  pتوزيع گاما، با پارامتر شكل 

)براي  UMVUEيك  Xخصوص  )E X  ابتدا توجه كنيد كه براي هر ،براي مشاهده اين موضوع هست.نيز  ،ثابت
X   آماره بسنده كامل براي  است. لذا براي هر  ،ثابتX نيز يك آماره بسنده براي   است و لذا طبق قضيه

1,1 ،X يكUMVUE   براي 1كنيد براي طور كه مشاهده ميخواهد بود. همانp   هيچ آماره بسنده كاملي براي
( , )   نيز دار كامل وجود داشت، آن آماره، آماره بسنده مينيمال كرانطور بهوجود ندارد، اما اگر در مواردي آماره بسنده

  .هست

طور بهبسنده و -در نظر بگيريد. اين نتيجه كه ميدان سيگمايي   Pهاي احتمال به عنوان خانواده اندازها ر  اكنون 
توان آن را در بسنده مينيمال است، يك نتيجه معروف است كه به سختي مي-ميدان سيگمايي يك لزوماً  ،دار كاملكران

 ) 1950، شفهو  منلي(شفه و  منلي و) 220ص، 1974( شمتررمتون آماري متعارف يافت. به عنوان مثال، اين موضوع در ا
) اين 73ص، )١٩٧٣تر كه ميدان سيگمايي آماره بسنده مينيمال موجود باشد بيان شده و همچنين زاكس (با فرض اضافه

ر ب براي نشان دادن حقيقت فوق كافي است گزاره زير را ثابت كنيم كه به راحتي ضمني در نظر گرفته است.طور بهفرض را 
  شود.اثبات مي) 1950، شفهو  منلي( شفه-مناساس قضيه لي
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مينيمال بسنده -ميدان سيگمايي  1A و دار كاملكرانطور بهبسنده و -ميدان سيگمايي  Aاگر  .1.1گزاره 
1A ، گاه تقريباً همه جاباشد، آن A.  

1،  تقريباً همه جا به وضوح(روش اول). اثبات  A A 1 ، تقريباً همه جا. كافي است ثابت كنيمA A. 
Aبراي اين منظور، فرض كنيد  A . در اين صورت 1|AE I A  1وجود دارد وA-در پس آن پذير است واندازه 

A-طبق خاصيت اميد مكرر،  بنابراينپذير نيز هست. اندازه 1| 0A AE I E I   A  تقريباً همه جاو چون ، 

 1| 2A AI E I A دار بودن ميدان سيگماييكامل داركرانطور به، در اين صورت طبقA ،تقريباً همه جا ، 

 1|A AI E I A .اخير و همچنين اين كه  برابري 1|AE I A ،1A-1پذير است، منجر به اندازهA-پذير اندازه
1A نيز خواهد شد و در پي آن AIبودن  A  1 ، تقريباً همه جاو از اين روA A شود.كه منجر به اثبات مي  

Aبراي (روش دوم). A  تابع نشانگر )1950، شفهو  منلي( شفه-منقضيه ليدلخواه، طبق ،AI  يكUMVUE 
 )،1998من و كسلا، لي( بلكول-است. اما طبق قضيه رائو 1|AE I A  نيز يك براوردگر نااريب براي[ ]P AE I  با واريانس

جا كه است. از آن AIكمتر يا مساوي با  1|AE I A  نيز يكUMVUE  است و با توجه به يكتا بودنUMVUE ،

 ،جا تقريباً همه 1|A AI E I A  1، و در نتيجه تقريباً همه جاA A  تقريباً همه جاو در پي آن ، 

1A A  و از اين روA .يك ميدان سيگمايي بسنده مينيمال است ■ 

توان ديد كه آماره بسنده مينيمال، يك آماره بديهي مثل آماره ترتيبي به راحتي مي
1:21:1 1:( , ,..., )nX X X  است، اما كامل

1pنيست. با اين حال اگر  1گاه ، آن:( , )nX X .آماره بسنده كامل خواهد بود 

)به صورت Yتوزيع  ،6,1در مثال   .1.7 مثال ) pP Y y y  ،0 1y  0كه  به طوريp   را در نظر
X ،:nبه جاي  ،6,1بگيريد، با استدلال مشابه مثال  nX بريم. به اين ترتيب هر تابعي از را به كار مي:n nX  يكUMVUE 

)]براي  ) / ( 1)]pn pn    1است. برايp  آماره بسنده مينيمال براي( , )   بديهي است ولي كامل نيست. اگر
1p   ،1باشد: :( , )n n nX X  آماره بسنده كامل براي( , )  .است  

  شود:هاي ديگر نيز به سادگي با توجه به اصل زير ساخته ميمثال

P,اگر   داراي تابع چگالي به صورت f(x; (q, f)) = exp{A(q, f) g(T(x), f) + B(x, f) + C(q, f)}  طوري كه باشد، به 
T معلوم و براي هر  ،ثابت(., )g  گاه پذير باشد، آنيك تابع وارون( )T X  يك آماره بسنده كامل براي  به ازاي هر
  ثابت است. بديهي است كه براي هر  مشخص، مجموعه{ ( , ), }A     .تهي نيست  
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 گريد يهاروش. 2

  شود.براي پارامتر مجهول پيدا مي UMVUEپذير، جايي و شركتبهعمل دوتايي جادر اين بخش به كمك يك 

 گروه پذير درجايي و شركتبهرا به عنوان عمل دوتايي، جا عمل  \ 0   ، + و × در نظر بگيريد. براي مثال اعمال
)همچنين اعمال دوتايي  ) / (1 )x y x y xy     كه| |, | | 1x y   وmax( , )x y x y  جايي و جابه

  پذير هستند.شركت

1تبديل   2 1 2( , , ....., ) ....n nT x x x x x x    1را در نظر بگيريد. اگر,...., pX X يك نمونه تصادفي از جامعه
)اي با تابع توزيع تجمعي  ; )F x ،    1باشد، تابع توزيع تجمعي براي 2( , ,...., )pT X X X  را با

( ; )pF x 
  دهيم.نمايش مي 

)اي با تابع توزيع تجمعي تايي از جامعهnفرض كنيد براي هر نمونه  .2.1 قضيه ; )F x ،  1آماره 2( , ,..., )nS X X X 
)وجود داشته باشد به طوري كه  , )T S  آماره بسنده كامل براي از جامعه با تابع دلخواه نمونه  يكگاه براي است. آن

)توزيع تجمعي  ; )pF x  1، هر تابعي از 2( , ,...., )nT X X X  يكUMVUE .است  

توان نوشت مي .اثبات
1 2

....
j j j jp

X X X X   ،1, 2,...,j p كه براي هر  به طوريj ،1 2, ,....,j j jpX X X 
)اي از نمونه ; )F x  11 براي نمونه فرضي ) 1950، شفهو  منلي(شفه -مناست. پس طبق قضيه لي 12, ,...., npX X X، 

 براوردگر
1 11 12( , ...., ) ....n npT X X X X X     يكUMVUE  .همچنين استT  بر اساس نمونه واقعي و با

1اطلاعات كمتر  2, ,...., nX X X  نيز يكUMVUE  .است■  

1pرا در نظر بگيريد. براي  7,1و  6,1هاي ، دوباره مثال1,2براي مشاهده كاربرد قضيه    1آماره:( , )nT X  براي( , )  

،6,1بسنده كامل است (در مثال 
1

n

jj
T X


  7,1و در مثال، :n nT X قرار دهيد .(jX

jY



  و در پي آن براي

  آوريم:دست ميبه pمقادير صحيح 

 
1 1

,
p p

j j
j j

X p Y 
 

    

: : .p p p pX Y    

گاه داراي توزيع نمايي باشد، آن jYاگر
1

p

jj
Y

  داراي توزيع گاما با پارامتر شكلp  خواهد بود و اگرjY  داراي توزيع

(0,1)U گاه تابع توزيع تجمعي باشد، آن:p pY  به صورتpy  0خواهد بود كه 1y .  

با  نتواميرا   1,2خواهند بود.  ايده اصلي قضيه  1,2، همان نتايج قضيه  7,1و  6,1در مثال  UMVUEاز اين رو نتايج 
  تحليل كرد. زير نيزساده  مثال
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1قرار دهيد  .2.1 لمثا 2, ,..., nX X X  مشاهدات مستقل از متغير تصادفيX Z Y   كهZ  وY اند. متغير مستقل
)داراي توزيع  Zتصادفي  ,1)N   با پارامتر مجهول  وY .تابع يك مقدار صحيح با توزيع معلوم است g  را يك تابع

1متناوب با دوره تناوب 
n  در نظر بگيريد، يعني براي هرn  1داريم( ) ( )ng x g x  در اين صورت .i iX Z Y  

1و از اين رو 
nX Z Y   و در پي آن از اين كهg  1داراي دوره تناوب

n :است، داريم  

1( ) ( ) ( ).ng X g Z Y g Z    

)، mتوان نشان داد براي هر مي استقراءبا  ) ( )m
ng x g x  زيرا اگر حكم براي .m  برقرار باشد، طبق فرض

 داريم: gو همچنين متناوب بودن تابع  استقراء

1 1( ) ( )

( )

( ).

m m
n n n

m
n

g x g x

g x

g x

   

 


  

)در اين صورت   )g X  يكUMVUE اي از ساده است كه نتيجه( ) ( )g X g Z  است. در اينجاjZ ها باjX ها
1بر اساس نمونه ساختگي  آماره بسنده كامل براي  Zمتناظرند و  1 2 2( , , , ,..., , )n nX Z X Z X Z .است  

  

  بيكامل بودن و براوردگر ناار. 3
  شود.بيان مي »يبيناار«و  »كامل بودن«هاي واژهدر اين بخش انگيزه استفاده از 

من و شفه طور كه ليمفهوم كامل بودن و ارتباط آن با براوردگر نااريب را به خوبي توضيح داده است. همان )1972( استيگلر
ي احتمال كاربرد هااين موضوع را عنوان كردند، مفهوم كامل بودن خانواده اندازه 1950در سال ) 1950، شفهو  منلي(

بسياري در مسائل براورد دارد و تبديل به يك موضوع اصلي در مباحث آمار رياضي شده است. دليل كارساز بودن استفاده از 
خاصيت كامل بودن در مباحث آمار رياضي اين است كه تعريف آن به راحتي قابل بيان است و در بسياري از موارد، مفهوم آن 

در يافتن بهترين براوردگر نااريب كاربرد  )،1998من و كسلا، لي(شفه -منبلكول و لي-طه قضاياي رائومستقيم به واسطور به
تواند با كاربردهاي آن آشنا شود، اما به همان اندازه شود، بهتر ميرو ميكامل بودن روبهمفهوم دارد. اگر چه وقتي دانشجو با 

  و تعريف آن وجود دارد.  »كامل بودن«كه چه ارتباطي ميان كاربرد آماري احتمال دارد از نام آن متعجب شود و تعجب كند 

درباره وجه  نويسندگاندهد كه هيچ يك از ، نشان ميستا هشدتعريف در آنها  »كامل بودن«بررسي تعدادي از متون كه 
  كنند.اجتناب  آنممكن است از و اظهار نظري نكرده  »كامل بودن«تسميه 

ا طرح ب »يبيناار«اي از تعريف و علاوه بر آن، وجه برجسته »كامل بودن«سازي انگيزه استفاده از كلمه هدف اين بخش، روشن
  كنيم.هاي مقدماتي ناديده گرفته شده است. با يك تعريف ساده بحث را آغاز مييك مثال ساده است كه اغلب در دوره
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}خانواده   .3.1تعريف  : }P  P تصادفي (يا آماره) احتمال متغير هايرا به عنوان خانواده توزيع X  در نظر
و كامل است، هرگاه براي هر تابع  P گذاري شده است. گوييمنشانه  گذاربگيريد، كه با مجموعه انديس   كه

  در آن 

)3                       ( ( ) 0E X    

براي هر نتيجه بگيريم كه    تقريباً همه جا( ) 0x دهد داراي احتمال صفر اين تساوي رخ نمي ، يعني جاهايي كه
  است). دهد كه مقدار مورد انتظار با توجه به توزيع متناظر با نشان مي E( .)1950، شفهو  منلي( است

كامل است، اگر هيچ براوردگر نااريبي براي صفر، به جز براوردگر بديهي  P دهدنشان مي 1,3شهودي تعريف طور به
( ) 0x  تواند به صورت زير بيان شود: وجود نداشته باشد. انگيزه شهودي انتخاب كلمه كامل بودن مي  

) محدوديت (يا  Pتر است. خانواده بزرگ دهنده يك محدوديت به روي ) را داشته باشد كه نشان3بايد شرايط ( تابع 
ها را به جز مورد بديهي ) همه 3آنقدر بزرگ شود كه تحت شرايط ( Pكند. وقتي كه ايجاد مي بيشتري روي 

( ) 0x   رد كند، گوييمP .كامل است  

به عنوان مثال، خانواده توزيع  : 1NP N P كه:را در نظر بگيريد به طوري 

1 1, 2,...,
( )

0 . .
N

N

k N
P X k

o w


  


  

1Nكه براي هر  نشان داد براي اينتوان مي  ،  ( )NE X  1برابر با صفر باشد، بايد براي, 2,...,k N،
( ) 0k  فرض كنيد:. براي ديدن جزئيات  

1

1 1

( ( )) ( ) ( ) ( ) 0.
N N

N N
k k

E X k P X k k  
 

      

1Nبراي هر  بنابراين  ،
1

( ) 0
N

k
k


 . 1با قرار دادنN   (1)داريم 0   قوي  استقراءو به همين صورت با

,1دهيم كه براي نشان مي 2,...,k N ،( ) 0k   و به عبارت ديگرP  كامل است. با اين حالP  به سختي كامل
 0كامل نخواهد بود. براي اثبات اين موضوع، تابع  Pگاه نهايت توزيع احتمال را حذف كنيم، آناست، يعني اگر يكي از بي

  با ضابطه

)4                    (0

0 1, 2,..., 1, 2, 3,...

( )

1

k n n n

k a k n

a k n


   

 
  
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  كه مشاهده كردتوان هر مقدار ثابت ناصفر است. به راحتي مي aطوري كه در نظر بگيريد بهرا 

0 0
1

( ( )) ( ) ( )

( ) ( 1) 0 0

( ) 0 0 .

N
k

E X k P X k

aP X n aP X n N n

a
aP X n N n

N

 




 

      
 

    


 

}يك براوردگر نااريب صفر، براي خانواده  0 بنابراين }nPP  براي  )4(است (تنها براوردگر غيربديهي صفر كه با توجه به
  متفاوت است). aهر 

ه كها است تا متغيرتصادفي يا صورت پارامتري، به طوري با يك مثال ساده نشان داديم كامل بودن يك ويژگي خانواده توزيع
تعريف آماري كامل بودن با كاربرد روزمره آن مرتبط است و حذف حتي يك نقطه از فضاي پارامتر ممكن است كامل بودن را 

 جا كهند از آنكبيان مي) 1950، شفهو  منلي( شفه-منمورد اين مثال، قضيه لي تغيير دهد. به عنوان اطلاعات ضمني در
P  1كامل است، براوردگر نااريب( ) 2 1X X   براوردگر نااريب با كمترين واريانسN  براي خانوادهP  است. اما از
}جا كه آن }nPP  1كامل نيست، اين قضيه در مورد اين خانواده كاربردي ندارد و در حقيقت  براوردگر نااريب با كمترين

}براي خانواده  Nواريانس  }nPP  نيست. براوردگر نااريب با كمترين واريانس براي خانواده{ }nPP :به صورت  

2

2 1 , 1
( )

2 , 1

k k n k n
k

n k n n


   
   

 

استفاده كرد كه  )1998من و كسلا، لي(شفه -منتوان مستقيماً اثبات كرد و يا از تعميم قضيه ليرا مياين حقيقت است. 
داراي كمترين واريانس باشد اين است كه با همه براوردگرهاي نااريب صفر  2كه كند شرط لازم و كافي براي اين بيان مي

  ناهمبسته باشد.

  دهد كه يك محاسبه ساده نشان مي

   
 

1
2 2

1

( )
( )

( )
N

N
N N

Var X N n
Var X

Var X N n





    

  

}براي خانواده  Nدر بين همه براوردگرهاي نااريب  2در حالي كه  }nPP داراي كمترين واريانس است، ولي براي 
  نااريب نيست، زيرا Pخانواده 

 2

1
( ) .n

n
E X

n
 

  
 لكهب نيست، آن پارامتري صورت يا آماره ويژگي بودن كامل نااريبي، همانند كه است واقعيت اين دهندهنشاناين مسئله، 

  .است آماره يك هايتوزيع خانواده ويژگي
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0خانواده  ،)1972( استيگلر 0{ : 1, }NP P N N N   كهطوري را در نظر گرفت به  

   1( ) 1,2, , ,N NP X x x N    

  : و نشان داد كه

0 0

0 0 0

2 1 , 1
( )

2 , 1

X X N X N
T X

N X N N

   
  

  

  آماره بسنده كامل نيست.  Nيا  0Pبراي  Xاست، در حالي كه  Nبراي  UMVUEيك 

 

 گيريبحث و نتيجه. 4

هستند. بر عكس، اگر هر  UMVUE  ر،يبراوردپذ يتوابع پارامتر ، همهكه آماره بسنده كامل وجود داشته باشد يدر حالت
 يخاص وجود خواهد داشت.  در برخ طيگاه آماره بسنده كامل تحت شراباشد، آن  UMVUE كي ريبراوردپذ يتابع پارامتر
 UMVUEوجود داشته باشند، كه  يرثابتيغ يممكن است توابع پارامتر زين ،كه آماره بسنده كامل وجود ندارد نيحالات با ا

  UMVUEمطرح شد كه ) 1950، شفهو  منلي(شفه -منيل هياز قض ياساده يهاو مثال هامي، تعممقاله نيباشند. در ا
كه از  يناسبكه آماره بسنده كامل وجود نداشته باشد و آماره م ي. در حالتستيوجود دارد، اما آماره بسنده كامل موجود ن

ست اطلاعات از د يابيباعث باز يآماره كمك يكردن آماره بسنده رو ينشود، شرط افتي يمستقل باشد به راحت يآماره كمك
پارامتر  يبرا UMVUE  توانيم زيهست، ن ريپذو شركت ييجاگروه كه جابه ييعمل دوتا كيرفته خواهد شد. به كمك 

ه خانواد يژگيبلكه و ست،يآن ن يصورت پارامتر ايآماره  يژگيو يبيكرد. قابل ذكر است، كامل بودن و ناار دايمجهول پ
 كامل بودن را از دست بدهد. تيخصوص توانديپارامتر م ينقطه از فضا كي يآماره است و حذف حت كي يهاعيتوز
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