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Introduction 
Let  be a division ring and let  be its center. If the dimension of  over 

, as a vector space, is finite then  is called an -central division algebra. 
Recall that in this case :  for some positive integer , which is 
called the degree of  and is denoted by deg . Studying the structure of 
subgroups of the multiplicative group of ∗ 0   is one of the oldest 
research areas in the theory of division rings. But, in general, the structure 
of ∗ is unknown. One of the most important class of subgroups of ∗ are 
soluble-by-finite subgroups, because they are in relation to Galois groups 
of maximal subfields of . One of the most remarkable results about the 
structure of soluble-by-finite subgroups, obtained by Shirvani in 2005, 
shows that if  is a soluble-by-finite subgroup of an -central division 
algebra , then  contains a normal abelian subgroup  of finite index such 
that | : | divides 60deg . It is also known that if deg  is odd, then 
every soluble-by-finite subgroup of ∗ is soluble itself. At the other 
extreme, the derived length of soluble subgroups of ∗ were studied by 
Wehrfritz in 2006. One of the marginal results of his work is that, in 
general, soluble subgroups of ∗ may have arbitrary large derived length. 
In this paper, we consider the soluble-by-finite subgroups of a division 
algebra  equipped with a valuation. We show that if its residue division 
ring is a field, then every soluble-by-finite subgroup of ∗ is soluble and 
its derived length is at most 3. Moreover, we prove that in some special 
cases the above bound for the derived length can be replaced by 2. 

Material and Methods 
Let  be a division ring (commutative or noncommutative). Let Γ be a 
totally ordered abelian group. A valuation on  with values in Γ	is a map 
: ∗ → Γ such that, for all , ∈ ∗, 

1)  
2) min , . 

A division ring equipped with a valuation is called a valued division ring. 
In this case, it is easy to observe that ∈ ∗| 0 ∪ 0  is a 
subring of  which is called the valuation ring. Furthermore, it immediately 
follows that  is a local ring with the unique maximal ideal 

∈ ∗| 0 ∪ 0 . The quotient division ring ⁄  is called 
the residue division ring. In the special case that  is an -central division 
algebra, then the restriction of  to ∗ is a valuation on . ,  and  are 
defined similarly. A valued -central division algebra is called strongly 
tame if  and ∤ deg . A strongly tame valued 



division algebra is said to be totally ramified if . We say that a valued 
field  is Henselian if its valuation has a unique extension to each algebraic 
extension of .  
In this paper, our general strategy is that we first prove our results for a 
valued division algebra  whose center is Henselian. Then, using the 
embedding map from  to its Henselization, we upgrade our results to the 
general cases. 
 
Results and discussion 
The following theorems are the main results of this paper. 
 
Theorem 1. Let  be a valued -central division algebra of degree . If  
is strongly tame and  is a field, then every soluble-by-finite subgroup of 
∗ is soluble with derived length at most 3.   

 
Theorem 2. Let  be a valued -central division algebra of degree . If  
is strongly tame and totally ramified, then every soluble-by-finite subgroup 
of ∗ is soluble with derived length at most 2. 
 
Theorem 3. Let  be a valued -central division algebra of degree , 
where  is a prime. If  is strongly tame and  does not contain a primitive 

-th root of unity, then every soluble-by-finite subgroup of ∗ is soluble 
with derived length at most 2. 
 
Conclusion 
The main result of this paper shows that every soluble-by-finite subgroup 
of the multiplicative group of a valued division algebra whose residue 
division algebra is a field is soluble with derived length at most 3. 
Furthermore, in two special cases, it is shown that this bound for derived 
length is 2. Nevertheless, the author’s conjecture is that the bound 3 for the 
derived length can always be replaced by 2. 
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جبر تقسيم مركزي ارزيابي شده (مجهز به يك ارزيابي) -يك  در اين مقاله نشان خواهيم داد كه اگر 
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 مقدمه
به عنوان يك فضاي برداري متناهي  روي  مركز آن باشد. هرگاه بعد  يك حلقه تقسيم و ميدان  فرض كنيد كه 

به عنوان يك فضاي   روي  ، بعد ]1[از  5 در فصل 5ناميم. بنا بر نتيجه جبر تقسيم مركزي مي -را يك باشد، آن
را درجه  . دراينصورت  مثبتبه ازاي يك عدد صحيح  :برداري همواره يك مربع كامل است، به عبارت ديگر

∗هاي دهيم. مطالعه ساختار زيرگروهنمايش مي degناميده و با   ز مورد (تحت عمل ضرب) از ديربا 0
در حالت كلي همچنان ناشناخته است. براي مشاهده يك تاريخچه مفصل و همچنين  ∗توجه بوده است، با اين وجود ساختار 

-بوسيله-هاي حلپذيررا ببينيد. در اين ميان مطالعه زيرگروه ]2[هاي اخير در اين زمينه برخي نتايج ارايه شده در دهه
اي برخوردار است، از اهميت ويژه ∗ك زيرگروه حلپذير نرمال از شاخص متناهي است) (يعني گروهي كه شامل ي1متناهي

هاي دارند كه شناخت ساختار اين گروه هاي ماكسيمال هاي گالوايي زيرميدانها ارتباطي خاص با گروهچرا كه اين زيرگروه
ترين رجوع كنيد). يكي از كامل ]2[از  2باشد (به بخش  دهتعيين كنن تواند در تعيين ساختار كلي گالوايي به نوبه خود مي

كند هر ارايه شده است كه بيان مي ]3[در  ∗متناهي  -بوسيله-هاي حلپذيرنتايج بدست آمده در خصوص ساختار زيرگروه
اين شاخص،  از شاخص متناهي است كه خود شامل يك زيرگروه آبلي  ∗از  متناهي -بوسيله-زيرگروه حلپذير
60deg ثابت شده است كه اين كران بالا براي شاخص  ] 4[و نيز  ]2[از  2شمارد. از طرف ديگر در بخش را مي 

 30degهايي نشان داده شده است با ارايه مثال ] 4[جايگزين كرد. علاوه بر اين در  30degتوان با را مي در 
 	degاند كه اگر ، نگارندگان ثابت كرده]2[از  21,2باشد. در اين ميان، در قضيه ران ممكن براي اين شاخص ميبهترين ك

هاي تواند براي تعيين يك كران بالا براي طول سري مشتق زيرگروهحلپذير است. هر چند نتايج فوق مي فرد باشد، آنگاه 
هاي ممكن نخواهند بود. تعيين هاي حاصل از اين روش بهترين كرانا اين وجود كرانمورد استفاده قرار گيرد، ب ∗حلپذير 

عنوان يك نتيجه  انجام شده است. به ]5[در  ∗هاي حلپذير هاي مشتق زيرگروههاي بالاي بهينه براي طول سريكران
وجود  ∗هاي حلپذير شتق زيرگروههاي مفرعي، در مقاله ذكر شده ثابت شده است كه هيچ محدوديتي براي طول سري

وجود دارند  ∗از  و يك زيرگروه حلپذير  يك جبر تقسيم  تر، براي هر عدد صحيح نامنفي ندارد. به بيان دقيق
  را ببينيد).  ]5[از  4است (اثبات لم  1برابر  بطوريكه طول سري مشتق 

مجهز به يك ارزيابي را مورد  متناهي يك جبر تقسيم -بوسيله-هاي حلپذيروهدر اين مقاله قصد داريم تا ساختار زيرگر 
بطور قوي اهَلي باشد، آنگاه هر  ، يك ميدان و اي ، حلقه تقسيم ماندهمطالعه قرار دهيم. نشان خواهيم داد كه هرگاه 

كنيم كه در است. همچنين ثابت مي 3كثر گروهي حلپذير با طول سري مشتق حدا ∗متناهي -بوسيله-زيرگروه حلپذير
 است.   2است و لذا زيرگروه مورد نظر فوق آبلي 2هاي خاص، اين حداكثر طول ممكن برابر برخي حالت

 اند. مورد مطالعه قرار گرفته ]7[و  ]6[لازم به ذكر است كه گروه ضربي جبرهاي تقسيم مجهز به يك ارزيابي در مقالاتي مانند 

 

                                                            
1 Soluble-by-finite 
2 Metabelian 
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 تقسيم ارزيابي شدهجبرهاي  .1

هاي تقسيم مجهز به يك ارزيابي كه در اثبات قضاياي اين نوشتار هاي حلقهدر اين بخش پيشنيازهاي لازم در خصوص ويژگي
  كنيم. گيرند را ارايه ميمورد استفاده قرار مي

:اشتي چون يك حلقه تقسيم (يا يك ميدان) باشند. نگ و  1گروه آبلي مرتب كلييك  ,Γفرض كنيد كه  ∗ → Γ 
,ناميم هرگاه براي هر را يك ارزيابي مي ∈   :داشته باشيم ∗

 ؛ )1
2( min ,. 

آبلي است،  Γيك همريختي گروهي است و از آنجاييكه  دهد كه توجه داشته باشيد كه شرط اول در تعريف فوق نشان مي
⊇لذا  ker با ، گروه ارزيابي آناز  است. براي ارزيابي  ∗گروه مشتق  ′، كه در آن Γ تعريف  ∗
∋شود كه . به سادگي از تعريف نتيجه ميشودمي ∗| 0 ∪ است. اين زيرحلقه  اي از زيرحلقه 0
آل ماكسيمال منحصربفرد است كه ايده يك حلقه موضعي ين سخت نيست كه ببينيم ناميم. همچنمي  2حلقه ارزيابيرا 

∋آن عبارت است از   ∗| 0 ∪ ∋. در نتيجه  0 ∗| هاي گروه يكال 0
ناميم. در مي  3ايحلقه تقسيم ماندهاست،  تقسيم هرا كه خود يك حلق / حلقه خارج قسمتياست.   

، ، Γاست. براي اين ارزيابي  يك ارزيابي روي  ∗به  جبر تقسيم مركزي باشد، آنگاه تحديد -يك  صورتيكه 
↦شوند. توجه داشته باشيد كه نگاشت بطور مشابه تعريف مي و  ،  اي با يك همريختي حلقه به  از  ̅
و در   را به عنوان يك زيرحلقه  توان كند. بنابراين ميتعريف مي ↪است. لذا اين نگاشت يك نشاننده  هسته 
اگر  1( 	اگر  ]8[در  3جبر در نظر گرفت. در اين وضعيت، بنابر قضيه -را به عنوان يك  نتيجه 

	   ) آنگاه 0

)1(  : : |Γ : Γ |  

Γ|. كميت براي يك عدد صحيح و نامنفي  : Γ ناميم اگر مي 5بطور قوي اهليرا  ناميم. مي  4شاخص انشعابرا  |
	داشته باشيم  	و علاوه بر اين  	 ∤ deg.    ) 1بديهي است كه در چنين وضعيتي، از (

  شود نتيجه مي

)2(  : : |Γ : Γ |. 

                                                            
1 Totally ordered abelian group 
2 Valuation ring 
3 Residue division ring 
4 Ramification index 
5 Strongly tame 
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Γناميم اگر مي 2غير انشعابييا  1لخَترا  بطور قوي اهلي است.  كنيم كه از اين جا به بعد فرض مي Γ همچنين .
گوييم هرگاه در لم هنزل مي 4هنزليرا  روي ميدان  . ارزيابي يم اگر داشته باشيم ناممي 3كاملاً انشعابيآن را 

اي ∋، آنگاه در  ̅يك ريشه ساده  باشد و  اي در يك چندجمله صدق كند. بدين معني كه اگر 
ميداني كه مجهز به يك ارزيابي هنزلي باشد را يك ميدان هنزلي . و  0وجود داشته باشد بطوريكه 

قابل توسعه است (براي  هنزلي باشد، آنگاه ارزيابي آن بطور يكتايي به هر توسيع جبري  توان نشان داد اگر ناميم. ميمي
↦نيز اهميت دارد كه نگاشت رجوع كنيد). در انتها، ذكر اين نكته  ]9[از  596ديدن شرايط معادل هنزلي بودن به صفحه 

⁄1است. بدين ترتيب داريم  1ها با هسته يك بروريختي گروه ∗به  از   ≅ ∗.  

 

 . نتايج اصلي2

	كنيم كه اگر پيش از بيان آن يادآوري مي  براي اثبات نتيجه اصلي اين بخش به لم ساده زير نياز داريم. آنگاه  2
نمادهاي صوري  و  ، ( و  ، ، 1اي چون جبر چهار بعدي با پايه-عبارت است از يك  روي   5جبر چهارگانييك 

  كنندهستند) كه در روابط زير صدق مي

)3(  1, 1, . 

است. توجه  شود كه مركز اين جبر برابر يك محاسبه سرراست ديده مي دهيم. بانمايش مي ,چنين جبري را با 
كنيد كه يك جبر چهارگاني لزوما يك حلقه تقسيم نيست. در واقع چنين جبري يك حلقه تقسيم است اگر براي هر 

, , ,   در چنين وضعيتي داريم   .0داشته باشيم  ∋

	. 

و بطور قوي اهلي باشد آنگاه غيرانشعابي است و بعلاوه  يك جبر تقسيم ارزيابي شده با ارزيابي  ,اگر . 1لم 
 داريم 

,
  ناپذير است.تعويض در حالت خاص . 

2دا توجه كنيد كه ابتبرهان.  1 مرتب كلي است، لذا بدون تاب  Γ. حال از آنجاييكه 0
,. پس 0. بطور مشابه 0است و در نتيجه داريم  , تعريف  در  و  ̅، ̅ و لذا  ∋

 Ωباشد. سخت نيست كه ببينيم  از   و  ̅، ̅ ، 1داري توليد شده توسط زيرفضاي بر-، Ωاند. حال فرض كنيد كه شده
: ،)2بنابر ( است. همچنين زيرجبر -بسته و در نتيجه يك  تحت عمل ضرب  :Ω لذا،  ∞ . از ∞

                                                            
1 Inertial 
2 Unramified 
3 Totally ramified 
4 Henselian 
5 Quaternion algebra 
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هم يك  Ωتوان نتيجه گرفت كه ارد و از اين به راحتي ميعليه صفر ندمقسوم Ωيك حلقه تقسيم است. پس  طرف ديگر 
	دهد كه بطور قوي اهلي است. اين نتيجه مي حلقه تقسيم است. اما طبق فرض  در  و  ̅، ̅ و در نتيجه  2

است. حال بار  Ωمركز  شود كه يبه سادگي مشاهده م  و  ̅، ̅ ) براي 3كنند. از برقراري روابط () صدق مي3روابط (
 كند كه ) ثابت مي2ديگر استفاده از (

1 Ω: : : 4 

:گيريم كه يك مربع كامل است نتيجه مي :Ωو از آنجاييكه   Ω:   و لذا  4

Ω ̅ ̅ , , , ∈ . 

Γكند كه ) ثابت مي2. همچنين استفاده مجدد از (,دهد كه ) نشان مي3وابط (حال برقراري ر Γ  و در
  ∎ غير انشعابي است.  بينيم كه نتيجه مي

به  تحديد باشد. همچنين فرض كنيد كه  جبر تقسيم مركزي مجهز به يك ارزيابي -يك  فرض كنيد كه  . 2قضيه 
  باشد. در اينصورت داريم: پذير يك توسيع جدايي ⊇هنزلي است. فرض كنيد  

. بعلاوه اين توسيع در حد يكريختي وجود دارد بطوريكه  ⊇چون  يك توسيع غيرانشعابي از   )1(
 منحصربفرد است. 

گالوا باشد. در اين  /ر و تنها اگر گالوا است اگ /) باشد، آنگاه 1در قسمت ( همان زيرميدان  اگر  )2(
↦وضعيت، نگاشت    باشد.مي ⁄به روي  ⁄يك يكريختي از  ↦

است. با اين توضيح كه در گزاره ارجاع داده شده حالتي  ] 9[ از Aدر پيوست  17) كاملاً مشابه اثبات گزاره 1اثبات ( برهان.
يك ميدان است. با اين حال همان اثبات نعل به نعل در اينجا هم به نتيجه مطلوب خواهد  ي شده است كه در آن بررس

   ∎را ببينيد.  ]9[از  Aدر پيوست  23) قضيه 2رسيد. براي اثبات (

استفاده قرار خواهد گرفت. قضيه زير نيز براي اثبات قضيه اصلي مورد   ناميم.مي در   1بالابر لخَترا  2در قضيه  توسيع 
 2پوشش خطيباشد، آنگاه  ∗زيرگروهي از  جبر تقسيم مركزي و -يك  كنيم كه هرگاه پيش از بيان آن يادآوري مي

برابر است با مجموعه تمام تركيبات خطي  دهيم. به عبارت ديگر نمايش مي را با  با ضرايب در  در  
∑بصورت  . ذكر اين نكته 0ها داريم جز تعدادي متناهي از آنتعلق دارند و به ها به كه در آن  ∋

البعد بوده و از آنجاييكه داراي مقسوم متناهي هم روي  البعد است، لذا متناهي روي  ضروري است كه چون 

                                                            
1 Inertial lift 
2 Linear hull 
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 باشد. اگر نمي برابر  يم است. توجه داشته باشيد كه لزوماً مركز عليه صفر نيست خود يك حلقه تقس
  ناميم. مي 1ناپذيراكيداً تحويلرا يك زيرگروه   آنگاه 

 ∗ناپذير متناهي و اكيداً تحويل-بوسيله-يك زيرگروه حلپذير جبر تقسيم مركزي و -يك  فرض كنيد كه  .3قضيه 
ها است) نباشد، آنگاه شامل يك زيرگروه آبلي گروه چهارگان ( شامل يك زيرگروه نرمال يكريخت با   باشد. اگر

   شمارد.را مي deg، نرمال از شاخص متناهي است كه شاخص اين زيرگروه در 

  ∎ رجوع شود. ]2[از  14,2به قضيه  برهان.

 ناپذير هم نباشد باز حكم قضيه درست است. چرا كه در اين حالت اكيداً تحويل ، 3توجه كنيد كه هرگاه در قضيه 
ناپذير اكيداً تحويل در  و در نتيجه  باشد آنگاه  مركز  است و اگر  يك زيرحلقه تقسيم از 

داراي يك زيرگروه آبلي نرمال است كه شاخص آن،  م كه بينيكند، ميرا عاد مي درجه  degاست. حال چون 
deg توانيم نتيجه اصلي اين مقاله را بيان شمارد. حال در موقعيتي قرار داريم كه ميرا مي degو در نتيجه  

  و اثبات كنيم. 

بطور قوي اهلي  باشد. اگر  و از درجه  يابي جبر تقسيم مركزي ارزيابي شده با ارز-يك  فرض كنيد كه  .4قضيه 
  است.  3گروهي حلپذير با طول سري مشتق حداكثر   ∗متناهي -بوسيله-يك ميدان باشد، آنگاه هر زيرگروه حلپذير و 

كه در آن تحديد  گيريمباشد. ابتدا حالتي را در نظر مي ∗متناهي -بوسيله-يك زيرگروه حلپذير فرض كنيد كه برهان. 

حلقه تقسيمي از زير ,باشد، آنگاه زيرجبر  ≅شامل زيرگروهي چون  هنزلي است. اگر  به  

,داريم  1است. اما بنا بر لم   
شامل  است. در نتيجه  پذير بودن كه خلاف فرض تعويض ⊇

  با اين ويژگي كه شاخص  است ، داراي زيرگروه آبلي نرمالي چون 3قضيه  نيست و لذا بنا بر يكريخت با  زيرگروهي
  شمارد. را مي ، در 

∩كنيم كه در اين مرحله ادعا مي نرمال  در  آبلي است. براي اثبات اين ادعا ابتدا توجه كنيد كه چون  1
⊇يم است پس دار ∗ است. اما بنا بر قضيه اول يكريختي  ∗زيرگروهي از  ∗. در نتيجه ∗

∗ها داريم گروه ≅ ∩ ⊇. حال از آنجاييكه ⁄⁄∗ ∩ /كه  شودنتيجه مي ∗ تصوير  ∗
| بوده و لذا ⁄همريختي از  : 1شمارد. فرض كنيد را مي ، |∗ ∈ ∩ 1 كه در آن  

1. دراينصورت ∋ ∈ 1. اما ∗ ∈   ، پس1

1 ∈ ∩ 1 1 . 

                                                            
1 Absolutely irreducible 
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1لذا خواهيم داشت   1اي . چند جمله∋به ازاي عضوي چون  1
1 را در نظر بگيريد. چون  در  ̅داريم   پس در ، 1 بطور قوي  . از اينكه 1

	شود اهلي است نتيجه مي 	و لذا  ∤ ∤  ̅يك ريشه ساده  1ه دهد ك. اين نتيجه مي|، زيرا 	
يك ميدان هنزلي  يك توسيع متناهي و در نتيجه جبري است. بنابراين  ⁄است. از طرف ديگر   در 

 1دهد كه نتيجه مي 0. اما 1و  0وجود دارد بطوريكه  ∋است. لذا يك 
1. خلاصه اينكه داريم ∋براي يك  1دهد كه نتيجه مي 1و همچنين 

∋. لذا 0. آنگاه خواهيم داشت . فرض (خلف) كنيد كه كنيم . حال ثابت مي1
1تعريف شده است. اما از برابري  و بنابراين   ∗   شود نتيجه مي 1

  1
2

⋯ . 

  آنگاه رابطه فوق بصورت  حال اگر قرار دهيم 

)4(  1
2

⋯  

چرا كه  2از طرف ديگر . آيد. اما در مي
. در نتيجه و  شود نتيجه مي 0. همچنين، از آنجاييكه 0داريم 

3شود كه براي هر . به روشي مشابه اثبات ميبنا بر شرط دوم تعريف ارزيابي داريم 

  دهد كه ها نشان مي. حال استفاده مجدد از شرط دوم در تعريف ارزيابيداريم  

)5(  1
2

⋯  

1از طرف ديگر  ⋯ 1
	تا

1  0. حال اگر داشته باشيم ∋. اين يعني 0

	كه با  0داريم  آنگاه در   و بنابراين  0در تناقض است. نتيجه اينكه  ∤

)6(   

1و لذا  است. بنابراين كه تناقض  شود ) نتيجه مي6) و (5)، (4حال از ( 1 ∈
∩دهد . اين نشان مي∗ 1 ⊆ ∩. در نتيجه ⊇. از طرف ديگر ∗ 1 ⊆ ∗ 

  كند. كه ادعاي ما را اثبات مي
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يك ميدان است) و دنباله زير  رض باشد (به ياد بياوريد كه طبق ف بالابر لخت  فرض كنيد كه  2حال به استناد قضيه 
  هاي گروهي را در نظر بگيريداز همريختي

1
	
				 ↦ 					

	 ∗ 	
					 ↦̅ 	̅				

	 ∗ 	
					 ↦ 				

	
1

. 

نگاشت وسط هم پوشا است.  در دنباله فوق يكريختي هستند. بعلاوه، چون هاي اول و سوم (از چپ به راست) نگاشت
⊇. اما از آنجاييكه 1هاي فوق پوشا بوده و در حالت خاص داريم در نتيجه تركيب نگاشت

ker شود كه نتيجه مي⊆ ⊇و لذا  1 1 ⊇. اما ′ ∗ 1 
1و علاوه بر اين  	دهد كه آبلي است. اين نتيجه مي آبلي است، چرا كه  ⁄1 1 ⊆

⊇و لذا خواهيم داشت 1 ⊇. بنابراين 1 ∩ و از آنچه كه در بالا ثابت شد نتيجه  1
  شود. هنزلي است اثبات مي و حكم در حالتي كه  1آبلي است. در نتيجه  ′′گيريم كه مي

باشد كه بنا بر تعريف عبارت است از كوچكترين توسيع  هنزلي شده  هنزلي نيست. گيريم  اكنون فرض كنيد كه 
جبر -يك  ⊗، ]8[از  2رجوع كنيد). بنابر قضيه  ]9[ از Aدر پيوست  27(به قضيه  هنزلي ميدان 

	تقسيم مركزي است. اما نگاشت  ↦ ⊗  تحت اين نگاشت در  يك نشاننده است. بنابراين تصوير  به  از  1
حلپذير  باشد. لذا مي 3اين تصوير حلپذير با طول سري مشتق حداكثر  يكريخت است. حال بنابر آنچه اثبات كرديم با 

  ∎  است. 3با طول سري مشتق حداكثر 

ذكر اين نكته ضروري است كه متاسفانه  3در خصوص كران بالاي بدست آمده براي طول سري مشتق در قضيه  ملاحظه.
 2وجود حدس نگارنده بر اين است كه اين كران بايد حداكثر نگارنده اطلاعي در مورد بهينه بودن اين كران ندارد. با اين 

  باشد. اين مطلب را در ادامه و در دو حالت خاص اثبات خواهيم كرد.

بطور قوي اهلي و كاملاً  باشد. اگر  جبر تقسيم مركزي ارزيابي شده با ارزيابي -يك  فرض كنيد كه .  5قضيه 
  است. 2گروهي حلپذير با طول سري مشتق حداكثر   ∗متناهي -بوسيله-پذيرانشعابي باشد آنگاه هر زيرگروه حل

هنزلي  روي  كنيم كه تحديد باشد. ابتدا فرض مي ∗متناهي -بوسيله-يك زيرگروه حلپذير فرض كنيد كه برهان. 
∗است. چون  ⊆ زيرگروهي نرمال و حلپذير از شاخص  ه اگر است. بعلاو ∗يك زير گروه  ∗پس  ∗
-بوسيله-هم حلپذير است و در نتيجه  زيرگروهي نرمال و حلپذير از شاخص متناهي در  ∗باشد، آنگاه  متناهي در 

ريم دا 4. اكنون مشابه اثبات قضيه عبارت است از  پس بالابر لخت  ،متناهي است. حال چون طبق فرض 
′و از آنجاييكه  1 ⊇خواهيم داشت  ⊇ ∩. حال قرار دهيد 1 1

  شود نتيجه مي ⊇آبلي است. از طرف ديگر از اينكه  به ياد بياوريد كه  4. از اثبات قضيه 

1 ∩ ∩ 1 . 
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⊇اما  ⊇آبلي است. حال چون  ، در نتيجه ∗ 1 آبلي است.  ′، پس ∩
شود.  انجام مي 4. در انتها، توسعه اثبات به حال غيرهنزلي مشابه اثبات قضيه 1دهد كه خود نتيجه مي 1لذا 
∎  

  را ببينيد. ]2[در  7,2براي اثبات نتيجه بعدي به قضيه زير نياز داريم. براي اثبات آن لم 

يك  . اگر باشد با اين ويژگي كه  ∗زيرگروهي از  جبر تقسيم مركزي و -يك  فرض كنيد كه . 6لم 
:باشد، آنگاه  زيرگروه آبلي نرمال  | :  ، آنگاه . در حالت خاصي كه |

⁄يك توسيع گالوا با  /است و همچنين   يك زيرميدان ماكسيمال  ≅   خواهد بود.  ⁄

 degفرض كنيد باشد. بعلاوه  جبر تقسيم مركزي ارزيابي شده با ارزيابي -يك  فرض كنيد كه  . 7قضيه 
ام واحدي نباشد، -شامل هيچ ريشه اوليه  يك ميدان و  بطور قوي اهلي بوده،  عددي اول است. اگر  كه در آن 

  است. 2گروهي حلپذير با طول سري مشتق حداكثر   ∗متناهي -بوسيله-آنگاه هر زيرگروه حلپذير

كنيم كه هنزلي است ثابت كنيم. پس فرض مي بل كافي است تا قضيه را در حالتي كه همانند اثبات قضاياي ق برهان.
و  باشد. قرار دهيد  ∗متناهي غيرآبلي-بوسيله-يك زيرگروه حلپذير هنزلي بوده و  روي  تحديد 

. 1براي يك  degو  جبر تقسيم مركزي است و بعلاوه داريم -يك  . دراينصورت 
در  از شاخص متناهي است. فرض كنيد كه  داراي يك زيرگروه آبلي نرمال  ، در بالا) 3(يا قضيه  ]2[در  3,2بنابر لم 

 يك زيرميدان ماكسيمال  دهيم كه ماكسيمال باشد. نشان مي هاي آبلي نرمال با شاخص متناهي در بين زيرگروه
: ،]1[در  7از فصل  4بنا بر قضيه  است. اگر چنين نباشد، آنگاه deg   داريم  6و بعلاوه از لم

، بنا ماكسيمال فرض شده است. از آنجاييكه  غير آبلي خواهد بود، چرا كه  . با اين فرض . قرار دهيد 
كوچكترين عدد صحيح و نامفي  حلپذير است. فرض كنيد  است، پس  3ل سري مشتق حداكثر ، حلپذير با طو4بر قضيه 

⊇آبلي و غيربديهي است و با توجه به اينكه  ). در اينصورت 2يا  3(توجه كنيد كه  1باشد كه  

⊇دهد كه نتيجه مي است. حال ماكسيمال بودن  مال يك زيرگروه آبلي نر گيريم كه نتيجه مي 

جبر ساده مركزي است -يك  را ببينيد)،  ]1[از  42. بنا بر قضيه مركزساز (صفحه . قرار دهيد 
:و همچنين داريم  : :. از طرف ديگر داريم ⁄: : . بنابراين :

: : /   . در نتيجه :

deg :
:
:

deg
:

1. 

1. حال اگر 1براي يك  degپس  خواهيم داشت  ⊇، آنگاه با توجه به اينكه ∋
رجوع كنيد). از طرف  ]1[از  22(به فصل  است ∗به  ∗نرم كاهش يافته از  كه در آن  



  
  

  1402سوم، ، شماره نهم دوره ،هاي رياضيپژوهش

  

 

262 

⊇پس  ⊇ديگر چون  دهد كه به ازاي . اين نتيجه مي1. خلاصه اينكه 1و لذا  ′
. از ∌ام واحدي نيست. پس -داراي هيچ ريشه اوليه  . اما طبق فرض 1داريم  ∗ز ا 1عضوي چون 
∤طرف ديگر  :باشد، زيرا  بايد تواني از  :. اين در حالي است كه : | deg كه اين  

  . بوده و بعلاوه داريم  يك زيرميدان ماكسيمال  يك تناقض است. در نتيجه 

⁄گالوا است و  /گيريم نتيجه مي 6از لم  اكنون ≅ غير  ⁄كنيم كه . حال ادعا مي/
ان توليد باشد كه طبق تعريف عبارت است زيرميد در   1بستار لخت انشعابي است. براي اثبات ادعا فرض كنيد كه 

 /غير انشعابي و  /هستند. توجه كنيد كه  كه مشمول در  هاي غيرانشعابي از شده توسط تمام توسيع
گالوا است، پس  /رجوع كنيد). حال چون  ]9[ از Aدر پيوست  24و قضيه  20بطور كلي انشعابي است (به تعريف

يك توسيع آبلي راديكال است. در  / ،]9[از  Aدر پيوست  22يگر بنا بر گزاره هم گالوا است. از طرف د /
ام واحد باشد كه باز هم مثل بالا به تناقض -شامل يك ريشه اوليه  آنگاه بايد  حالت خاص اگر داشته باشيم 

مورد  جبر تقسيم مركزي -را براي   2وم قضيه شود. حال اگر قسمت دو ادعا اثبات مي انجامد. در نتيجه مي
↦استفاده قرار دهيم، آنگاه نتيجه خواهد شد كه نگاشت كانوني   ⁄يك يكريختي از  ↦

⁄است. بدين ترتيب داريم  ⁄به روي  ≅ ، ]9[از  17,8نا بر گزاره . از طرف ديگر ب/
هد كه ديك توسيع آبلي گالوا است. حال چون اين توسيع آبلي است، نظريه گالوا نتيجه مي ⁄يك ميدان است،  چون 

حلپذير با طول سري مشتق  دهد كه آبلي است كه اين نشان مي /هم آبلي است. در نتيجه  ⁄توسيع مياني 
  ∎باشد.   مي 2

 

 هامثال. 3

يك ميدان نيست  هايي نشان دهيم كه احكام ارايه شده در بخش قبل وقتي كه در اين بخش قصد داريم تا با ارايه مثال
يادآوري كنيم.  2هاي لوران مكررسري حلقه تقسيمها لازم است تا مطالبي را در خصوص برقرار نيستند. پيش از بيان اين مثال

شود. يك جا ميبهجا يك متغير صوري باشد كه با اعضاي  يك حلقه تقسيم (احتمالاً يك ميدان) و  يد كه فرض كن
  سري صوري بصورت 

)7(  ⋯

	

∈ , 0, ∈  

نمايش  ها را با ناميم. مجموعه متشكل از تمام اين سريمي ضرايب در  و با را يك سري لوران بر حسب متغير 
اين حلقه تقسيم   ها يك حلقه تقسيم است.همراه با عمل جمع و ضرب سري شود كه دهيم. به سادگي ديده ميمي

هاي را ميدان سريك ميدان باشد، آني ناميم (در صورتيكه مي هاي لوران صوري با ضرايب در را حلقه تقسيم سري
                                                            
1 Inertial closure  
2 Iterated Laurent series division ring 
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  جبر تقسيم مركزي است-يك  جبر تقسيم مركزي باشد، آنگاه -يك  ناميم). هرگاه لوران صوري مي
degو بعلاوه داريم  deg غيرها را در نظر بگيريد. براي اين مت ، . . . ، . حال متغيرهاي صوري

، ، . . . ، ، بطور مكرر و با قرار دادن  …حلقه تقسيم 
  . . . و در نهايت 

…  

  عضو اين ميدان داراي نمايشي بصورت توان ديد كه هر شود. در اينصورت ميتعريف مي

  … … … … ∈  

:است. اين ميدان مجهز به يك ارزيابي استاندارد  …
∗
→⊕    است كه با  	

)8(  … … … min ,… , | … 0  

⊕شود، كه در آن ترتيب روي تعريف مي 	 است. با توجه به تعريف بالا، سخت نيست  1ترتيب قاموسي از راست به چپ 	
…كه ببينيم  جبر تقسيم مركزي باشد، آنگاه -يك  كه . علاوه بر اين، در حالتي≅
Γدهد ) نشان مي8غيرانشعابي است، چرا كه استفاده از ( …روي  …

⊕ Γ.  

يك ميدان باشد كه  را ياد آوري كنيم. فرض كنيد كه  2هاي نمادينجبربراي ادامه بحث همچنين نياز داريم تا مفهوم 
	است (و در نتيجه  ام اوليه واحد -شامل يك ريشه  دو نماد صوري و همچنين  و  ). فرض كنيد كه ∤

,باشند. در اينصورت جبر نمادين  ∗دو عضو  و  

,
فضاي برداري با پايه -از عبارت است  

|0 , و  ، همرا با عمل ضربي كه با ويژگي توزيعپذيري و روابط  1
اين جبر چيزي نيست جز جبر  2و  1شود. توجه داشته باشيد در حالتي كه تعريف مي 
توان نشان داد كه يك جبر ها اين جبر لزوماً يك حلقه تقسيم نيست. با اين حال ميچهارگان. همانند ها روي چهارگان

كنيم، را ببينيد). اما در يك حالت خاص كه در ادامه آن را بيان مي ]1[از  11در فصل  1است (قضيه  ساده با مركز 
,

,
  يك حلقه تقسيم خواهد بود.  

                                                            
1 Right-to-left lexicographical ordering 
2 Symbol algebra 
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. قرار دهيد ، براي هر 2اعداد صحيح نامنفي باشند بطوريكه  ، . . . ،دان دلخواه و يك مي فرض كنيد 
,و  … … , .م است. قرار دهيد  ام اوليه واحد -شامل يك ريشه  . بعلاوه فرض كنيد كه ك.م
  ام اوليه واحد است. حال ميدان-يك ريشه  . بدين ترتيب ⁄

…  

  را در نظر بگيريد و تعريف كنيد 

; , … ,
,
,

⊗ …⊗
,
,

 

;دراينصورت  , … , است. بعلاوه نسبت به اين ارزيابي بطور  جبر تقسيم مركزي ارزيابي شده از درجه -يك   
⊕كلي اهلي و كاملاً انشعابي است كه گروه ارزيابي آن عبارت است از  از  8,9(رجوع كنيد به گزاره  ⊕

]9[ .(  

زوماً متناهي ل-بوسيله-اي، يك ميدان نباشد، آنگاه يك زيرگروه حلپذيردهد كه اگر حلقه تقسيم ماندهل زير نشان ميمثا
 حلپذير نيست.

را در نظر بگيريد. بنا بر آنچه كه در بحث پيش  ,ها روي اعداد حقيقي يعني حلقه تقسيم چهارگان .1مثال 
، گروه يك جبر تقسيم ارزيابي شده با مركز  از اين مثال ديديم، 

شود كه است. از طرف ديگر، باز هم از بحث پيش از اين مثال نتيجه مي اي و حلقه تقسيم مانده  ⊕ارزيابي 
; است.  اي و حلقه تقسيم مانده  ⊕كاملاً انشعابي با گروه ارزيابي  جبر تقسيم مركزي-هم يك  2

⊗توان نتيجه گرفت كه مي ]8[در  1بنابراين از قضيه  جبر تقسيم مركزي است و -خود يك  2;
دارد. اما بنا بر قضيه  زيرحلقه تقسيمي يكريخت با  يك ميدان نيست. از طرف ديگر واضح است كه  . لذا 

متناهي است (زيرا -بوسيله-است. بوضوح اين گروه حلپذير داراي زيرگروهي يكريخت با  ∗، ]10[از  11,1,2
متناهي غير حلپذير -بوسيله-شامل يك زيرگروه حلپذير ∗و در نتيجه  ∗خود گروهي متناهي است) اما حلپذير نيست. لذا 

  است.

تعويضپذير نباشد، آنگاه با توجه به  م مركزي ارزيابي شده و بطور قوي اهلي باشد. اگر جبر تقسي-يك  فرض كنيد كه 
degخواهيم داشت  ⊇اينكه  deg) داريم 2. بنابراين طبق (: deg |Γ : Γ | .

نسبت به آن كوچك است. در مثال زير قصد  degرگ باشد، آنگاه دهد كه هرچقدر شاخص انشعاب بزاين نشان مي
داري وجود ندارد. به عبارت ارتباط معني ∗هاي حلپذير داريم تا نشان دهيم كه بين اين نسبت و طول سري مشتق زيرگروه
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هاي وان طول سري مشتق زيرگروهتميدان نباشد، با بزرگتر كردن شاخص انشعاب نمي ديگر خواهيم ديد در صورتيكه 
  را كنترل كرد. ∗حلپذير 

 بيشترين طول ممكن براي سري مشتق يك گروه حلپذير از مرتبه  فرض كنيد كه  براي عدد صحيح و نامنفي 
ه نتيجه گرفت ك توانهاي حلپذير متناهي با طول سري مشتق به دلخواه بزرگ وجود دارند، پس ميباشد. از آنجاييكه گروه

  تواند به قدر دلخواه بزرگ باشد. مي در مثال بعد 

جبر تقسيم -نشان داده شده است كه يك  ]5[از  4يك عدد صحيح نامنفي باشد. در اثبات لم  فرض كنيد كه  .2مثال 
است. توجه به روند  1شامل يك زيرگروه حلپذير با طول سري مشتق  ∗وجود دارد كه  از درجه  مركزي 

 براي هر  ام اوليه واحد -شامل يك ريشه  را طوري در نظر گرفت كه  توان دهد كه مياين اثبات نشان مي
يك جبر تقسيم غير  . دراينصورت …دلخواه باشد. حال فرض كنيد كه 

Γاست. علاوه بر اين داريم  …و همچنين با مركز  از درجه  انشعابي

Γ   . حال تعريف كنيد ⊕

⊗ ; ,… ,
	تا

. 

Γنين داريم است و همچ جبر تقسيم مركزي از درجه -يك   ،]8[در  1بنابر قضيه   . پس ⊕
|Γ : Γ شامل زيرحلقه تقسيمي  . اما واضح است كه degو لذا   . علاوه بر اين |

است. توجه داشته باشيد كه  1شامل زيرگروه حلپذيري با طول سري مشتق  ∗است. بنابراين  يكريخت با 
 به قدر دلخواه بزرگ در نظر بگيريم.  را در مقايسه با  وانيم تمي

  دهيم.را نشان مي 7در مثال زير وجود يك جبر تقسيم از نوع مطالعه شده در قضيه  

 /ام اوليه واحدي نيست. همچنين فرض كنيد كه -يك ميدان باشد كه شامل هيچ ريشه  فرض كنيد كه . 3مثال 
يك  توانيد فرض كنيد كه باشد. به عنوان مثال مي ⁄با  توسيع دوري از درجه  يك

∤و  	عضو باشد با اين ويژگي كه  ميدان متناهي با  باشد. فرض  يك توسيع از درجه  /و  1
را جمع  . عمل جمع روي باشد، يعني  ري با ضرايب در هاي لوران صومجموعه تمام سري كنيد كه 

يك جبر تقسيم مركزي  تعريف كنيد. دراينصورت  ها در نظر گرفته و عمل ضرب را با رابطه معمولي سري
ارزيابي استاندارد تعريف شده در  را ببينيد). اگر  ]1[از  1در فصل  4و  3هاي است (لم و از درجه  با مركز 

∋يك ميدان است. حال از آنجاييكه براي هر  و لذا  ≅باشد، آنگاه  بالا براي  ∗ ⊂ داريم  ∗
∈ ∋پس  ∗ ∗ ∗ن داريم است كه براي آ ∗يك زيرگروه  ∗دهد كه . اين نشان مي∗ ⊲ .

⁄∗حال چون   است.  2گروهي حلپذير با طول سري مشتق  گروهي دوري است، پس  ∗
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داند كه از داوران محترم كه نظرات اصلاحي آنها در بهبود كيفيت علمي و نگارشي . نگارنده بر خود لازم ميتشكر و قدرداني
  درداني نمايد.اند تشكر و قمقاله نقش مهمي داشته
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