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Introduction 

Littlewood-Paley operators have essential roles in harmonic analysis due to their 

applications in PDEs and other fields. One important such operators is 𝑔𝜆
∗
. It is well 

known that 𝑔𝜆
∗
 function originated in the work of Littlewood and Paley in the 1930s . 

In 1961, Stein introduced and studied the following higher dimensional 
( )n  2

classical Littlewood-Paley  𝑔𝜆
∗
 function: 
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where 𝑃𝑡(𝑡, 𝑦) = 𝑃𝑡 ∗ 𝑓(𝑦), 𝑃𝑡(𝑦) = 𝑡
−𝑛𝑃 (

𝑦

𝑡
)denotes the Poisson kernel, and 

𝛻 = (
𝜕

𝜕𝑦1
,
𝜕

𝜕𝑦2
, … ,

𝜕

𝜕𝑦𝑛
,
𝜕

𝜕𝑡
). 

It is well-known that the weak  (1,1) and weak (𝑝, 𝑝) boundedness of the classical  

𝑔𝜆
∗
 with Poisson kernel were studied by Stein and Fefferman, respectively. As 

𝑔𝜆
∗
depends on 𝜆, its  (𝑝, 𝑝)- strong boundedness on 

n
 also depends on the correct 

relation between 𝑝, 𝜆 and 𝑛. In 1970, Fefferman showed that 𝑔𝜆
∗
 is strong type 

bounded of (𝑝, 𝑝)on 𝐿𝑝(ℝ𝑛) for 1 < 𝑝 < ∞ and 𝜆 > 𝑚𝑎𝑥 {1,
2

𝑝
 }. 

Theorem. 

If 𝜆 > 2, then 𝑔𝜆
∗
 is of weak type (1,1); 

If 𝜆 > 2, then 𝑔𝜆
∗
is of strong type (𝑝, 𝑝)for 1 < 𝑝 < ∞; 

If 1 < 𝜆 ≤ 2,  then 𝑔𝜆
∗
is of strong type (𝑝, 𝑝)for   

2

𝜆
< 𝑝 < ∞. 

Now in above definition of 𝑔𝜆
∗
,  if we replace Poisson kernel with Littlewood-Paley 

function, considering Laplace-Bessel differential operator, then we can establish the 

new generation of 𝑔𝜆
∗
. Inspired by above Theorem of Fefferman’s work, we will 

recover a relation between n, p, 𝜈, and 𝜆 to verify its boundedness and 

unboundedness. 
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Material and Methods 

Let ( ,... , ) ( , ) ;   { | }n n n

n n n nx x x x x x x x 
     1 1 0 . For a 

fixed parameter 𝜈 > 0 we set  { :| | }n nS x x

   1 1 and 

.
n

n

n
S

S x dx

 




   1

1 2
 

We consider the Laplace-Bessel differential operator 

, ,
n

B

k k n n nx x x x
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on ℝ+
𝑛 . Let  𝐿𝑝,𝜈(ℝ+

𝑛) be the space of all measurable functions on ℝ+
𝑛   for which  

| ( ) | ( ) | ( ) | ,
n n

p p

nf x d x f x x dx


 

 
2

 

is finite with ( ) ... .n n nd x x dx x dx dx dx 

  2 2
1 2   

We recall 
yT  is the generalized translation operator which is defined by 

 
( )

( ) , cos .

( ) ( )

y

n n n nT g x g x y x x y y sin d
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The translation operator represents the ordinary (Euclidean) translation in 

( ,..., ) n

nx x x 


   1

1 1 . 

The Fourier-Bessel harmonic analysis is adapted to the generalized convolution 

 ( ) ( ) ( ) .,
n

y n

nf g x f y T g x y dy x


  

2

 
In this work, we define 𝑔𝐵,𝜆

∗
operator on ℝ+

𝑛  associated with Laplace-Bessel 

differential operator explicitly, by 

𝑔𝐵,𝜆
∗ 𝑓(𝑥) = (∫ ∫ (

𝑡

𝑡 + |𝑥 − 𝑦|
)
𝜆𝑛

n



∞

0

|𝜓𝑡⊗ 𝑓(𝑦)|2
𝑦𝑛
2𝑣𝑑𝑦

|𝐵+(𝑥, 𝑡)|𝑣

𝑑𝑡

𝑡
)

1
2

, 

where 𝐵+(𝑥, 𝑡) = {𝑦 ∈ ℝ+
𝑛 : |𝑦 − 𝑥| < 𝑡}, 𝜓𝑡(𝑥) = 𝑡

−(𝑛+2𝜈)𝜓 (
𝑥

𝑡
). 

 

Definition.   

We say that a scalar-valued radial function (with respect to last coordinate of  ) on 

ℝ+
𝑛  is a G Littlewood-Paley (corresponding to generalized shift operator) if the 

following three conditions are satisfied 

( ); ( ) ,
n

n

nL x x dx

 


 
1 2 0

 
( )| ( ) | ( | |) , for some ,nx C x       21 0

 

 

| |
| ( ) ( ) | , | | | | for some .

| |

y y

n

A y y
T x T x y y x y

x y



 
  



  


     

 
2 1

1
0

21

 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 m

m
r.

kh
u.

ac
.ir

 o
n 

20
24

-0
6-

29
 ]

 

                             2 / 17

https://mmr.khu.ac.ir/article-1-3233-fa.html


 

Results and discussion 

Inspired by the work of Fefferman and Stein, we define 𝑔𝐵,𝜆
∗

operator on ℝ+
𝑛  

associated with Laplace-Bessel differential operator. Moreover, we establish some 

Lemmas to be used through the proof of main theorems. Then we present two main 

theorems related to boundedness and unboundedness of new operator 𝑔𝐵,𝜆
∗

 in new 

manner.  

We show that 𝑔𝐵,𝜆
∗

 is bounded on  𝐿𝑝,𝜈(ℝ+
𝑛) for 2 ≤ 𝑃 < ∞. Moreover, we 

investigate that 𝑔𝐵,𝜆
∗

 is unbounded on  𝐿𝑝,𝜈(ℝ+
𝑛) for 1 ≤ 𝑝 < ∞ and 𝜆 <

2

𝑃
+
4ν

𝑝𝑛
. 

Conclusion 

The following conclusions were drawn from this research. 

𝑔𝐵,𝜆
∗

, Littlewood-Paley operators associated with Laplace-Bessel differential 

operator, is unbounded on  𝐿𝑝,𝜈(ℝ+
𝑛) for 1 ≤ 𝑝 < ∞ and 𝜆 <

2

𝑃
+
4ν

𝑝𝑛
. 

𝑔𝐵,𝜆
∗

, Littlewood-Paley operators associated with Laplace-Bessel differential 

operator, is bounded on  𝐿𝑝,𝜈(ℝ+
𝑛) for 2 ≤ 𝑃 < ∞.   

The boundedness problem of 𝑔𝐵,𝜆
∗

 is open for  1 ≤ 𝑝 < 2. 

 

 
How to cite: Ghorbanalizadeh, A., Mikaeili Nia, M. On the boundedness of littlewood-paley 𝑔𝐵,𝜆

∗  operator associated 

with Bessel differential operator. Mathematical Researches, 10 (1), 1 – 17. 
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𝒈𝑩,𝝀پالی -ی کرانداری عملگر لیتلوودمطالعه
 متناطر با عملگر دیفرانسیل بسل ∗

  2 نیامنیره میکائیلی ، 1آرش قربانعلی زاده 

 ghorbanalizadeh@iasbs.ac.ir :رایانامه، ایران. زنجان، دانشگاه تحصیلات تکمیلی علوم پایه زنجان، ریاضیدانشکده نویسنده مسئول، . 1

 moniremikaeili@iasbs.ac.ir :رایانامه ، ایران.زنجان، زنجاندانشگاه تحصیلات تکمیلی علوم پایه دانشکده ریاضی، . 2

 

 چکیده اطلاعات مقاله

 مقاله پژوهشینوع مقاله: 

 

 

 14/6/1400 :افتیدر خیتار

 16/3/1401: بازنگری خیتار

 22/3/1401: رشیپذ خیتار

 20/3/1403: انتشار خیتار

 

 

  های کلیدی:واژه

𝑔𝜆پالی -عملگرهای لیتلوود
∗ ، 

  ،کرانداری از نوع قوی

𝑔𝐵,𝜆عملگر 
متناطر با عملگر  ∗

  ،بسل

𝑔𝐵,𝜆کرانی عملگربی
∗. 

 

ای هپالی، بدلیل کاربردهایشان در معادلات دیفرانسیل با مشتقات جزئی و دیگر شاخه-عملگرهای لیتلوود

𝑔𝜆پالی، عملگر -ریاضی، نقش مهمی در آنالیز فوریه دارند. از جمله عملگرهای لیتلوود
باشد. به هنگام می ∗

کرانداری از نوع قوی این عملگر در فضای  مطالعه کرانداری این عملگر در حالت کلاسیک، وابسته بودن

(1 < 𝑝 < ∞) 𝐿𝑝 به پارامتر ،𝜆 ی کرانداری شود. لازم به ذکر است که این مطلب در مطالعهمشاهده می

𝑔𝜆عملگر 
𝑔𝜆شود، در واقع، ففرمن کرانداری از نوع قوی عملگردر کار ففرمن دیده می ∗

برای  𝐿𝑝را در فضای ∗

1 < 𝑝 < 𝜆ازای، به∞ > 𝑚𝑎𝑥 {1,
2

𝑝
𝑔𝜆دست آورد. ما نظیر بسل عملگر به {

𝑔𝐵,𝜆را با  ∗
دهیم مینشان  ∗

𝑔𝐵,𝜆کرانداری عملگر 𝐿𝑝,𝑣−و 
2برای  ∗ ≤ 𝑝 ≤ 𝑝 به ازای   ∞ >

2

𝜆
+
4𝑣

𝑛𝜆
𝑔𝐵,𝜆کرانی عملگر نیز بی و    

∗ ،

𝜆ازای به <
2

𝑝
+
4𝑣

𝑝𝑛
+𝐿𝑝,𝑣(ℝرا در فضای  

𝑛)  آوریم.دست میبه 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

𝑔𝐵,𝜆پالی -ی کرانداری عملگر لیتلوودمطالعه (.1403) نیا، منیرهمیکائیلی ؛قربانعلی زاده، آرش: استناد
های پژوهش. متناطر با عملگر دیفرانسیل بسل ∗

 .17 – 1(، 1) 10، ریاضی
                  

 نویسندگان. ©                                                    خوارزمیدانشگاه ناشر: 
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𝑔𝐵,𝜆پالی -ی کرانداری عملگر لیتلوودمطالعه 
∗ ... 

 

 

5 

 مقدمه

𝑔𝜆و  𝑔های مشهور انگلیسی لیتلوود و پالی، برای مطالعه سری فوریه، عملگرهای ریاضیدان
از طرف  .را معرفی کردند  ∗

 Sی ای مقادیر مرزی توابع تحلیلی، تابع لوزین یا تابع ناحیهدیگر، لوزین ریاضیدان اتحاد جماهیر شوروی سابق، برای مطالعه

-تلوودشود. عملگرهای لیپالی اطلاق می-ها توابع لیتلوودبر اساس ارتباطی که بین این توابع موجود است، به آن را معرفی کرد.

ی معادلات دیفرانسیل جزئی و تعیین فضاهای تابعی ، بخصوص در مطالعهℝ𝑛ر آنالیز هارمونیک روی پالی نقش مهمی د

 دارند.

𝑔𝜆ی عملگر هدف اصلی در این مقاله مطالعه
بسل است. در ادامه این عملگر را با نماد -نظیر عملگر دیفرانسیل لاپلاس  ∗

𝑔𝐵,𝜆
𝑔𝜆و  𝑔ای دهیم.  با توجه به ارتباط عملگرهنشان می  ∗

شود و در ، ابتدا این عملگرها در حالت کلاسیک یادآوری می∗

 شود.بسل معرفی می-ادامه، تعریف عملگرهای مذکور متناظر عملگر دیفرانسیل لاپلاس

𝑓برای هر  gپالی -عملگر لیتلوود ∈ 𝐿𝑝شودصورت زیر تعریف می، به 

𝑔(𝑓)(𝑥) = (∫ |𝛻𝑢(𝑥, 𝑦)|2
∞

0

𝑦𝑑𝑦)

1
2

, 

,𝑢(𝑥که در آن  𝑦) ی پوآسون با تابع پیچش هسته𝑓  است. در واقع 

𝑢(𝑥, 𝑦) = ∫ 𝑃𝑦(𝑡)
ℝ𝑛

𝑓(𝑥 − 𝑡)𝑑𝑡 = 𝑃𝑦 ∗ 𝑓(𝑥). 

 شود ی پوآسون است و به شکل زیر تعریف میهسته 𝑃𝑦جا که در این

𝑃𝑦(𝑡) = 𝑃(𝑡, 𝑦) = 𝑐𝑛
𝑦

(𝑦2 + |𝑡|2)
𝑛+1
2

, 𝑐𝑛 =
𝛤 (
𝑛 + 1
2 )

𝜋
𝑛+1
2

. 

𝑛در حالت  gپالی -عملگر لیتلوود = ی دودویی سری فوریه ی تجزیههنگام مطالعهلیتلوود و پالی به، در ابتدا توسط 1

]معرفی شد , ]9 ی توابع مختلط توسعه پیدا کرد. به کمک نظریه 1930ی و بعدها توسط زیگموند و مارچینکویج در دهه  10

توان نرم، عملگر غیرخطی است که به کمک آن میgسپس الیاس م. استین،  این نظریه را به ابعاد بالاتر تعمیم داد. تابع 

 pL تابعی رویn دیگر، استین نشان داد که عملگر عبارتسازی کرد. بهرا برحسب انتگرال پوآسون آن تابع مشخصg 

 بندی کند.تواند فضا را به معنای زیر دستهمی

]1قضیه  𝑓. فرض کنید  8[ ∈ 𝐿𝑝(ℝ𝑛) .1برای  آنگاه < 𝑝 < 𝑔(𝑓)(𝑥) داریم   ∞ ∈ 𝐿𝑝(ℝ𝑛)  و 

�́�𝑃‖𝑓‖𝑝 ≤ ‖𝑔(𝑓)‖𝑝 ≤ 𝐴𝑝‖𝑓‖𝑝. 
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 1403اول، ، شماره دهم دوره ،های ریاضیپژوهش

 

 

6 

𝑔𝜆عملگر 
] در مطالعات لیتلوود و پالی ظاهر شد.  استین  1930-1939، برای اولین بار در دهه ∗ ، 1961در سال  12[

𝑔𝜆عملگر 
 کلاسیک زیر را بطور مجرد معرفی و مطالعه کرد ∗

                         𝑔𝜆
∗𝑓(𝑥) = (∬ (

𝑡

𝑡+|𝑥−𝑦|
)
𝜆𝑛
|𝛻𝑃𝑡 ∗ 𝑓(𝑡, 𝑦)|

2 𝑑𝑦𝑑𝑡

𝑡𝑛−1ℝ+
𝑛+1 )

1

2

, 

𝑃𝑡(𝑦)ی پوآسون، بیانگر هسته 𝑃𝑡ی بالا در رابطه  که = 𝑡
−𝑛𝑃 (

𝑦

𝑡
𝛻و  ( = (

𝜕

𝜕𝑦1
,
𝜕

𝜕𝑦2
, … ,

𝜕

𝜕𝑦𝑛
,
𝜕

𝜕𝑡
 است. (

𝑔𝜆 توان دید کهمیآسانی به
∗(𝑓)(𝑥)  ای کران بالا برای بطور نقطه𝑔(𝑓)(𝑥) باشد. در مقالهمی [ استین ثابت کرد  11[

𝜆 که اگر > 𝑔𝜆گاه باشد، آن 2
,𝑝)و از نوع قوی  (1,1)از نوع ضعیف  ∗ 𝑝)  1برای < 𝑝 < چنین، ففرمن باشد. هممی ∞

𝜆نشان داد که این عملگر برای  <
2

𝑝
 کنیم.باشد. این مطلب را در قضیه زیر بیان می 𝐿𝑝(ℝ𝑛)تواند متعلق به نمی 

𝑔𝜆. عملگر  ]4 [2قضیه
𝑓را در نظر بگیرید و فرض کنید که  ∗ ∈ 𝐿𝑝. 

𝜆اگر  (الف) > گاه باشد، آن 2
*g   باشد.می (1,1)از نوع ضعیف 

𝜆اگر  (ب) > 𝑔𝜆گاه باشد، آن 2
,𝑝) از نوع قوی ∗ 𝑝)  1برای < 𝑝 <  باشد. می ∞

1اگر  (ج) < 𝜆 ≤ 𝑔𝜆گاه باشد، آن 2
,𝑝)از نوع قوی  ∗ 𝑝)  برای

2

𝜆
< 𝑝 <  .باشدمی ∞

ا، هتری بیان کردند و مورد مطالعه قرار دادند. این تعمیمهای کلیپالی را در حالت-های بعد، عملگرهای لیتلووددر سال

ی پوآسون است، یک که هسته 𝑃𝑡جای ، به1انجام شدند. در واقع اگر در تعریف  ]14[اولین بار توسط کالدرون و ترچنسکی 

 رسیم.( می1تری از )پالی مشهوراست، قرار دهیم به تعریف کلی-تابع با خصوصیات مشخص که به تابع لیتلوود

𝑛فرض کنید  ≥ 𝑔𝜆پالی باشد، -یک تابع لیتلوود 𝜓و   2
 کنیمرا به صورت زیر تعریف می ∗

𝑔𝜆
∗(𝑓)(𝑥) = (∬ (

𝑡

𝑡 + |𝑥 − 𝑧|
)
𝑛𝜆

|𝜓𝑡 ∗ 𝑓(𝑦)|
2
𝑑𝑦𝑑𝑡

𝑡𝑛+1n



1 )

1
2

, 

𝜓𝑡(𝑥)که در آن  = 𝑡
−𝑛𝜓 (

𝑥

𝑡
𝜓𝑡و  ( ∗ 𝑓(𝑥) = ∫ 𝜓𝑡n

(𝑥 − 𝑦)𝑓(𝑦)𝑑𝑦 باشد.می 

 های اساسیتعاریف و لم .1

+ℝفضای 
𝑛 صورت را به{(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛): 𝑥1, … , 𝑥𝑛−1 ∈ ℝ,  𝑥𝑛ℝ+

𝑛}  و  

∆𝐵=∑
𝜕2

𝜕𝑥𝑘
2 + (

𝜕2

𝜕𝑥𝑛2
+
2𝑣

𝑥𝑛

𝜕

𝜕𝑥𝑛
)

𝑛−1

𝑘=1

, 𝑣 > 0 
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𝑝 ≥1 را برای  𝐿𝑝,νگیریم. فضایبسل در نظر می-عنوان عملگر دیفرانسیل لاپلاسرا به < 𝑣و ∞ > ، فضای همه توابع 0

+ℝ  پذیر رویاندازه
𝑛   که 

∫ |𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝜇𝑣(𝑥) = ∫ |𝑓(𝑥)|𝑝𝑥𝑛
2𝑣𝑑𝑥 < ∞,n



n



 

𝑑𝜇𝑣(𝑥)کنیم. در واقع، در رابطه بالا تعریف می = 𝑥𝑛
2𝑣𝑑𝑥1𝑑𝑥2…𝑑𝑥𝑛  است. از نماد زیر برای نمایش نرم این فضا

 کنیم استفاده می

‖𝑓‖𝑝,𝑣 = ∫ |𝑓(𝑥)|𝑝n



𝑥𝑛
2𝑣𝑑𝑥. 

 یافته )بسل( بسل، تعریف پیچش تعمیم-هارمونیک فوریهاساس آنالیز 

𝑓 ⊗ 𝑔(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑦)(𝑇𝑦𝑔(𝑥))𝑦𝑛
2𝑣𝑑𝑦,       𝑥 ∈ ℝ+

𝑛  ,n



 

 یافته است. عملگر انتقال تعمیم 𝑇𝑦است که در آن 

نسبت به متغیر آخر شعاعی بسل روی فضای توابعی که -، نظیر عملگر دیفرانسیل لاپلاس𝑇𝑦عملگر انتقال تعمیم یافته 

 شودزیر تعریف میصورتباشند، بهمی

 (2             )𝑇𝑦𝑔(𝑥) =
𝛤(𝑣+

1

2
)

𝛤(𝑣)𝛤(
1

2
)
∫ 𝑔
𝜋

0
( x y  , √𝑥𝑛2 − 2𝑥𝑛𝑦𝑛𝑐𝑜𝑠𝜙 + 𝑦𝑛2) 𝑠𝑖𝑛

2𝑣−1𝜙𝑑𝜙, 

𝑛 ( در 2که در رابطه )  − xی اول، مولفه1  = (𝑥1, … 𝑥𝑛−1) ∈ ℝ
𝑛−1، ی که در مولفهانتقال معمولی است درحالی

 (] 1[باشد. )رجوع کنید به )بسل( می یافته،  انتقال تعمیمnxآخر، 

+ℝروی  𝜓مقدار -. به تابع اسکالر]2[1تعریف
𝑛 که نسبت به متغیر آخر شعاعی است، یک تابع ،G-پالی )متناظر با -لیتلوود

 یافته( گوییم، هرگاهانتقال تعمیمعملگر 

1.   𝜓 ∈ 𝐿1,ν(ℝ+
𝑛),      ∫ 𝜓(𝑥)𝑥𝑛

2𝑣𝑑𝑥 = 0
ℝ+
𝑛 

2 .𝛽 > |𝜓(𝑥)|موجود باشد که،   0 ≤ 𝐶(1 + |𝑥|)−(𝑛+2𝑣+𝛽) 

3 .𝛼 > موجود باشد که،  0

| |
| ( ) ( ) |

( | |)

y

n

C y
T x x

x



 
 

  
 

 2 برای  11

| |
| |

x
y 

2. 

 

𝑔𝜆و  gپالی -، عملگر متناظر لیتلوود𝜓پالی -لیتلوود -Gحال برای تابع 
صورت بسل را به-نظیر عملگر دیفرانسیل لاپلاس ∗
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 کنیم. زیر تعریف می

 شودصورت زیر تعریف می، به𝐵∆بسل -نظیر عملگر دیفرانسیل لاپلاس g𝐵عملگر  .2تعریف

g 𝐵(𝑓)(𝑥) = (∫ |𝜓𝑡⊗𝑓(𝑥)|2
𝑑𝑡

𝑡

∞

0

)

1
2

, 

 که  

𝜓𝑡⊗𝑓(𝑦) = ∫ 𝑇𝑠𝜓𝑡(𝑦)𝑓(𝑠)𝑠𝑛
2𝑣

n



𝑑𝑠,     𝑣 > 0. 

 

𝑔𝐵,𝜆عملگر  .3تعریف
𝒗 ، برای 𝐵∆بسل  -نظیر عملگر دیفرانسیل لاپلاس ∗ > 0 𝑡 >  شودبه صورت زیر تعریف می ,0

𝑔𝐵,𝜆
∗ 𝑓(𝑥) = (∫ ∫ (

𝑡

𝑡 + |𝑥 − 𝑦|
)
𝜆𝑛

n



∞

0

|𝜓𝑡⊗𝑓(𝑦)|2
𝑦𝑛
2𝑣𝑑𝑦

|𝐵+(𝑥, 𝑡)|𝑣

𝑑𝑡

𝑡
)

1
2

 

 

                  = (
1

𝑐𝑛,𝑣
∫ ∫ (

𝑡

𝑡 + |𝑥 − 𝑦|
)
𝜆𝑛

|𝜓𝑡⊗𝑓(𝑦)|2
𝑦𝑛
2𝑣𝑑𝑦𝑑𝑡

𝑡2𝑣+𝑛+1n



∞

0

)

1
2

, 

 

 که       

          𝜓𝑡⊗𝑓(𝑦) = ∫ 𝑇𝑠𝜓𝑡(𝑦)𝑓(𝑠)𝑠𝑛
2𝑣

n



𝑑𝑠   ،𝐵+(𝑥, 𝑡) = {𝑦 ∈ ℝ+
𝑛 : |𝑦 − 𝑥| < 𝑡} 

𝑬|𝒗|و  = ∫ 𝑦𝑛
2𝑣𝑑𝑦

𝑬
𝑔𝐵,𝜆ی تعریف عملگر لازم به ذکر است که ایده است. 

بسل  -نظیر عملگر دیفرانسیل لاپلاس ∗

∆𝐵است.  ]3[ی ، از مقاله 

𝐴سراسر مقاله از نمادگذاری  قرارداد: ≲𝑛 𝐵  دهیم که ثابت مثبتی مانند کنیم که بخواهیم نشانزمانی استفاده می𝐶𝑛 

𝐴( موجود است که n)وابسته به  ≤ 𝐶𝑛𝐵 . 

  

 نتایج اصلی  .2

𝒈𝑩,𝝀کرانی عملگر . بی2-1
∗ 

𝑔𝐵,𝜆دهیم که عملگر همانند حالت کلاسیک نشان می
+𝐿𝑝,𝜈(ℝ، بر روی فضای ∗

𝑛)0 ، برای هر < 𝜆 <
2

𝑝
+
4𝑣

𝑝𝑛
کران بی 

𝑔𝐵,𝜆کرانی عملگر کنیم که در اثبات بیاست. برای نشان دادن این مطلب، ابتدا چند لم بیان می
 استفاده خواهند شد. ∗

 صورت داریماین در .پالی باشد-لیتلوود- 𝐺یک تابع  𝜓  فرض کنید .1لم 
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|𝑇𝑦𝜓𝑡(𝑠)| ≤
𝑡


(𝑡 + |𝑠 − 𝑦|)𝑛+2𝑣+𝛽
, 

.که در آن 𝜓𝑡(𝑥) = 𝑡
−(𝑛+2𝑣)𝜓(

𝑥

𝑡
). 

 اثبات. 

|𝑇𝑦𝜓𝑡(𝑥)| = 𝑐𝑣∫ 𝜓𝑡 (𝑥1 − 𝑦1, … , 𝑥𝑛−1 − 𝑦𝑛−1, √𝑥𝑛2 + 𝑦𝑛2 − 2𝑥𝑛𝑦𝑛𝑐𝑜𝑠𝜙) 𝑠𝑖𝑛
2𝑣−1𝜙𝑑𝜙

𝜋

0

 

= 𝑐𝑣∫ 𝑡−𝑛−2𝑣𝜓(
𝑥1 − 𝑦1
𝑡

, … ,
𝑥𝑛−1 − 𝑦𝑛−1

𝑡
,
√𝑥𝑛2 + 𝑦𝑛2 − 2𝑥𝑛𝑦𝑛𝑐𝑜𝑠𝜙

𝑡
) 𝑠𝑖𝑛2𝑣−1𝜙𝑑𝜙

𝜋

0

 

= 𝑡−𝑛−2𝑣𝑐𝑣∫ 𝜓(
𝑥1 − 𝑦1
𝑡

, … ,
𝑥𝑛−1 − 𝑦𝑛−1

𝑡
,
√𝑥𝑛2 + 𝑦𝑛2 − 2𝑥𝑛𝑦𝑛𝑐𝑜𝑠𝜙

𝑡
) 𝑠𝑖𝑛2𝑣−1𝜙𝑑𝜙

𝜋

0

 

= 𝑡−𝑛−2𝑣𝑐𝑣∫ 𝜓(
x y 

𝑡
,
√𝑥𝑛2 + 𝑦𝑛2 − 2𝑥𝑛𝑦𝑛𝑐𝑜𝑠𝜙

𝑡
) 𝑠𝑖𝑛2𝑣−1𝜙𝑑𝜙

𝜋

0

 

= |𝑡−𝑛−2𝑣𝑇
𝑦
𝑡𝜓(

𝑥

𝑡
)|. 

 از طرفی داریم:

|𝑇
𝑦
𝑡𝜓(

𝑥

𝑡
) |=| 𝑐𝑣∫ 𝜓(

𝑥1
𝑡
−
𝑦1
𝑡
,
𝑥2
𝑡
−
𝑦2
𝑡
, … ,

𝑥𝑛−1
𝑡
                                                                

𝜋

0

−
𝑦𝑛−1
𝑡
, √(

𝑥𝑛
𝑡
)
2

+ (
𝑦𝑛
𝑡
)
2

− 2(
𝑥𝑛
𝑡
) (
𝑦𝑛
𝑡
) 𝑐𝑜𝑠𝜙) 𝑠𝑖𝑛2𝑣−1𝜙𝑑𝜙 

≤ 𝑐𝑣∫ 𝜓(
𝑥1 − 𝑦1
𝑡

,
𝑥2 − 𝑦2
𝑡

, … ,
𝑥𝑛−1 − 𝑦𝑛−1

𝑡
, √(

𝑥𝑛
𝑡
)
2

+ (
𝑦𝑛
𝑡
)
2

− 2(
𝑥𝑛
𝑡
) (
𝑦𝑛
𝑡
) 𝑐𝑜𝑠𝜙)

𝜋

0

𝑠𝑖𝑛2𝑣−1𝜙𝑑𝜙

≤ 𝑐𝑣∫
𝐶𝑠𝑖𝑛2𝑣−1𝜙𝑑𝜙

(1 + ((
𝑥1 − 𝑦1
𝑡

)
2

+ (
𝑥2 − 𝑦2
𝑡

)
2

+⋯+ (
𝑥𝑛−1 − 𝑦𝑛−1

𝑡
)
2

+ (
𝑥𝑛
𝑡
)
2

+ (
𝑦𝑛
𝑡
)
2

− 2(
𝑥𝑛
𝑡
) (
𝑦𝑛
𝑡
) 𝑐𝑜𝑠𝜙)

1
2
)

𝑛+2𝑣+𝛽

𝜋

0

 

≤ 𝑐𝑣∫
𝐶𝑠𝑖𝑛2𝑣−1𝜙𝑑𝜙

(1 + ((
𝑥1 − 𝑦1
𝑡

)
2

+ (
𝑥2 − 𝑦2
𝑡

)
2

+⋯+ (
𝑥𝑛−1 − 𝑦𝑛−1

𝑡
)
2

+ (
𝑥𝑛
𝑡
)
2

+ (
𝑦𝑛
𝑡
)
2

− 2(
𝑥𝑛
𝑡
) (
𝑦𝑛
𝑡
))

1
2

)

𝑛+2𝑣+𝛽

𝜋

0
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=
𝐶

(1 + ((
𝑥1 − 𝑦1
𝑡

)
2

+ (
𝑥2 − 𝑦2
𝑡

)
2

+⋯+ (
𝑥𝑛−1 − 𝑦𝑛−1

𝑡
)
2

+ (
𝑥𝑛
𝑡
)
2

+ (
𝑦𝑛
𝑡
)
2

− 2(
𝑥𝑛
𝑡
) (
𝑦𝑛
𝑡
))

1
2

)

𝑛+2𝑣+𝛽
 

=
𝐶

(1 + ((
𝑥1 − 𝑦1
𝑡 )

2

+ (
𝑥2 − 𝑦2
𝑡 )

2

+⋯+ (
𝑥𝑛−1 − 𝑦𝑛−1

𝑡 )
2

+ (
𝑥𝑛 − 𝑦𝑛
𝑡 )

2

)

1
2
)

𝑛+2𝑣+𝛽
 

=
𝐶

(1 +
|𝑥 − 𝑦|
𝑡

)
𝑛+2𝑣+𝛽

 

=
𝐶

(
𝑡 + |𝑥 − 𝑦|

𝑡 )
𝑛+2𝑣+𝛽

 

=
𝐶𝑡𝑛+2𝑣+𝛽

(𝑡 + |𝑥 − 𝑦|)𝑛+2𝑣+𝛽
. 

 جا خواهیم داشتاز این

|𝑇𝑦𝜓𝑡(𝑥)| = |𝑡
−𝑛−2𝑣𝑇

𝑦
𝑡𝜓(

𝑥

𝑡
)| ≤

𝐶𝑡𝛽

(𝑡 + |𝑥 − 𝑦|)𝑛+2𝑣+𝛽
. 

 

𝑔𝐵,𝜆 کرانی عملگراینک به اثبات بی
+𝐿𝑝,𝜈(ℝاز فضای  ∗

𝑛)  به فضای𝐿𝑝,𝜈(ℝ+
𝑛) پردازیم.می 

 

0. فرض کنید 3قضیه  < 𝜆 <
2

𝑝
+
4𝑣

𝑝𝑛
𝑔𝐵,𝜆گاه باشد، آن 

+𝐿𝑝,𝜈(ℝاز ∗
𝑛) به 𝐿𝑝,𝜈(ℝ+

𝑛) کران است.بی 

𝑥0اثبات. فرض کنید  ≠ 𝛺0دلخواه و  0 = (
|𝑥0|

4
,
|𝑥0|

2
) × [𝐵+ (0,

|𝑥0|

2
) ∖ 𝐵+ (0,

|𝑥0|

4
باشد. برای هر              [(

|𝑥|> 2|𝑥0|   داریم 

𝑔𝐵,𝜆
∗ 𝑓(𝑥)2 =

1

𝑐𝑛,𝜈
∫ ∫ (

𝑡

𝑡 + |𝑥 − 𝑦|
)
𝜆𝑛

|𝜓𝑡⊗𝑓(𝑦)|2
𝑦𝑛
2𝑣𝑑𝑦𝑑𝑡

𝑡2𝑣+𝑛+1ℝ+
𝑛

∞

0

 

≥
1

𝑐𝑛,𝜈
∫∫ (

𝑡

𝑡 + |𝑥 − 𝑦|
)
𝜆𝑛

|𝜓𝑡⊗𝑓(𝑦)|2
𝑦𝑛
2𝑣𝑑𝑦𝑑𝑡

𝑡2𝑣+𝑛+1𝛺0

 

≳
1

|𝑥|𝜆𝑛
∫∫ |𝜓𝑡⊗𝑓(𝑦)|2

𝑦𝑛
2𝑣𝑑𝑦𝑑𝑡

𝑡2𝑣+𝑛−𝜆𝑛+1𝛺0
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<|𝑥| که براینامساوی آخر برقرار است بنابه این 2|𝑥0|  ،𝑡 ∈ (
|𝑥0|

4
,
|𝑥0|

2
𝑦و  ( ∈ 𝐵+ (0,

|𝑥0|

2
) ∖ 𝐵+ (0,

|𝑥0|

4
) 

𝑡 خواهیم داشت + |𝑥 − 𝑦| ⋍ |𝑥| زیرا . 

|𝑥|

2
= |𝑥| −

|𝑥|

2
< |𝑥| − |𝑥0| < |𝑥| −

| x 0 |

4
= |𝑥| +

|𝑥0|

4
−
|𝑥0|

2
< 𝑡 + |𝑥| − |𝑦|

< |𝑥 − 𝑦| + 𝑡 

 و نیز 

|𝑥 − 𝑦| + 𝑡 < 𝑡 + |𝑥| + |𝑦| ≤
|𝑥0|

2
+ |𝑥| +

|𝑥0|

2
= |𝑥0| + |𝑥| < 2|𝑥0| + |𝑥| < 2|𝑥|. 

 بنابراین

∫ (𝑔𝐵,𝜆
∗ 𝑓(𝑥)2)

𝑝
2𝑥𝑛

2𝑣𝑑𝑥 ≥ (∫∫ |𝜓𝑡⊗𝑓(𝑦)|2𝑦𝑛
2𝑣𝑑𝑦

𝑑𝑡

𝑡𝑛+2𝑣−𝜆𝑛+1𝛺0

)

𝑝
2

ℝ+
𝑛

∫
𝑥𝑛
2𝑣𝑑𝑥

|𝑥|
𝜆𝑛𝑝
2

,
ℝ+
𝑛

 

 در نتیجه داریم

‖𝑔𝐵,𝜆
∗ 𝑓‖

𝑝,𝑣

𝑝
≳ (∫∫ |𝜓𝑡⊗𝑓(𝑦)|2

𝑦𝑛
2𝑣𝑑𝑦𝑑𝑡

𝑡𝑛+2𝑣−𝜆𝑛+1𝛺0

)

𝑝
2

| || |

:

| |

n

x

I

np

x

x dx

x










0

2

22

 

,𝑦)دهیم که اولین انتگرال کراندار است. در حقیقت برای هر ابتدا نشان می 𝑡) ∈ 𝛺0 داریم 1، بنا به لم 

|𝜓𝑡⊗𝑓(𝑦)| = || ∫ 𝑇
𝑦(𝜓𝑡(𝑠))𝑓(𝑠)𝑠𝑛

2𝑣𝑑𝑠

n



|| 

≤ ∫|𝑇𝑦(𝜓𝑡(𝑠))||𝑓(𝑠)|𝑠𝑛
2𝑣𝑑𝑠

n



 

≤ ∫
𝑡𝛽

(𝑡 + |𝑠 − 𝑦|)𝑛+2𝑣+𝛽
|𝑓(𝑠)|𝑠𝑛

2𝑣𝑑𝑠

n
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≤ 𝑡𝛽 𝑠𝑢𝑝
𝑠 ∈ ℝ+

𝑛

1

(𝑡 + |𝑠 − 𝑦|)𝑛+2𝑣+𝛽
∫ |𝑓(𝑠)|
ℝ+
𝑛

𝑠𝑛
2𝑣𝑑𝑠 

= 𝑡𝛽 𝑠𝑢𝑝
𝑠 ∈ ℝ+

𝑛

1

(𝑡 + |𝑠 − 𝑦|)𝑛+2𝑣+𝛽
‖𝑓‖1,ν 

≲ 𝑡𝛽‖𝑓‖1,ν 

,𝑦)  لازم به ذکر است که برای 𝑡) ∈ 𝛺0  عبارت𝑠𝑢𝑝
𝑠 ∈ ℝ+

𝑛

1

(𝑡+|𝑠−𝑦|)𝑛+2𝑣+𝛽
 متناهی است. در نتیجه داریم  

|𝑓 ⊗ 𝜓𝑡(𝑦)| ≲ 𝑡
𝛽‖𝑓‖1,ν ⇒ |𝑓 ⊗ 𝜓𝑡(𝑦)|

2 ≲ 𝑡2𝛽‖𝑓‖1,ν
2  

⇒ |𝑓 ⊗ 𝜓𝑡(𝑦)|
2

1

𝑡2𝑣+𝑛−𝜆𝑛+1
≲
𝑡2𝛽‖𝑓‖1,𝑉

2

𝑡2𝑣+𝑛−𝜆𝑛+1
 

 در نهایت داریم

∫∫ |𝑓 ⊗ 𝜓𝑡(𝑦)|
2

1

𝑡2𝑣+𝑛−𝜆𝑛+1𝛺0

𝑦𝑛
2𝑣𝑑𝑦𝑑𝑡 ≲ ∫∫ 𝑡2𝛽−2𝑣−𝑛+𝜆𝑛−1

𝛺0

𝑦𝑛
2𝑣𝑑𝑦𝑑𝑡 

≤ ∫ 𝑡2𝛽−2𝑣−𝑛+𝜆𝑛−1(∫ 𝑦𝑛
2𝑣𝑑𝑦

|𝑦|<,
|
x 0 |
2

)

(

 |
x 0 |
4

,     
|
x 0 |
2

)

 

𝑑𝑡 

≲ ∫ 𝑡2𝛽−2𝑣−𝑛+𝜆𝑛−1

(

 |
x 0 |
4

,     
|
x 0 |
2

)

 

𝑑𝑡 < ∞. 

0برای  از طرف دیگر انتگرال آخری < 𝜆 <
2

𝑝
+
4𝑣

𝑝𝑛
 واگراست زیرا  

∫
𝑥𝑛
2𝑣𝑑𝑥

|𝑥|
𝜆𝑛𝑝
2|𝑥|>2|𝑥0|

= ∫ ∫
𝑟2𝑣 ( )nx  2

𝑟𝑛−1𝑑𝑟𝑑𝜎2𝑣

𝑟
𝜆𝑛𝑝
2

∞

2|𝑥0|𝑠+
𝑛−1

 

≲ (∫ 𝑟2𝑣+𝑛−1−
𝜆𝑛𝑝
2

∞

2|𝑥0|

) < ∞, 

 آید.دست میو حکم مطلوب به
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𝒈𝑩,𝝀 کرانداری عملگر. 2
∗  

𝜆دهیم برای حال نشان می >
2

𝑝
+
4𝑣

𝑝𝑛
𝑔𝐵,𝜆، عملگر 

 کراندار است.  ∗

,𝑝)به منظور اثبات کرانداری از نوع قوی 𝑝)  عملگر 𝑔𝐵,𝜆
ی زیر نیاز داریم که در مراجع مربوطه اثبات ،  به چندین گزاره∗

 اند.شده

+𝐿1,𝑣(ℝیک تابع مثبت، غیرصعودی در  𝜓فرض کنیم   ].5، 2.7گزاره [ 1گزاره 
𝑛) پذیر روی طور موضعی انتگرالو به

n

 گاهاست. آن 

                                 𝑠𝑢𝑝𝑡>0|𝜙𝑡 ∗ 𝑓(𝑥)| ≤ ‖𝜙‖1,𝜈𝑀𝑓(𝑥),                         

𝜙𝑡(𝑥) صورتبه 𝜙𝑡که  = 𝑡
−(𝑛+2𝑣)𝜙 (

𝑥

𝑡
 شود.، تعریف می(

𝑝لیتلوود برای هر-ابع ماکسیمال هاردیت ].5[ 2گزاره  > ,𝑝)، از نوع قوی 1 𝑝) است. 

𝑣هر  صورت برایپالی باشد. در این-تابع لیتلوود g فرض کنید ].2[3گزاره > 0 ،1 < 𝑝 <  داریم ∞

‖𝑔𝐵,𝜆
∗ (𝑓)‖

𝑝,𝑣
≤ 𝐵𝑝,𝑣‖𝑓‖𝑝,𝑣. 

𝜆فرض کنید  .4قضیه  > 1 +
2𝑣

𝑛
. و  𝑓 ∈ 𝐿𝑝,𝑣 (

n


pصورت برای در این ( ≥ 𝑝  و   2 >

2

𝜆
+
4𝑣

𝑛𝜆
 داریم 

   (3                            ) ‖𝑔𝐵,𝜆
∗ (𝑓)‖

𝑝,𝑣
≤ 𝐴𝑝,𝜆,𝑛‖𝑓‖𝑝,𝑣. 

𝜆اثبات. فرض  > 1 +
2𝑣

𝑛
کند که ایجاب می 

2

𝜆
(1 +

2𝑣

𝑛
) < بنابراین شرط . 2

2

𝜆
(1 +

2𝑣

𝑛
) < 2 ≤ 𝑝  خودبخود

+ℝروی  𝜂کنیم که برای هر تابع مثبت شود. حال ادعا میبرآورد می
𝑛 داریم 

 (4 )∫ (𝑔𝐵,𝜆
∗ (𝑓)(𝑥))

2

𝜂(𝑥)𝑥𝑛
2𝑣

ℝ+
𝑛 𝑑𝑥 ≤ 𝐴𝑛,𝑣,𝜆 ∫ ( ( )Bg f (𝑥))

2

(𝑀𝜂)(𝑥)𝑥𝑛
2𝑣𝑑𝑥.

ℝ+
𝑛 

𝑔𝐵,𝜆(،  بنابه تعریف 4برای نشان دادن درستی رابطه ) 
 ی تونلی داریمو قضیه ∗

1

𝑐𝑛,𝑣
∫ ∫ ∫ (

𝑡

𝑡 + |𝑥 − 𝑦|
)
𝜆𝑛

|𝜓𝑡⊗𝑓(𝑦)|2
𝑦𝑛
2𝑣𝑑𝑦𝑑𝑡

𝑡2𝑣+𝑛+1n



∞

0
n



𝜂(𝑥)𝑥𝑛
2𝑣𝑑𝑥 

=
1

𝑐𝑛,𝑣
∫ ∫ |𝜓𝑡⊗𝑓(𝑦)|2∫

𝑡𝜆𝑛𝑡−2𝑣−𝑛

(𝑡 + |𝑥 − 𝑦|)𝜆𝑛
n



∞

0
n



𝜂(𝑥)𝑥𝑛
2𝑣𝑑𝑥

𝑦𝑛
2𝑣𝑑𝑦𝑑𝑡

𝑡
, 

𝜙(𝑥)با درنظر گرفتن  =
1

(1+|𝑥|)𝜆𝑛
𝜙𝑡(𝑥)و   = 𝑡

−𝑛−2𝑣𝜙 (
𝑥

𝑡
 آوریمدست می، به(
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∫ (𝑔𝐵,𝜆
∗ (𝑓)(𝑥))

2

𝜂(𝑥)𝑥𝑛
2𝑣𝑑𝑥n



=
1

𝑐𝑛,𝑣
∫ ∫ |𝜓𝑡⊗𝑓(𝑦)|2∫

𝑡𝜆𝑛𝑡−2𝑣−𝑛

(𝑡 + |𝑥 − 𝑦|)𝜆𝑛⏟          

𝜙𝑡(𝑥 − 𝑦)⏟      
=𝜙𝑡∗𝜂(𝑦)

𝑅+
𝑛

∞

0
n



𝜂(𝑥)𝑥𝑛
2𝑣𝑑𝑥

𝑦𝑛
2𝑣𝑑𝑦𝑑𝑡

t
. 

𝜙𝑡( در 2ی )گیری رابطهبا به کار ∗ 𝜂(𝑦) خواهیم داشت 

 (5                )  𝑠𝑢𝑝𝑡>0|𝜙𝑡 ∗ 𝜂(𝑦)| ≤ ‖𝜙𝑡‖1,𝑣𝑀𝜂(𝑦) ≤ 𝐴𝑛,𝑣,𝜆𝑀𝜂(𝑦).  

 را داریماساس محاسبات زیر متناهی بودن آنخورد که بربه چشم می 𝜙𝑡‖1,𝑣‖ی بالا لازم به ذکر است که در رابطه

‖𝜙𝑡‖1,𝑣 = ∫
𝑡𝜆𝑛𝑡−2𝑣−𝑛𝑦𝑛

2𝑣

(𝑡 + |𝑦|)𝜆𝑛
n



𝑑𝑦 = ∫
𝑡𝜆𝑛𝑡−2𝑣−𝑛(𝑡𝑢𝑛)

2𝑣

(𝑡 + |𝑡𝑢|)𝜆𝑛
𝑡𝑛n



𝑑𝑢,  

               = ∫
𝑢𝑛
2𝑣𝑑𝑢

(1 + |𝑢|)𝜆𝑛
n



= ∫ ∫
(�́�𝑛𝑟)

2𝑣𝑟𝑛−1

(1 + 𝑟)𝜆𝑛
𝑑𝑟𝑑𝜎(𝑠+

𝑛−1)
∞

0𝑠+
𝑛−1

  

,n  ∫
𝑟2𝑣+𝑛−1

(1 + 𝑟)𝜆𝑛
𝑑𝑟.

∞

0
=:II

 

 از طرف دیگر داریم 

∫
𝑟2𝑣+𝑛−1

(1 + 𝑟)𝜆𝑛
𝑑𝑟 = ∫

(𝑡𝑎𝑛2(𝑡))
2𝑣+𝑛−1

(1 + 𝑡𝑎𝑛2(𝑡))
𝜆𝑛

∞

0

∞

0

2(1 + 𝑡𝑎𝑛2(𝑡))(𝑡𝑎𝑛(𝑡))𝑑𝑡     

= 2∫
𝑡𝑎𝑛(𝑡)4𝑣+2𝑛−1(𝑡)

(1 + 𝑡𝑎𝑛2(𝑡))
𝜆𝑛−1

𝜋
2

0

𝑑𝑡 

                                                    = 2∫

𝑠𝑖𝑛4𝑣+2𝑛−1(𝑡)
𝑐𝑜𝑠4𝑣+2𝑛−1(𝑡)

1

(𝑐𝑜𝑠2(𝑡))
𝜆𝑛−1

𝜋
2

0

𝑑𝑡  

           = 2∫
𝑠𝑖𝑛4𝑣+2𝑛−1(𝑡)(𝑐𝑜𝑠2(𝑡))

𝜆𝑛−1

𝑐𝑜𝑠4𝑣+2𝑛−1(𝑡)

𝜋
2

0

𝑑𝑡 

= 2∫ (𝑠𝑖𝑛4𝑣+2𝑛−1(𝑡))(𝑐𝑜𝑠(𝑡))
2(𝜆𝑛−1)

𝜋
2

0

𝑐𝑜𝑠−(4𝑣+2𝑛−1)(𝑡)𝑑𝑡 
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                                = 2∫ (𝑠𝑖𝑛4𝑣+2𝑛−1(𝑡))(𝑐𝑜𝑠(𝑡))
2(𝜆𝑛)−2−4𝑣−2𝑛+1

𝜋
2

0

(𝑡)𝑑𝑡 

                                = 2∫ (𝑠𝑖𝑛4𝑣+2𝑛−1(𝑡))(𝑐𝑜𝑠(𝑡))
2(𝜆𝑛)−4𝑣−2𝑛−1

𝜋
2

0

(𝑡)𝑑𝑡 

                                =
Γ(𝜆𝑛 − 2𝑣 − 𝑛)Γ(2𝑣 + 𝑛)

Γ(𝜆𝑛)
, 

                                =: 𝐴𝑛,𝜆,𝑣∙ 

𝜆𝑛 ی بالا تنها زمانی متناهی است کهکه رابطه  − 2𝑣 − 𝑛 > ی ( و قضیه5ی )توجه به محاسبات بالا، رابطه . با0

 تونلی، داریم

∫ (𝑔𝐵,𝜆
∗ (𝑓)(𝑥))

2

𝜂(𝑥)𝑥𝑛
2𝑣𝑑𝑥 , ,n   ∫ ∫ |𝜓𝑡⊗𝑓(𝑦)|2𝑀𝜂(𝑦)

𝑦𝑛
2𝑣𝑑𝑦𝑑𝑡

tn



∞

0
n



 

= ∫ 𝑀𝜂(𝑦) (∫ |𝜓𝑡⊗𝑓(𝑦)|2
𝑑𝑡

𝑡

∞

0

)n



𝑦𝑛
2𝑣𝑑𝑦 

= ∫ 𝑀𝜂(𝑦) ( ( )Bg f (𝑦))

2

n



𝑦𝑛
2𝑣𝑑𝑦. 

𝑝(، 4ی )، در ابتدا در رابطه4منظور اثبات درستی قضیه (، نشان داده شد.  به4ی )بدین تربتیب درستی رابطه = و نیز  2

𝜂(𝑦) =  داریم 𝑔𝐵(𝑓)  ( عملگر2و2کنیم که با کمک کرانداری از نوع قوی )را انتخاب می 1

‖
*

, ( )Bg f ‖
2,𝑣

≤ 𝐴𝑛,𝜆,𝑣 ‖
( )Bg f

‖
2,𝑣

≤ 𝐴𝑛,𝜆,𝑣𝐶𝑝‖𝑓‖2,𝑣. 

𝑝و بدین صورت حکم برای حالت  = 𝜂(𝑦)و  2 =  شود.نتیجه می 1

𝑝حال برای  > ( برای 4ی )، بنابه نامساوی هولدر در سمت راست رابطه2
𝑝

2
مزدوج نمایی است یعنی  qکه در آن  qو  

2

𝑝
+
1

𝑞
=  توان نوشتمی 3ی و گزاره 2ی ، گزاره1

∫ (𝑔𝜆
∗(𝑓)(𝑥))

2
𝜂(𝑥)𝑥𝑛

2𝑣𝑑𝑥 ≲𝑛,𝑣,𝜆 ∫ (
( )Bg f (𝑥))

2

(𝑀𝜂)(𝑥)𝑥𝑛
2𝑣𝑑𝑥n



n



 

≤

(

 ∫ ((
( )Bg f (𝑥))

2

)

𝑝
2

𝑥𝑛
2𝑣𝑑𝑥n



)

 

2
p

(∫ (𝑀𝜂(𝑥))
𝑞

n



𝑥𝑛
2𝑣𝑑𝑥)

1
𝑞
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≲ 𝑐𝑞 (∫ ( ( )Bg f (𝑥))

p

𝑥𝑛
2𝑣𝑑𝑥n



)

2
𝑝

(∫ |𝜂(𝑥)|𝑞n



𝑥𝑛
2𝑣)

1
𝑞

 

                                    ≲𝑞,𝑛,𝑣,𝜆 ‖
( )Bg f ‖

𝑝,𝑣

2

‖𝜂‖𝑞,𝑣 

                                 ≲𝑞,𝑛,𝑣,𝜆,𝑃 ‖𝑓‖𝑝,𝑣
2 ‖𝜂‖𝑞,𝑣.                                                    (6)  

𝜂‖𝑞,𝑣‖(  بر روی 6ی )حال اگر از طرفین رابطه =  سوپریمم بگیریم، 1

‖𝑔𝐵,𝜆
∗ (𝑓)2‖𝑝

2,𝜈
= ‖𝑔𝐵,𝜆

∗ (𝑓)‖
𝑝,𝜈

2
= 𝑠𝑢𝑝 {∫ 𝑔𝐵,𝜆

∗ (𝑥)2n



𝜂(𝑥)𝑥𝑛
2𝑣dx: ‖𝜂‖𝑞,𝑣 = 1} 

 خواهیم داشت

‖𝑔𝐵,𝜆
∗ (𝑓)‖

𝑝,𝑣

2
≲𝑞,𝑛,𝑣,𝜆,𝑃 ‖𝑓‖𝑝,𝑣

2  . 

 بدین ترتیب اثبات قضیه تمام است.  

1ی قبل در حالت ذکر است که قضیهلازم به < p <  صورت مسئله باز است.                        ، حل نشده است و به2
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