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Introduction 

Littlewood-Paley operators have essential roles in harmonic analysis due to their 
applications in PDEs and other fields. One important such operators is ݃ఒ

∗ . It is well 

known that ݃ఒ
∗  function originated in the work of Littlewood and Paley in the 1930s . 

In 1961, Stein introduced and studied the following higher dimensional ( )n  2

classical Littlewood-Paley  ݃ఒ
∗  function: 
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where ௧ܲሺݐ, ሻݕ ൌ ݐܲ ∗ ݂ሺݕሻ, ௧ܲሺݕሻ ൌ ௡ܲିݐ ቀ

௬

௧
ቁdenotes the Poisson kernel, and 

ߘ ൌ ቀ
డ

డ௬భ
,
డ

డ௬మ
, … ,

డ

డ௬೙
,
డ

డ௧
ቁ. 

It is well-known that the weak  ሺ1,1ሻ and weak ሺ݌,   ሻ boundedness of the classical݌
݃ఒ
∗  with Poisson kernel were studied by Stein and Fefferman, respectively. As 

݃ఒ
∗depends on ߣ, its  ሺ݌,  ሻ- strong boundedness on݌

n  also depends on the correct 

relation between ݌, and ݊. In 1970, Fefferman showed that ݃ఒ ߣ
∗  is strong type 

bounded of ሺ݌, for 1	௣ሺԹ௡ሻܮ ሻon݌ ൏ ݌ ൏ ∞ and ߣ ൐ ݔܽ݉ ቄ1,
ଶ

௣
	ቅ. 

Theorem. 
If ߣ ൐ 2, then ݃ఒ

∗  is of weak type (1,1); 

If ߣ ൐ 2, then ݃ఒ
∗ is of strong type ሺ݌, ሻfor 1݌ ൏ ݌ ൏ ∞; 

If 1 ൏ ߣ ൑ 2,  then ݃ఒ
∗is of strong type ሺ݌,    ሻfor݌

ଶ

ఒ
൏ ݌ ൏ ∞. 

Now in above definition of ݃ఒ
∗ ,  if we replace Poisson kernel with Littlewood-Paley 

function, considering Laplace-Bessel differential operator, then we can establish the 
new generation of ݃ఒ

∗ . Inspired by above Theorem of Fefferman’s work, we will 
recover a relation between n, p, ߥ, and ߣ to verify its boundedness and 
unboundedness. 



 

Material and Methods 

Let  ( ,... , ) ( , ) ;  { | }n n n
n n n nx x x x x x x x        1 1 0 . For a 

fixed parameter ߥ ൐ 0 we set  { :| | }n nS x x
   1 1 and 
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We consider the Laplace-Bessel differential operator 
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on Թା

௡ . Let 	ܮ௣,ఔሺԹା
௡ሻ be the space of all measurable functions on Թା

௡	 for which  

| ( ) | ( ) | ( ) | ,
n n
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is finite with ( ) ... .n n nd x x dx x dx dx dx 

  2 2
1 2   

We recall 
yT  is the generalized translation operator which is defined by 
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The translation operator represents the ordinary (Euclidean) translation in 

( ,..., ) n
nx x x 
   1

1 1 . 
The Fourier-Bessel harmonic analysis is adapted to the generalized convolution 

 ( ) ( ) ( ) .,
n

y n
nf g x f y T g x y dy x


   2

 
In this work, we define ݃஻,ఒ

∗ operator on Թା
௡  associated with Laplace-Bessel 

differential operator explicitly, by 

݃஻,ఒ
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where ܤାሺݔ, ሻݐ ൌ ሼݕ ∈ Թା
௡: ݕ| െ |ݔ ൏ ሻݔሽ, ߰௧ሺݐ ൌ ሺ௡ାଶఔሻ߰ିݐ ቀ௫

௧
ቁ. 

 
Definition.   

We say that a scalar-valued radial function (with respect to last coordinate of  ) on 

Թା
௡  is a G  Littlewood-Paley (corresponding to generalized shift operator) if the 

following three conditions are satisfied 
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Results and discussion 
Inspired by the work of Fefferman and Stein, we define ݃஻,ఒ

∗ operator on Թା
௡  

associated with Laplace-Bessel differential operator. Moreover, we establish some 
Lemmas to be used through the proof of main theorems. Then we present two main 
theorems related to boundedness and unboundedness of new operator ݃஻,ఒ

∗  in new 
manner.  
We show that ݃஻,ఒ

∗  is bounded on 	ܮ௣,ఔሺԹା
௡ሻ	for 2 ൑ ܲ ൏ ∞. Moreover, we 

investigate that ݃஻,ఒ
∗  is unbounded on 	ܮ௣,ఔሺԹା

௡ሻ for 1 ൑ ݌ ൏ ∞ and	ߣ ൏ ଶ

௉
൅

ସ஝

௣௡
. 

Conclusion 
The following conclusions were drawn from this research. 
݃஻,ఒ
∗ , Littlewood-Paley operators associated with Laplace-Bessel differential 

operator, is unbounded on 	ܮ௣,ఔሺԹା
௡ሻ for 1 ൑ ݌ ൏ ∞ and ߣ ൏

ଶ

௉
൅

ସ஝

௣௡
. 

݃஻,ఒ
∗ , Littlewood-Paley operators associated with Laplace-Bessel differential 

operator, is bounded on 	ܮ௣,ఔሺԹା
௡ሻ	for 2 ൑ ܲ ൏ ∞.   

The boundedness problem of ݃஻,ఒ
∗  is open for  1 ൑ ݌ ൏ 2. 
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   هاي كليدي:واژه
ఒ݃پالي -عملگرهاي ليتلوود

∗ ،  
   ،كرانداري از نوع قوي

஻,ఒ݃عملگر 
متناطر با عملگر  ∗

   ،بسل
஻,ఒ݃كراني عملگربي

∗.  
  

اي هپالي، بدليل كاربردهايشان در معادلات ديفرانسيل با مشتقات جزئي و ديگر شاخه-عملگرهاي ليتلوود
ఒ݃پالي، عملگر -رياضي، نقش مهمي در آناليز فوريه دارند. از جمله عملگرهاي ليتلوود

باشد. به هنگام مي ∗
كرانداري از نوع قوي اين عملگر در فضاي  مطالعه كرانداري اين عملگر در حالت كلاسيك، وابسته بودن

ሺ1 ൏ ݌ ൏ ∞ሻ	ܮ௣ ي كرانداري شود. لازم به ذكر است كه اين مطلب در مطالعهمشاهده مي ߣ، به پارامتر
ఒ݃عملگر 
ఒ݃شود، در واقع، ففرمن كرانداري از نوع قوي عملگردر كار ففرمن ديده مي ∗

براي  ௣ܮرا در فضاي ∗
1 ൏ ݌ ൏ ߣازاي، به∞ ൐ ݔܽ݉ ቄ1,

ଶ

௣
ቅ ݃دست آورد. ما نظير بسل عملگر بهఒ

஻,ఒ݃را با  ∗
دهيم مينشان  ∗

஻,ఒ݃كرانداري عملگر ௣,௩ܮെو 
2براي  ∗ ൑ ݌ ൑ ݌	به ازاي   ∞ ൐

ଶ

ఒ
൅

ସ௩

௡ఒ
஻,ఒ݃كراني عملگر نيز بي و  		

∗ ،
ߣازاي به ൏

ଶ

௣
൅

ସ௩

௣௡
௣,௩ሺԹାܮرا در فضاي  

௡ሻ  آوريم.دست ميبه 

  
  
  
  
  
  
  
  
  

஻,ఒ݃پالي -ي كرانداري عملگر ليتلوودمطالعه ).1403( نيا، منيرهميكائيلي ؛قربانعلي زاده، آرش: استناد
هاي پژوهش. متناطر با عملگر ديفرانسيل بسل ∗

  .17 – 1)، 1( 10، رياضي
                    

  نويسندگان. ©                                                    خوارزميدانشگاه ناشر: 
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  مقدمه
ఒ݃و  ݃هاي مشهور انگليسي ليتلوود و پالي، براي مطالعه سري فوريه، عملگرهاي رياضيدان

از طرف  .را معرفي كردند  ∗
 Sي اي مقادير مرزي توابع تحليلي، تابع لوزين يا تابع ناحيهديگر، لوزين رياضيدان اتحاد جماهير شوروي سابق، براي مطالعه

-تلوودشود. عملگرهاي ليپالي اطلاق مي-ها توابع ليتلوودبر اساس ارتباطي كه بين اين توابع موجود است، به آن را معرفي كرد.
ي معادلات ديفرانسيل جزئي و تعيين فضاهاي تابعي ، بخصوص در مطالعهԹ௡ر آناليز هارمونيك روي پالي نقش مهمي د

 دارند.

ఒ݃ي عملگر هدف اصلي در اين مقاله مطالعه
بسل است. در ادامه اين عملگر را با نماد -نظير عملگر ديفرانسيل لاپلاس  ∗

݃஻,ఒ
ఒ݃و  ݃اي دهيم.  با توجه به ارتباط عملگرهنشان مي  ∗

شود و در ، ابتدا اين عملگرها در حالت كلاسيك يادآوري مي∗
  شود.بسل معرفي مي-ادامه، تعريف عملگرهاي مذكور متناظر عملگر ديفرانسيل لاپلاس

݂براي هر  gپالي -عملگر ليتلوود ∈   شودصورت زير تعريف مي، به௣ܮ

݃ሺ݂ሻሺݔሻ ൌ ቆන ,ݔሺݑߘ| ሻ|ଶݕ
ஶ

଴
ቇݕ݀ݕ

ଵ
ଶ
, 

,ݔሺݑكه در آن    است. در واقع  ݂ي پوآسون با تابع پيچش هسته ሻݕ

,ݔሺݑ ሻݕ ൌ න ௬ܲሺݐሻ
Թ೙

݂ሺݔ െ ݐሻ݀ݐ ൌ ௬ܲ ∗ ݂ሺݔሻ. 

  شود ي پوآسون است و به شكل زير تعريف ميهسته ௬ܲجا كه در اين

௬ܲሺݐሻ ൌ ܲሺݐ, ሻݕ ൌ ܿ௡
ݕ

ሺݕଶ ൅ ଶሻ|ݐ|
௡ାଵ
ଶ

, ܿ௡ ൌ
߁ ቀ

݊ ൅ 1
2 ቁ

ߨ
௡ାଵ
ଶ

. 

݊در حالت  gپالي -عملگر ليتلوود ൌ ي دودويي سري فوريه ي تجزيههنگام مطالعهليتلوود و پالي به، در ابتدا توسط 1
]معرفي شد , ]9 ي توابع مختلط توسعه پيدا كرد. به كمك نظريه 1930ي و بعدها توسط زيگموند و مارچينكويج در دهه  10

توان نرم، عملگر غيرخطي است كه به كمك آن ميgسپس الياس م. استين،  اين نظريه را به ابعاد بالاتر تعميم داد. تابع 
 pL تابعي رويn ديگر، استين نشان داد كه عملگر عبارتسازي كرد. بهرا برحسب انتگرال پوآسون آن تابع مشخصg 

  بندي كند.تواند فضا را به معناي زير دستهمي

]1قضيه  ݂. فرض كنيد  8[ ∈ 1براي  آنگاه. ௣ሺԹ௡ሻܮ ൏ ݌ ൏ ሻݔሺ݂ሻሺ݃	داريم  	∞ ∈   و  ௣ሺԹ௡ሻܮ

ሖ௉‖݂‖௣ܣ ൑ ‖݃ሺ݂ሻ‖௣ ൑  .௣‖݂‖௣ܣ
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ఒ݃عملگر 
] در مطالعات ليتلوود و پالي ظاهر شد.  استين  1930-1939، براي اولين بار در دهه ∗ ، 1961در سال  12[

ఒ݃عملگر 
  كلاسيك زير را بطور مجرد معرفي و مطالعه كرد ∗

                         ݃ఒ
∗݂ሺݔሻ ൌ ൬∬ ቀ

௧

௧ା|௫ି௬|
ቁ
ఒ௡
ߘ| ௧ܲ ∗ ݂ሺݐ, ሻ|ଶݕ

ௗ௬ௗ௧

௧೙షభԹశ
೙శభ ൰

భ
మ
, 

ሻݕ௧ܲሺي پوآسون، بيانگر هسته ௧ܲي بالا در رابطه  كه ൌ ௡ܲିݐ ቀ
௬

௧
ቁ  ߘو ൌ ቀ

డ

డ௬భ
,
డ

డ௬మ
, … ,

డ

డ௬೙
,
డ

డ௧
ቁ .است  

ఒ݃ توان ديد كهميآساني به
∗ሺ݂ሻሺݔሻ  ݃اي كران بالا براي بطور نقطهሺ݂ሻሺݔሻ باشد. در مقالهمي [ استين ثابت كرد  11[

ߣ كه اگر ൐ ఒ݃گاه باشد، آن 2
,݌ሺو از نوع قوي  ሺ1,1ሻاز نوع ضعيف  ∗ 1براي  ሻ݌ ൏ ݌ ൏ چنين، ففرمن باشد. هممي ∞
ߣنشان داد كه اين عملگر براي  ൏
ଶ

௣
  كنيم.باشد. اين مطلب را در قضيه زير بيان مي ௣ሺԹ௡ሻܮتواند متعلق به نمي 

ఒ݃. عملگر  ]4 [2قضيه
݂را در نظر بگيريد و فرض كنيد كه  ∗ ∈   .௣ܮ

ቀالفቁ  ߣاگر ൐ گاه باشد، آن 2
*g   از نوع ضعيفሺ1,1ሻ باشد.مي  

ቀبቁ  ߣاگر ൐ ఒ݃گاه باشد، آن 2
,݌ሺ از نوع قوي ∗ 1براي  ሻ݌ ൏ ݌ ൏   باشد. مي ∞

ቀجቁ  1اگر ൏ ߣ ൑ ఒ݃گاه باشد، آن 2
,݌ሺاز نوع قوي  ∗ ଶبراي  ሻ݌

ఒ
൏ ݌ ൏   .باشدمي ∞

ا، هتري بيان كردند و مورد مطالعه قرار دادند. اين تعميمهاي كليپالي را در حالت-هاي بعد، عملگرهاي ليتلووددر سال
ي پوآسون است، يك كه هسته ௧ܲجاي ، به1انجام شدند. در واقع اگر در تعريف  ]14[اولين بار توسط كالدرون و ترچنسكي 

  رسيم.) مي1تري از (پالي مشهوراست، قرار دهيم به تعريف كلي-تابع با خصوصيات مشخص كه به تابع ليتلوود

݊فرض كنيد  ൒ ఒ݃پالي باشد، -يك تابع ليتلوود ߰و   2
  كنيمرا به صورت زير تعريف مي ∗

݃ఒ
∗ሺ݂ሻሺݔሻ ൌ ቆඵ ൬

ݐ
ݐ ൅ ݔ| െ |ݖ

൰
௡ఒ

|߰௧ ∗ ݂ሺݕሻ|ଶ
ݐ݀ݕ݀
௡ାଵnݐ



1


ቇ

ଵ
ଶ

, 

ሻݔ௧ሺ߰كه در آن  ൌ ௡߰ିݐ ቀ
௫

௧
ቁ  ߰و௧ ∗ ݂ሺݔሻ ൌ ׬ ߰௧n

ሺݔ െ   باشد.مي ݕሻ݀ݕሻ݂ሺݕ

 هاي اساسيتعاريف و لم .1

Թାفضاي 
௡ صورت را بهሼሺݔଵ, ,ଶݔ … , ,௡ିଵݔ :௡ሻݔ ,ଵݔ … , ௡ିଵݔ ∈ Թ, ௡Թାݔ	

௡ሽ	 و  

∆஻ൌ ෍
߲ଶ

௞ݔ߲
ଶ ൅ ቆ

߲ଶ

௡ଶݔ߲
൅
ݒ2
௡ݔ

߲
௡ݔ߲

ቇ

௡ିଵ

௞ୀଵ

, ݒ ൐ 0 
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݌	≥1 را براي  ௣,஝ܮگيريم. فضايبسل در نظر مي-عنوان عملگر ديفرانسيل لاپلاسرا به ൏ ݒو ∞ ൐ ، فضاي همه توابع 0
Թା  پذير روياندازه

௡   كه  

න |݂ሺݔሻ|௣݀ߤ௩ሺݔሻ ൌ න |݂ሺݔሻ|௣ݔ௡ଶ௩݀ݔ ൏ ∞,n


n


 

ሻݔ௩ሺߤ݀كنيم. در واقع، در رابطه بالا تعريف مي ൌ ଶݔଵ݀ݔ௡ଶ௩݀ݔ است. از نماد زير براي نمايش نرم اين فضا  ௡ݔ݀…
  كنيم استفاده مي

‖݂‖௣,௩ ൌ න |݂ሺݔሻ|௣n


 .ݔ௡ଶ௩݀ݔ

  يافته (بسل) بسل، تعريف پيچش تعميم-هارمونيك فوريهاساس آناليز 

݂ ⊗ ݃ሺݔሻ ൌ න ݂ሺݕሻ൫ܶ௬݃ሺݔሻ൯ݕ௡ଶ௩݀,ݕ							ݔ ∈ Թା
௡	,n


 

  يافته است. عملگر انتقال تعميم ௬ܶاست كه در آن 

نسبت به متغير آخر شعاعي بسل روي فضاي توابعي كه -، نظير عملگر ديفرانسيل لاپلاس௬ܶعملگر انتقال تعميم يافته 
  شودزير تعريف ميصورتباشند، بهمي

 )2             (ܶ௬݃ሺݔሻ ൌ
௰ቀ௩ାభ

మ
ቁ

௰ሺ௩ሻ௰ቀ
భ
మ
ቁ
׬ ݃
గ
଴

൬ x y  , ඥݔ௡ଶ െ ߶ݏ݋௡ܿݕ௡ݔ2 ൅ ௡ଶ൰ݕ  ,߶݀߶ଶ௩ିଵ݊݅ݏ

݊	) در 2كه در رابطه (  െ xي اول، مولفه1  ൌ ሺݔଵ, … ௡ିଵሻݔ ∈ Թ௡ିଵ، ي كه در مولفهانتقال معمولي است درحالي

  )] 1[باشد. (رجوع كنيد به (بسل) مي يافته،  انتقال تعميمnxآخر، 

Թାروي  ߰مقدار -. به تابع اسكالر]2[1تعريف
௡ كه نسبت به متغير آخر شعاعي است، يك تابع ،G-پالي (متناظر با -ليتلوود

  يافته) گوييم، هرگاهانتقال تعميمعملگر 

1.   ߰ ∈ ଵ,஝ሺԹାܮ
௡ሻ,						׬ ߰ሺݔሻݔ௡ଶ௩݀ݔ ൌ 0Թశ

೙  

ߚ. 2 ൐ |ሻݔሺ߰|موجود باشد كه،  	0 ൑ ሺ1ܥ ൅   ሻିሺ௡ାଶ௩ାఉሻ|ݔ|

ߙ. 3 ൐ موجود باشد كه،  0
| |

| ( ) ( ) |
( | |)

y
n

C y
T x x

x



      
 2 براي  11

| |
| |

x
y 

2.  

  

ఒ݃و  gپالي -، عملگر متناظر ليتلوود߰پالي -ليتلوود -Gحال براي تابع 
صورت بسل را به-نظير عملگر ديفرانسيل لاپلاس ∗
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  كنيم. زير تعريف مي

 شودصورت زير تعريف مي، به஻∆بسل -نظير عملگر ديفرانسيل لاپلاس g஻عملگر  .2تعريف

g	஻ሺ݂ሻሺݔሻ ൌ ቆන |߰௧ ⊗ ݂ሺݔሻ|ଶ
ݐ݀
ݐ

ஶ

଴
ቇ

ଵ
ଶ
, 

  كه  

߰௧ ⊗ ݂ሺݕሻ ൌ න ܶ௦߰௧ሺݕሻ݂ሺݏሻݏ௡ଶ௩n


ݒ					,ݏ݀ ൐ 0. 

  
஻,ఒ݃عملگر  .3تعريف

࢜	، براي ஻∆بسل  -نظير عملگر ديفرانسيل لاپلاس ∗ ൐ ݐ 0 ൐  شودبه صورت زير تعريف مي ,0

݃஻,ఒ
∗ ݂ሺݔሻ ൌ ቆන න ൬

ݐ
ݐ ൅ ݔ| െ |ݕ

൰
ఒ௡

n



ஶ

଴
|߰௧ ⊗ ݂ሺݕሻ|ଶ

ݕ௡ଶ௩݀ݕ
,ݔାሺܤ| ሻ|௩ݐ

ݐ݀
ݐ
ቇ

ଵ
ଶ

 

 

																		ൌ ቆ
1
ܿ௡,௩

න න ൬
ݐ

ݐ ൅ ݔ| െ |ݕ
൰
ఒ௡

|߰௧ ⊗ ݂ሺݕሻ|ଶ
ݐ݀ݕ௡ଶ௩݀ݕ
ଶ௩ା௡ାଵnݐ



ஶ

଴
ቇ

ଵ
ଶ

, 

 
  كه       

          ߰௧ ⊗ ݂ሺݕሻ ൌ ׬ ܶ௦߰௧ሺݕሻ݂ሺݏሻݏ௡ଶ௩n


,ݔାሺܤ،   ݏ݀ ሻݐ ൌ ሼݕ ∈ Թା

௡: ݕ| െ |ݔ ൏   ሽݐ

࢜|ࡱ|و  ൌ ׬ ஻,ఒ݃ي تعريف عملگر لازم به ذكر است كه ايده است. ࡱݕ௡ଶ௩݀ݕ
بسل  -نظير عملگر ديفرانسيل لاپلاس ∗

∆஻است.  ]3[ي ، از مقاله  

ܣسراسر مقاله از نمادگذاري  قرارداد: ≲௡  ௡ܥدهيم كه ثابت مثبتي مانند كنيم كه بخواهيم نشانزماني استفاده مي  ܤ
ܣ) موجود است كه n(وابسته به  ൑  . ܤ௡ܥ

  

 نتايج اصلي  .2

ࣅ,࡮ࢍكراني عملگر . بي2-1
∗  

஻,ఒ݃دهيم كه عملگر همانند حالت كلاسيك نشان مي
௣,ఔሺԹାܮ، بر روي فضاي ∗

௡ሻ0 ، براي هر ൏ ߣ ൏ ଶ

௣
൅ ସ௩

௣௡
كران بي 

஻,ఒ݃كراني عملگر كنيم كه در اثبات بياست. براي نشان دادن اين مطلب، ابتدا چند لم بيان مي
  استفاده خواهند شد. ∗

  صورت داريماين در .پالي باشد-ليتلوود- ܩيك تابع  ߰  فرض كنيد .1لم 
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|ܶ௬߰௧ሺݏሻ| ൑
ݐ


ሺݐ ൅ ݏ| െ ሻ௡ାଶ௩ାఉ|ݕ
, 

.كه در آن ߰௧ሺݔሻ ൌ ሺ௡ାଶ௩ሻ߰ିݐ ቀ
௫

௧
ቁ.  

  اثبات. 

|ܶ௬߰௧ሺݔሻ| ൌ ܿ௩ න ߰௧ ቀݔଵ െ ,ଵݕ … , ௡ିଵݔ െ ,௡ିଵݕ ඥݔ௡ଶ ൅ ௡ଶݕ െ ቁ߶ݏ݋௡ܿݕ௡ݔ2 ߶݀߶ଶ௩ିଵ݊݅ݏ
గ

଴
 

ൌ ܿ௩ න ௡ିଶ௩߰ିݐ ൭
ଵݔ െ ଵݕ

ݐ
, … ,

௡ିଵݔ െ ௡ିଵݕ
ݐ

,
ඥݔ௡ଶ ൅ ௡ଶݕ െ ߶ݏ݋௡ܿݕ௡ݔ2

ݐ
൱ ߶݀߶ଶ௩ିଵ݊݅ݏ

గ

଴
 

ൌ ௡ିଶ௩ܿ௩ିݐ න ߰൭
ଵݔ െ ଵݕ

ݐ
, … ,

௡ିଵݔ െ ௡ିଵݕ
ݐ

,
ඥݔ௡ଶ ൅ ௡ଶݕ െ ߶ݏ݋௡ܿݕ௡ݔ2

ݐ
൱ ߶݀߶ଶ௩ିଵ݊݅ݏ

గ

଴
 

ൌ ௡ିଶ௩ܿ௩ିݐ න ߰ቌ
x y 

ݐ
,
ඥݔ௡ଶ ൅ ௡ଶݕ െ ߶ݏ݋௡ܿݕ௡ݔ2

ݐ
ቍ ߶݀߶ଶ௩ିଵ݊݅ݏ

గ

଴
 

ൌ ቚିݐ௡ିଶ௩ܶ
௬
௧߰ ቀ

ݔ
ݐ
ቁቚ. 

  از طرفي داريم:

ቚܶ
௬
௧߰ ቀ

ݔ
ݐ
ቁ |ൌቚ ܿ௩ න ߰ቌ

ଵݔ
ݐ
െ
ଵݕ
ݐ
,
ଶݔ
ݐ
െ
ଶݕ
ݐ
, … ,

௡ିଵݔ
ݐ

																																																																
గ

଴

െ
௡ିଵݕ
ݐ

, ඨቀ
௡ݔ
ݐ
ቁ
ଶ
൅ ቀ

௡ݕ
ݐ
ቁ
ଶ
െ 2 ቀ

௡ݔ
ݐ
ቁ ቀ
௡ݕ
ݐ
ቁ ቍ߶ݏ݋ܿ  ߶݀߶ଶ௩ିଵ݊݅ݏ

൑ ܿ௩ න ߰ቌ
ଵݔ െ ଵݕ

ݐ
,
ଶݔ െ ଶݕ

ݐ
, … ,

௡ିଵݔ െ ௡ିଵݕ
ݐ

, ඨቀ
௡ݔ
ݐ
ቁ
ଶ
൅ ቀ

௡ݕ
ݐ
ቁ
ଶ
െ 2 ቀ

௡ݔ
ݐ
ቁ ቀ
௡ݕ
ݐ
ቁ ቍ߶ݏ݋ܿ

గ

଴
߶݀߶ଶ௩ିଵ݊݅ݏ

൑ ܿ௩ න
߶݀߶ଶ௩ିଵ݊݅ݏܥ

൭1 ൅ ൬ቀ
ଵݔ െ ଵݕ

ݐ ቁ
ଶ
൅ ቀ

ଶݔ െ ଶݕ
ݐ ቁ

ଶ
൅ ⋯൅ ቀ

௡ିଵݔ െ ௡ିଵݕ
ݐ ቁ

ଶ
൅ ቀ

௡ݔ
ݐ ቁ

ଶ
൅ ቀ

௡ݕ
ݐ ቁ

ଶ
െ 2 ቀ

௡ݔ
ݐ ቁ ቀ

௡ݕ
ݐ ቁ ൰߶ݏ݋ܿ

ଵ
ଶ
൱

௡ାଶ௩ାఉ

గ

଴
 

൑ ܿ௩ න
߶݀߶ଶ௩ିଵ݊݅ݏܥ

ቌ1 ൅ ቆቀ
ଵݔ െ ଵݕ

ݐ ቁ
ଶ
൅ ቀ

ଶݔ െ ଶݕ
ݐ ቁ

ଶ
൅ ⋯൅ ቀ

௡ିଵݔ െ ௡ିଵݕ
ݐ ቁ

ଶ
൅ ቀ

௡ݔ
ݐ ቁ

ଶ
൅ ቀ

௡ݕ
ݐ ቁ

ଶ
െ 2 ቀ

௡ݔ
ݐ ቁ ቀ

௡ݕ
ݐ ቁቇ

ଵ
ଶ
ቍ

௡ାଶ௩ାఉ

గ

଴
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ൌ
ܥ

ቌ1 ൅ ቆቀ
ଵݔ െ ଵݕ

ݐ ቁ
ଶ
൅ ቀ

ଶݔ െ ଶݕ
ݐ ቁ

ଶ
൅ ⋯൅ ቀ

௡ିଵݔ െ ௡ିଵݕ
ݐ ቁ

ଶ
൅ ቀ

௡ݔ
ݐ ቁ

ଶ
൅ ቀ

௡ݕ
ݐ ቁ

ଶ
െ 2 ቀ

௡ݔ
ݐ ቁ ቀ

௡ݕ
ݐ ቁቇ

ଵ
ଶ
ቍ

௡ାଶ௩ାఉ 

ൌ
ܥ

൭1 ൅ ൬ቀ
ଵݔ െ ଵݕ

ݐ ቁ
ଶ
൅ ቀ

ଶݔ െ ଶݕ
ݐ ቁ

ଶ
൅ ⋯൅ ቀ

௡ିଵݔ െ ௡ିଵݕ
ݐ ቁ

ଶ
൅ ቀ

௡ݔ െ ௡ݕ
ݐ ቁ

ଶ
൰

ଵ
ଶ
൱

௡ାଶ௩ାఉ 

ൌ
ܥ

൬1 ൅
ݔ| െ |ݕ

ݐ ൰
௡ାଶ௩ାఉ 

ൌ
ܥ

൬
ݐ ൅ ݔ| െ |ݕ

ݐ ൰
௡ାଶ௩ାఉ 

ൌ
௡ାଶ௩ାఉݐܥ

ሺݐ ൅ ݔ| െ ሻ௡ାଶ௩ାఉ|ݕ
. 

  جا خواهيم داشتاز اين

|ܶ௬߰௧ሺݔሻ| ൌ ቚିݐ௡ିଶ௩ܶ
௬
௧߰ ቀ

ݔ
ݐ
ቁቚ ൑

ఉݐܥ

ሺݐ ൅ ݔ| െ ሻ௡ାଶ௩ାఉ|ݕ
. 

  

஻,ఒ݃ كراني عملگراينك به اثبات بي
௣,ఔሺԹାܮاز فضاي  ∗

௡ሻ  ܮبه فضاي௣,ఔሺԹା
௡ሻ پردازيم.مي  

 

0. فرض كنيد 3قضيه  ൏ ߣ ൏
ଶ

௣
൅

ସ௩

௣௡
஻,ఒ݃گاه باشد، آن 

௣,ఔሺԹାܮاز ∗
௡ሻ ܮ به௣,ఔሺԹା

௡ሻ كران است.بي  

଴ݔاثبات. فرض كنيد  ് ଴ߗدلخواه و  0 ൌ ቀ
|௫బ|

ସ
,
|௫బ|

ଶ
ቁ ൈ ቂܤା ቀ0,

|௫బ|

ଶ
ቁ ∖ ାܤ ቀ0,

|௫బ|

ସ
ቁቃ              باشد. براي هر

൐|ݔ|   داريم   |଴ݔ|2

݃஻,ఒ
∗ ݂ሺݔሻଶ ൌ

1
ܿ௡,ఔ

න න ൬
ݐ

ݐ ൅ ݔ| െ |ݕ
൰
ఒ௡

|߰௧ ⊗ ݂ሺݕሻ|ଶ
ݐ݀ݕ௡ଶ௩݀ݕ
ଶ௩ା௡ାଵԹశݐ

೙

ஶ

଴
 

൒
1
ܿ௡,ఔ

නන ൬
ݐ

ݐ ൅ ݔ| െ |ݕ
൰
ఒ௡

|߰௧ ⊗ ݂ሺݕሻ|ଶ
ݐ݀ݕ௡ଶ௩݀ݕ
ଶ௩ା௡ାଵఆబݐ

 

≳
1

ఒ௡|ݔ|
නන |߰௧ ⊗ ݂ሺݕሻ|ଶ

ݐ݀ݕ௡ଶ௩݀ݕ
ଶ௩ା௡ିఒ௡ାଵఆబݐ
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൐|ݔ| كه براينامساوي آخر برقرار است بنابه اين ݐ،  |଴ݔ|2 ∈ ቀ
|௫బ|

ସ
,
|௫బ|

ଶ
ቁ  ݕو ∈ ାܤ ቀ0,

|௫బ|

ଶ
ቁ ∖ ାܤ ቀ0,

|௫బ|

ସ
ቁ 

ݐ خواهيم داشت ൅ ݔ| െ |ݕ ⋍   . زيرا |ݔ|

|ݔ|

2
ൌ |ݔ| െ

|ݔ|

2
൏ |ݔ| െ |଴ݔ| ൏ |ݔ| െ

ቤ x 0 ቤ

4
ൌ |ݔ| ൅

|଴ݔ|

4
െ
|଴ݔ|

2
൏ ݐ ൅ |ݔ| െ |ݕ|

൏ ݔ| െ |ݕ ൅  ݐ
  و نيز 

ݔ| െ |ݕ ൅ 	ݐ ൏ ݐ ൅ |ݔ| ൅ |ݕ| ൑
|଴ݔ|

2
൅ |ݔ| ൅

|଴ݔ|

2
ൌ |଴ݔ| ൅ |ݔ| ൏ |଴ݔ|2 ൅ |ݔ| ൏  .|ݔ|2

  بنابراين

න ൫݃஻,ఒ
∗ ݂ሺݔሻଶ൯

௣
ଶݔ௡ଶ௩݀ݔ ൒ ቆනන |߰௧ ⊗ ݂ሺݕሻ|ଶݕ௡ଶ௩݀ݕ

ݐ݀
௡ାଶ௩ିఒ௡ାଵఆబݐ

ቇ

௣
ଶ

Թశ
೙

න
ݔ௡ଶ௩݀ݔ

|ݔ|
ఒ௡௣
ଶ

,
Թశ
೙

 

  در نتيجه داريم

ฮ݃஻,ఒ
∗ ݂ฮ

௣,௩

௣
≳ ቆනන |߰௧ ⊗ ݂ሺݕሻ|ଶ

ݐ݀ݕ௡ଶ௩݀ݕ
௡ାଶ௩ିఒ௡ାଵఆబݐ

ቇ

௣
ଶ

| || |

:

| |

n

x

I

np
x

x dx

x









0

2

22


 

,ݕሺدهيم كه اولين انتگرال كراندار است. در حقيقت براي هر ابتدا نشان مي ሻݐ ∈  داريم 1، بنا به لم ଴ߗ

|߰௧ ⊗ ݂ሺݕሻ| ൌ ተተ න ܶ௬൫߰௧ሺݏሻ൯݂ሺݏሻݏ௡ଶ௩݀ݏ
n



ተተ 

൑ නหܶ௬൫߰௧ሺݏሻ൯ห|݂ሺݏሻ|ݏ௡ଶ௩݀ݏ
n



 

൑ න
ఉݐ

ሺݐ ൅ ݏ| െ ሻ௡ାଶ௩ାఉ|ݕ
|݂ሺݏሻ|ݏ௡ଶ௩݀ݏ

n


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൑ ఉݐ ݌ݑݏ
ݏ ∈ Թା

௡

1
ሺݐ ൅ ݏ| െ ሻ௡ାଶ௩ାఉ|ݕ

න |݂ሺݏሻ|
Թశ
೙

 ݏ௡ଶ௩݀ݏ

ൌ ఉݐ ݌ݑݏ
ݏ ∈ Թା

௡

1
ሺݐ ൅ ݏ| െ ሻ௡ାଶ௩ାఉ|ݕ

‖݂‖ଵ,஝ 

≲  ఉ‖݂‖ଵ,஝ݐ

,ݕሺ  لازم به ذكر است كه براي ሻݐ ∈ ݌ݑݏعبارت  ଴ߗ
ݏ ∈ Թା

௡

ଵ

ሺ௧ା|௦ି௬|ሻ೙శమೡశഁ
  متناهي است. در نتيجه داريم  

|݂ ⊗ ߰௧ሺݕሻ| ≲ ఉ‖݂‖ଵ,஝ݐ ⇒ |݂ ⊗ ߰௧ሺݕሻ|ଶ ≲ ଶఉ‖݂‖ଵ,஝ݐ
ଶ  

⇒ |݂ ⊗ ߰௧ሺݕሻ|ଶ
1

ଶ௩ା௡ିఒ௡ାଵݐ
≲

ଶఉ‖݂‖ଵ,௏ݐ
ଶ

ଶ௩ା௡ିఒ௡ାଵݐ
 

 در نهايت داريم

නන |݂ ⊗ ߰௧ሺݕሻ|ଶ
1

ଶ௩ା௡ିఒ௡ାଵఆబݐ

ݐ݀ݕ௡ଶ௩݀ݕ ≲ නන ଶఉିଶ௩ି௡ାఒ௡ିଵݐ
ఆబ

 ݐ݀ݕ௡ଶ௩݀ݕ

൑ න ଶఉିଶ௩ି௡ାఒ௡ିଵݐ ൮න ݕ௡ଶ௩݀ݕ

|௬|ழ,
|
x 0 |
ଶ

൲

ۉ

|ۇ
x 0 |
ସ ,					

|
x 0 |
ଶ

ی

ۊ

 ݐ݀

≲ න ଶఉିଶ௩ି௡ାఒ௡ିଵݐ

ۉ

|ۇ
x 0 |
ସ ,					

|
x 0 |
ଶ

ی

ۊ

ݐ݀ ൏ ∞. 

0براي  از طرف ديگر انتگرال آخري ൏ ߣ ൏
ଶ

௣
൅

ସ௩

௣௡
  واگراست زيرا  

න
ݔ௡ଶ௩݀ݔ

|ݔ|
ఒ௡௣
ଶ|௫|வଶ|௫బ|
ൌ න න

ଶ௩ݎ ( )nx  2

ଶ௩ߪ݀ݎ௡ିଵ݀ݎ

ݎ
ఒ௡௣
ଶ

ஶ

ଶ|௫బ|௦శ
೙షభ

 

≲ ቆන ଶ௩ା௡ିଵିݎ
ఒ௡௣
ଶ

ஶ

ଶ|௫బ|
ቇ ൏ ∞, 

  آيد.دست ميو حكم مطلوب به
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ࣅ,࡮ࢍ كرانداري عملگر. 2
∗  

ߣدهيم براي حال نشان مي ൐
ଶ

௣
൅

ସ௩

௣௡
஻,ఒ݃، عملگر 

 كراندار است.  ∗

,݌ሺبه منظور اثبات كرانداري از نوع قوي ஻,ఒ݃ عملگر  ሻ݌
ي زير نياز داريم كه در مراجع مربوطه اثبات ،  به چندين گزاره∗

  اند.شده

ଵ,௩ሺԹାܮيك تابع مثبت، غيرصعودي در  ߰فرض كنيم   ].5، 2,7گزاره [ 1گزاره 
௡ሻ پذير روي طور موضعي انتگرالو به

n
 گاهاست. آن  

௧வ଴|߶௧݌ݑݏ		                                ∗ ݂ሺݔሻ| ൑ ‖߶‖ଵ,ఔ݂ܯሺݔሻ,                          

ሻݔ௧ሺ߶ صورتبه ௧߶كه  ൌ ߶ሺ௡ାଶ௩ሻିݐ ቀ
௫

௧
ቁشود.، تعريف مي  

݌ليتلوود براي هر-ابع ماكسيمال هارديت ].5[ 2گزاره  ൐ ,݌ሺ، از نوع قوي 1  .است ሻ݌

ݒهر  صورت برايپالي باشد. در اين-تابع ليتلوود g فرض كنيد ].2[3گزاره ൐ 0 ،1 ൏ ݌ ൏   داريم ∞

ฮ݃஻,ఒ
∗ ሺ݂ሻฮ

௣,௩
൑  .௣,௩‖݂‖௣,௩ܤ

ߣفرض كنيد  .4قضيه  ൐ 1 ൅ ଶ௩

௡
. و  ݂ ∈ ௣,௩ܮ ቀ

n
 ቁ صورت براي در اينp ൒ ݌  و  	2 ൐ ଶ

ఒ
൅ ସ௩

௡ఒ
  داريم 

   )3                            ( ฮ݃஻,ఒ
∗ ሺ݂ሻฮ

௣,௩
൑  .௣,ఒ,௡‖݂‖௣,௩ܣ

ߣاثبات. فرض  ൐ 1 ൅
ଶ௩

௡
ଶكند كه ايجاب مي 

ఒ
ቀ1 ൅

ଶ௩

௡
ቁ ൏ ଶبنابراين شرط . 2

ఒ
ቀ1 ൅

ଶ௩

௡
ቁ ൏ 2 ൑ خودبخود  ݌

Թାروي  ߟكنيم كه براي هر تابع مثبت شود. حال ادعا ميبرآورد مي
௡ داريم 

׬) 4(  ቀ݃஻,ఒ
∗ ሺ݂ሻሺݔሻቁ

ଶ
௡ଶ௩Թశݔሻݔሺߟ

೙ ݔ݀ ൑ ௡,௩,ఒܣ ׬ ൬ ( )Bg f ሺݔሻ൰
ଶ
ሺߟܯሻሺݔሻݔ௡ଶ௩݀ݔ.Թశ

೙ 

஻,ఒ݃)،  بنابه تعريف 4براي نشان دادن درستي رابطه ( 
  ي تونلي داريمو قضيه ∗

1
ܿ௡,௩

න න න ൬
ݐ

ݐ ൅ ݔ| െ |ݕ
൰
ఒ௡

|߰௧ ⊗ ݂ሺݕሻ|ଶ
ݐ݀ݕ௡ଶ௩݀ݕ
ଶ௩ା௡ାଵnݐ



ஶ

଴
n


 ݔ௡ଶ௩݀ݔሻݔሺߟ

ൌ
1
ܿ௡,௩

න න |߰௧ ⊗ ݂ሺݕሻ|ଶ න
ଶ௩ି௡ିݐఒ௡ݐ

ሺݐ ൅ ݔ| െ ሻఒ௡n|ݕ



ஶ

଴
n


ݔ௡ଶ௩݀ݔሻݔሺߟ

ݐ݀ݕ௡ଶ௩݀ݕ
ݐ

, 

ሻݔሺ߶با درنظر گرفتن  ൌ
ଵ

ሺଵା|௫|ሻഊ೙
ሻݔ௧ሺ߶و   ൌ ߶௡ିଶ௩ିݐ ቀ

௫

௧
ቁآوريمدست مي، به  
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න ቀ݃஻,ఒ
∗ ሺ݂ሻሺݔሻቁ

ଶ
nݔ௡ଶ௩݀ݔሻݔሺߟ



ൌ
1
ܿ௡,௩

න න |߰௧ ⊗ ݂ሺݕሻ|ଶ න
ଶ௩ି௡ିݐఒ௡ݐ

ሺݐ ൅ ݔ| െ ሻఒ௡ᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥ|ݕ

߶௧ሺݔ െ ሻᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥݕ
ୀథ೟∗ఎሺ௬ሻ

ோశ
೙

ஶ

଴
n


ݔ௡ଶ௩݀ݔሻݔሺߟ

ݐ݀ݕ௡ଶ௩݀ݕ
t

. 

௧߶) در 2ي (گيري رابطهبا به كار ∗   خواهيم داشت ሻݕሺߟ

௧வ଴|߶௧݌ݑݏ		)                5(  ∗ |ሻݕሺߟ ൑ ‖߶௧‖ଵ,௩ߟܯሺݕሻ ൑  	.ሻݕሺߟܯ௡,௩,ఒܣ

  را داريماساس محاسبات زير متناهي بودن آنخورد كه بربه چشم مي ௧‖ଵ,௩߶‖ي بالا لازم به ذكر است كه در رابطه

‖߶௧‖ଵ,௩ ൌ න
௡ଶ௩ݕଶ௩ି௡ିݐఒ௡ݐ

ሺݐ ൅ ሻఒ௡n|ݕ|


ݕ݀ ൌ න

௡ሻଶ௩ݑݐଶ௩ି௡ሺିݐఒ௡ݐ

ሺݐ ൅ ሻఒ௡|ݑݐ|
௡nݐ


 	,ݑ݀

															ൌ න
ݑ௡ଶ௩݀ݑ

ሺ1 ൅ ሻఒ௡n|ݑ|


ൌ න න

ሺ́ݑ௡ݎሻଶ௩ݎ௡ିଵ

ሺ1 ൅ ሻఒ௡ݎ
ା௡ିଵሻݏሺߪ݀ݎ݀

ஶ

଴௦శ
೙షభ

	 

,n  න
ଶ௩ା௡ିଵݎ

ሺ1 ൅ ሻఒ௡ݎ
.ݎ݀

ஶ

଴
ୀ:୍୍

 

  از طرف ديگر داريم 

න
ଶ௩ା௡ିଵݎ

ሺ1 ൅ ሻఒ௡ݎ
ݎ݀ ൌ න

൫݊ܽݐଶሺݐሻ൯
ଶ௩ା௡ିଵ

൫1 ൅ ሻ൯ݐଶሺ݊ܽݐ
ఒ௡

ஶ

଴

ஶ

଴
2൫1 ൅ 					ݐሻ൯݀ݐሺ݊ܽݐሻ൯൫ݐଶሺ݊ܽݐ

ൌ 2න
ሻݐሻସ௩ାଶ௡ିଵሺݐሺ݊ܽݐ

൫1 ൅ ሻ൯ݐଶሺ݊ܽݐ
ఒ௡ିଵ

గ
ଶ

଴
 ݐ݀

																																																				ൌ 2න

ሻݐସ௩ାଶ௡ିଵሺ݊݅ݏ
ሻݐସ௩ାଶ௡ିଵሺݏ݋ܿ

1

൫ܿݏ݋ଶሺݐሻ൯
ఒ௡ିଵ

గ
ଶ

଴
 	ݐ݀

											ൌ 2න
ሻ൯ݐଶሺݏ݋ሻ൫ܿݐସ௩ାଶ௡ିଵሺ݊݅ݏ

ఒ௡ିଵ

ሻݐସ௩ାଶ௡ିଵሺݏ݋ܿ

గ
ଶ

଴
 ݐ݀

ൌ 2න ൫݊݅ݏସ௩ାଶ௡ିଵሺݐሻ൯൫ܿݏ݋ሺݐሻ൯
ଶሺఒ௡ିଵሻ

గ
ଶ

଴
 ݐሻ݀ݐሺସ௩ାଶ௡ିଵሻሺିݏ݋ܿ
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																																ൌ 2න ൫݊݅ݏସ௩ାଶ௡ିଵሺݐሻ൯൫ܿݏ݋ሺݐሻ൯
ଶሺఒ௡ሻିଶିସ௩ିଶ௡ାଵ

గ
ଶ

଴
ሺݐሻ݀ݐ 

																																ൌ 2න ൫݊݅ݏସ௩ାଶ௡ିଵሺݐሻ൯൫ܿݏ݋ሺݐሻ൯
ଶሺఒ௡ሻିସ௩ିଶ௡ିଵ

గ
ଶ

଴
ሺݐሻ݀ݐ 

																																ൌ
Γሺ݊ߣ െ ݒ2 െ ݊ሻΓሺ2ݒ ൅ ݊ሻ

Γሺ݊ߣሻ
, 

																																ൌ:  ∙௡,ఒ,௩ܣ

݊ߣ ي بالا تنها زماني متناهي است كهكه رابطه  െ ݒ2 െ ݊ ൐ ي ) و قضيه5ي (توجه به محاسبات بالا، رابطه . با0
  تونلي، داريم

න ቀ݃஻,ఒ
∗ ሺ݂ሻሺݔሻቁ

ଶ
ݔ௡ଶ௩݀ݔሻݔሺߟ , ,n   න න |߰௧ ⊗ ݂ሺݕሻ|ଶߟܯሺݕሻ

ݐ݀ݕ௡ଶ௩݀ݕ
tn



ஶ

଴
n


 

ൌ න ሻݕሺߟܯ ቆන |߰௧ ⊗ ݂ሺݕሻ|ଶ
ݐ݀
ݐ

ஶ

଴
ቇn


 ݕ௡ଶ௩݀ݕ

ൌ න ሻݕሺߟܯ ൭ ( )Bg f ሺݕሻ൱

ଶ

n


 .ݕ௡ଶ௩݀ݕ

݌)، 4ي (، در ابتدا در رابطه4منظور اثبات درستي قضيه )، نشان داده شد.  به4ي (بدين تربتيب درستي رابطه ൌ و نيز  2
ሻݕሺߟ ൌ   داريم ஻ሺ݂ሻ݃  ) عملگر2و2كنيم كه با كمك كرانداري از نوع قوي (را انتخاب مي 1

ብ
*

, ( )Bg f ብ
ଶ,௩

൑ ௡,ఒ,௩ܣ ብ
( )Bg f ብ

ଶ,௩

൑  .௣‖݂‖ଶ,௩ܥ௡,ఒ,௩ܣ

݌و بدين صورت حكم براي حالت  ൌ ሻݕሺߟو  2 ൌ   شود.نتيجه مي 1

݌حال براي  ൐ ௣) براي 4ي (، بنابه نامساوي هولدر در سمت راست رابطه2

ଶ
مزدوج نمايي است يعني  qكه در آن  qو  

ଶ

௣
൅

ଵ

௤
ൌ   توان نوشتمي 3ي و گزاره 2ي ، گزاره1

න ൫݃ఒ
∗ሺ݂ሻሺݔሻ൯

ଶ
ݔ௡ଶ௩݀ݔሻݔሺߟ ≲௡,௩,ఒ න ൭ ( )Bg f ሺݔሻ൱

ଶ

ሺߟܯሻሺݔሻݔ௡ଶ௩݀ݔn


n


 

൑

ۉ

නۇ ቌ൭ ( )Bg f ሺݔሻ൱

ଶ

ቍ

௣
ଶ

nݔ௡ଶ௩݀ݔ



ی

ۊ

ଶ
୮

ቆන ൫ߟܯሺݔሻ൯
௤

n


ቇݔ௡ଶ௩݀ݔ

ଵ
௤
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≲ ܿ௤ ൭න ൭ ( )Bg f ሺݔሻ൱

୮

nݔ௡ଶ௩݀ݔ


൱

ଶ
௣

ቆන ሻ|௤nݔሺߟ|


௡ଶ௩ቇݔ

ଵ
௤

 

																																				≲௤,௡,௩,ఒ ብ
( )Bg f ብ

௣,௩

ଶ

 ௤,௩‖ߟ‖

																																	≲௤,௡,௩,ఒ,௉ ‖݂‖௣,௩ଶ )௤,௩.                                                    )6‖ߟ‖  

௤,௩‖ߟ‖)  بر روي 6ي (حال اگر از طرفين رابطه ൌ  سوپريمم بگيريم، 1

ฮ݃஻,ఒ
∗ ሺ݂ሻଶฮ௣

ଶ,ఔ
ൌ ฮ݃஻,ఒ

∗ ሺ݂ሻฮ
௣,ఔ

ଶ
ൌ ݌ݑݏ ቊන ݃஻,ఒ

∗ ሺݔሻଶn


௤,௩‖ߟ‖	:௡ଶ௩dxݔሻݔሺߟ ൌ 1ቋ 

  خواهيم داشت

ฮ݃஻,ఒ
∗ ሺ݂ሻฮ

௣,௩

ଶ
≲௤,௡,௩,ఒ,௉ ‖݂‖௣,௩ଶ 	. 

  بدين ترتيب اثبات قضيه تمام است.  

1ي قبل در حالت ذكر است كه قضيهلازم به ൏ p ൏   صورت مسئله باز است.                        ، حل نشده است و به2
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