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Introduction 
In a vast sense, economy is a medium of products distribution and exchange of 
goods or services by different agents. Demand and supply issues for goods and 
services lead societies to plan market-based economics. The main goal of market-
based economics is to balance demand and supply, known as the general 
equilibrium. Mathematical economy paves the way to verify the existence, 
uniqueness, and algorithms for computing the equilibria.  Differential geometries 
prefer to visualize the shape of the equilibrium manifold, i.e., the set of pairs of 
prices and endowments such that the aggregate excess demand function is equal 
to zero. Balasko had shown if the equilibrium price is unique for every economy, 
the price is constant, and the curvature is zero. Moreover, Loi and Matta 
generalized it in the form that for two commodities and an arbitrary number of 
agents, if the curvature of ܧሺݎሻ, which is equilibrium manifold with fixed total 
resources	ݎ, is zero, there is the uniqueness of equilibrium for every economy. 
The general equilibrium condition is also must be held in a flea market, in which 
all kinds of goods are in their depreciated form. By definition, depreciation is the 
decline in the value of an asset over time due to different factors such as usage, 
wear, and tear and obsolescence, which is a significant concept that must be 
considered when pricing an item for sale. One reason why depreciation must be 
considered is that, if it is not, businesses would have an unrealistic and distorted 
estimation of their assets. Consequently, their estimation of the depreciation 
period net profit in the book value (B.V) will be inaccurate. In turn, the amount 
of tax a company needs to pay may exceed the original amount as the losses are 
not considered accurately. Here, to calculate the incurred losses due to 
depreciation, we consider the current value of the original price paid for the item, 
considering the interest rate and different depreciation periods. This matter yields 
the current value of the item to be sold and, comparing it with the current value 
of its original price lets us understand whether selling the price is to the benefit of 
the seller or not.  

Parametrization of depreciation and curvature                                                    
Imagine in the flea market there are ݎfixed total depreciated resources and ݉ 
consumers, and according to equilibrium theory, the supply and demand in this 
market must be equal. So by assuming ݈ ൌ ݉ ൌ 2 we have, 

ሻݎሺܤ ൌ ሼሺݏሺݐሻ, ,ሻݐଵሺݓ ሻሻݐଶሺݓ ∣ ଵ݂ሺݏሺݐሻ, ሻሻݐଵሺݓ ൅ ଶ݂ሺݏሺݐሻ, ሻሻݐଶሺݓ ൌ  ,ሻሽݐሺݎ



and the equilibrium manifold be formed as below 
 

ሻݎሺܧ ൌ ሼሺݏሺݐሻ, ߱ଵଵ, ߱ଵ
ଶሻ ∣ ଵ݂

ଵሺݏሺݐሻ, ሻ߱ଵଵݐሺݏ ൅ ߱ଵଶሻ
ൌ ଶ݂

ଵሺݏሺݐሻ, ଵݎሻሺݐሺݏ െ ߱ଵ
ଶሻ ൅ ଶݎ െ ߱ଵ

ଶሻ ൌ  .ଵሽݎ
 
The monetary value of an asset decreases over time due to use, wear, and tear, or 
obsolescence and straight-line depreciation is formulated as follows,  

ܬܦ ൌ
ܬ

ܰ
ሺ݌ െ  ,ሻݏ

where ܰis the expected life of the equipment, ݏis the salvage value of the 
equipment at the end of each depreciation period, and ݌is the price of equipment 
at the early stage when it had been bought. The B.V of good is the difference 
between the initial cost and the depreciation cost at the end of depreciation periods 
which is formulated as follow, 

.ܤ.(1) ௃ܸ ൌ ݌ െ ௃

ே
ሺ݌ െ  ሻݏ

The significant matter to focus on is that we must find the present value of the 
money that is paid for that equipment ܬ periods of depreciation ago and compare 
it with a salvage value of the equipment at the moment ݐ. To do that, we must 
make use of the compound amount formula, 

ݓ ൌ ሺ1݌ ൅ ݅ሻ௃,                            (2) 
which ݅is the interest rate. Now we rewrite Eq. (2) as, 

ሻݐሺݓ ൌ ݐሺݓ െ ሻሺ1ܬ ൅ ݅ሻ௃,          (3) 
and at the end, by having Eq. (3) as an assumption, we can reform Eq. (1) as 
follows, 

.ܤ ௃ܸ ൌ ሻݐሺݓ െ
ܬ
ܰ
ሺݓሺݐሻ െ  .ሻሻݐሺݏ

Here we construct a parametrization by using time and depreciation periods, 

߶ሺݐ, ሻܬ ൌ ሺݏሺݐሻ, ,ܬ ሻݐሺݓ െ
ܬ
ܰ
ሺݓሺݐሻ െ  .ሻሻሻݐሺݏ

We assume the salvage value of equipment at the end of depreciation periods must 
be vanished, ݏሺݐሻ௧ୀே ൌ 0, and the depreciation periods which has passed must be 
less than total life of equipment, ܬ ൏ ܰ, thus, 

ሻݐሺݓ െ
ܬ
ܰ
ሺݓሺݐሻ െ ሻሻݐሺݏ ൌ 0, 

ሻݐሺݓ ൌ  ,ሻݐሺݏߣ
whichߣ ൐ 1 and   ߣ ൌ ௃

ேି௃
. 

The goal of this paper is to realize whether selling a used item is to benefit. We 
need to compare the current value of the original price paid for the product, due 
to the interest rate, with its price in a flea market as a used item and also the 
uniqueness of the price of depreciated goods by using the zero curvature in a flea 
market in general equilibrium conditions. Here also, we have calculated Ricci and 
Gaussian curvature by using the relation between these curvatures in the second 
fundamental form that we have constructed. We collect the mathematical 
economy aspect of general equilibrium in its differential geometry and 
topological view. Moreover we have parametrized the depreciation due to general 
equilibrium condition assumptions.  
In order to show the uniqueness of price of depreciated good ݏሺݐሻ, by using that 
if  ݈	 ൌ 	2, a necessary and sufficient condition for ݍ unique equilibrium price is 
that the curvature of ܧሺݎሻ must be vanished. 

Results and discussion 
We consider the unit tangent sphere bundle of a Riemannian manifold (M, g) as 
a (2n+1) dimensional manifold, and then we equip that to the g-natural metric. 



Considering the associated metric of this metric, we define an almost contact B-
metric structure on the unit tangent sphere bundle, and by using the coefficients 
of the structural tensors and the relevant classification for such structures, we 
attempt to classify the unit tangent sphere bundle equipped to this structure, and 
we prove that the non-zero coefficients of structure tensor F belong to the class 
F1 ⊕ F4. 

Conclusion 
The following conclusions are obtained from this research. 
In this paper, using the initial definitions and assumptions of general equilibrium 
theory, and differential geometry, we have provided a new parametrization for 
depreciation, based on equilibrium condition and the book value formula. 
Therefore, in equilibrium condition, the curvature vanishes, and thus we obtain 
ሻݐሺݓ ൌ ሻݐሺݏ ൅ ܿ. We know that ݓሺݐሻis present value of the amount originally 
paid for the item and ݏሺݐሻ is the current price of depreciated item in flea market. 
Comparing these two values, considering the equilibrium conditions, if ݓሺݐሻ ൐
 ሻ, ܿ must be less than zero, which means we have lost money by selling thisݐሺݏ
item. And if ݓሺݐሻ ൏  ሻ, ܿmust be greater than zero, which means we haveݐሺݏ
profited.  
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 مقدمه
خدمات توسط عوامل مختلف است.  در يك مفهوم كلي، اقتصاد دانشي براي بررسي نحوه ي توزيع محصولات و مبادله كالا يا

دهد. هدف اصلي ريزي اقتصادي مبتني بر بازار سوق ميمسائل مربوط به عرضه و تقاضاي كالا و خدمات، جوامع را به برنامه
اقتصاد مبتني بر بازار، ايجاد و تعادل بين عرضه و تقاضا است، كه به نظريه تعادل عمومي معروف است. اقتصاد رياضي راه را 

  كند.هاي محاسبه اين تعادل هموار ميفرد بودن و الگوريتماي تأييد وجود، منحصربهبر
، به حداقل رساندن مخارج و به حداكثر رساندن رضايت را 1دهند با استفاده از نظريه مورسبرخي نويسندگان ترجيح مي 

]. توپولوژي ديفرانسيل نيز ابزاري مفيد براي نيل به اين هدف و همچنين كاربرد فراواني در نظريه تعادل 1بررسي كنند [
اي از دوتاي ه، كه مجموع3هاي تعادليدانان براي ملموس و قابل رويت كردن منيفلداست. از طرف ديگر هندسه  2عمومي 

 4اند. بالاسكوكنند و با فضاهاي اقليدسي يكريختند، تلاش كردهكه در شرط تقاضاي جمعي صدق ميقيمت و دارايي اند  هاي
فرد است اگر و تنها اگر قيمت ثابت و انحنا صفر باشد. ] نشان داده بود كه براي هر فضاي اقتصادي، قيمت تعادلي منحصربه2[

منيفلد  ሻݎሺܧ] اين موضوع را براي دو كالا و تعداد دلخواه عامل يا خريدار توسعه دادند كه اگر 3[ 6و ماتا 5علاوه بر آن، لويي
فرد است. در بازار گاه براي آن فضاي اقتصادي شرايط تعادلي منحصربهمنبع ثابت، داراي انحناي صفر باشد، آن  ݎتعادلي با 

عبارت  7خود قرار دارند نيز شرايط تعادلي حاكم است. طبق تعريف، استهلاك دسته دوم كه تمامي وسايل در حالت مستهلك
است از كاهش ارزش دارايي يا كالا در طول زمان به دليل عوامل مختلي همچون استفاده و فرسودگي كه در زمان قيمت

را مدنظر قرار داد اين است كه  گذاري آن كالا در هنگام فروش بايد مورد توجه قرار گيرد. يكي از دلايلي كه بايد استهلاك
هاي خود بدون در نظرگرفتن آن دارند. يعني برآورد نادرستي نسبت به اي از داراييشدهمشاغل، برآورد غيرواقعي و تحريف
هاي استهلاكي مختلف خواهند داشت. همچنين اين امر در محاسبههاي در دورهدارايي 8سود خود در محاسبات ارزش دفتري

ها بايد مورد توجه قرار گيرد تا مقدار ماليات شركت از مبلغ اصلي كه براساس در نظر گرفتن استهلاك منابع و ي ماليات
ي ضرر ناشي از استهلاك، ارزش فعلي مقدار پولي كه براي پژوهش، براي محاسبهها است تجاوز نكند. در ايندرآمد شركت

گيريم. اين موضوع ما را به خريداري شده را با توجه به نرخ بهره در نظر ميي استهلاكي قبل خريد كالايي كه در چند دوره
ي ارزش فعلي پول پرداخت شده براي يك كالا و ارزش (قيمت) فعلي آن كالا در بازار، دهد كه با مقايسهاين امر سوق مي

  ا فروشنده است يا خير.بررسي كنيم كه آيا خريد و يا فروش آن كالا در بازار دسته دوم به نفع خريدار و ي
ي سازي جديد ارايه داديم و پس از آن با ساختن متر به محاسبهدر اين مقاله، ابتدا با استفاده از ارزش دفتري، يك پارامتري

ي توپولوژي و هندسه ديفرانسيل به بررسي ديدگاه اقتصاد رياضي ، ما از جنبه2انحناهاي ريچي و گاوسي پرداختيم. در بخش 

                                                            
 * نويسنده مسئول
1 Morse theory 
2 General Equilibrium Theory 
3 Equilibrium manifold 
4 Balasko 
5 Loi 
6 Matta 
7 Depreciation 
8 Book value 
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، استهلاك را با توجه به شرايط تعادل عمومي پارامتري سازي كرديم و مقاله را در بخش 3مومي پرداختيم. در بخش تعادل ع
  گيري خاتمه داديم.با نتيجه 4

 

 ديدگاه هندسه ديفرانسيلي نظريه تعادل عمومي .1

݅߱شود داشته باشيم و نمايش داده مي ݈  با که کالاھا ازی متناھ تعداد ميکن فرض ൌ ሺ߱1, . . . , ݈߱ሻ  يك سبد كالا باشد و
ॺنيز فرض كنيم  ൌ Թ௟ିଵ ൈ ሼ1ሽ  ݌و بردار قيمت ൌ ሺ݌ଵ, . . . , ௟ሻ݌ ∈ ॺ  ام ݈-موجود باشد كه نسبت به مولفه كالاي

݌نرمال شده باشد كه با  ൌ ሺ̅݌, 1ሻ ݌شود. به بيان ديگر نمايش داده ميഥ ൌ ሺ1݌, . . . , െ1ሻ݈݌ ∈ Թ൅൅
݈െ1  ݈݌و ൌ 1 .

بردار قيمت اين سبد دارايي است،  ݌داشته باشد كه بردار ݅߱اي ام دارايي اوليه-݅همچنين فرض كنيم هر خريدار يا فروشنده 
݅ݓ ∈ Թ

(پول) اين فرد است كه برابر با خالص درآمد وي، ناشي از فروش تمام كالاهاي سبد خودش  1مقدار خالص دارايي ݈
݅ݓاست، كه از ضرب داخلي به صورت  ൌ Ωآيد. فرض كنيم بدست مي ݅߱.݌ ൌ ܺ௠  ߱و ൌ ሺ߱ଵ, . . . , ߱௠ሻ ∈ Ω 

߱هاي تمام افراد خريدار يا فروشنده در فضاي اقتصادي است كهبيانگر مجموع دارايي ∈ Թା
ூ௅.  بردارهاي قيمت يمجموعه-

ܤدارايي (پولي) با  ൌ ॺ ൈ Թାା
௠ شود كه با نمايش داده ميԹ݈൅݉െ1  ܾوابرريخت است و ൌ ሺݓ,݌ଵ, . . . , ௠ሻݓ ∈

ॺ ൈ Թାା
௠داريم؛  ߱ي از بردار . با حذف آخرين مولفهഥ߱ ൌ ሺ߱1, . . . , ݈߱െ1ሻ ∈ Թ݈െ1  امين مولفه -݅و با حذف

ഥ߱െ݅داريم: ൌ ሺ߱1, . . . , ߱݅െ1,߱݅൅1, . . . , ݈߱െ1ሻ] .4[.  
Թ:݅ݑ 2تابع مطلوبيت

݈ → Թ 5هاي زير است [داراي ويژگي[.  
    هستند. هاي مرتبه اول اكيداً مثبتمشتق -1
߱، ሺ߱ሻ߱݅ݑ2ܦݐ߱فرم چهارتايي  -2 ∈ Թ௟شود كه تفاوتي محدود ميي فضاي مماس رويه منحني بي، به وسيله

  باشد.ماتريس هسين مي ሺ߱ሻ߱݅ݑ2ܦ
݅߱ي سبد محصولات براي هر مجموعه -3 ∈ Թ

  از پايين كراندار است. ݈
Թ൅൅:݂݅ 3تابع تقاضاي

ܮ ൈ Թ൅൅ → Թ كنند:يدر شرايط زير صدق م  
  هموار است. ݂݅ -1
2- ݂݅ሺܿ݌, ሻݓܿ ൌ ݂݅ሺݓ,݌ሻ براي هر ،ܿ ∈ Թାା, ݌		 ∈ Թାା

௅ , ݓ		 ∈ Թାା. 

3- ݂݅ሺݓ,݌ሻ. ݌ ൌ   .ݓ
  شود.براي هر فضاي اقتصادي، تعادل عمومي به صورت زير تعريف مي

෍݂݅

ܫ

݅ൌ1

ሺ݌, ሻ݅߱.݌ ൌ෍߱݅. 

                                                            
1 Net worth 
2 Utility function 
3 Demand function 
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Թା:1ܼي تقاضاي جمعياكنون معادله
௅ ൈ Թା

ூ௅ → Թ௅ :به صورت زير است  

ܼሺ݌, ߱ሻ ൌ෍ሺ ௜݂ሺ

ூ

௜ୀଵ

,݌ .݌ ߱௜ሻ െ ߱௜ሻ, 

,݌ሺܼكه يك فضاي اقتصادي هنگامي در حالت تعادلي است كه  ߱ሻ ൌ 0. 

ॺبعدي از -݈݉يزيرمنيفلد ܧتعادلي منيفلد ൈ Ω  است كه با فضاي اقليدسيԹ݈݉ :وابرريخت است و داريم  
ॺ ൈ Թ௠ ൈ Թሺ௟ିଵሻሺ௠ିଵሻ ≅ Թ௟௠, 			ܼ̅ିଵሺ0ሻ ൌ ,ܧ 			ܼ̅: ॺ ൈ Ω → Թ௟ିଵ 

  شود،اگر كل منابع ثابت باشد، تعادل به صورت زير تعريف مي

ሻݎሺܧ ൌ ሼሺ݌, ߱ሻ ∈ ॺ ൈ Ωሺݎሻ ∣ ෍ ௜݂

௠

௜ୀଵ

ሺ݌, .݌ ߱௜ሻ ൌ  ,ሽݎ

ݎكه  ∈ Թ௟ بردار منابع ثابت در فضاي اقتصادي است و داريم  

Ωሺݎሻ ൌ ሼ߱ ∈ Թ௟௠ ∣ ෍߱௜

௠

௜ୀଵ

ൌ  ሽݎ

  فرض كنيم

ሻݎሺܤ ൌ ሼሺ݌, ,ଵݓ . . . , ௠ሻݓ ∈ ॺ ൈ Թ௠ ∣ ෍ ௜݂

௠

௜ୀଵ

ሺ݌, ௜ሻݓ ൌ  .ሽݎ

:߮نگاشت ܧ → :ߨيك نگاشت پوشاي سابمرشن است و نگاشت تصوير طبيعي  ܤ ܧ → Ωباشد. نگاشتي هموار سره مي
ॺهموار زيرمنيفلد ܧدانيم كهمي ൈ Ω در ܧي متعارفياست و جادهندهॺ ൈ Ω  ߨهموار است، سپس: ܧ → Ω  كه تركيب

ॺر طبيعي، از ي متعارفي و تصويهاي جادهندهنگاشت ൈ Ω  بهΩ 6[ است.[  
ܾفرض كنيم  ൌ ሺݓ,݌ଵ, . . . , ௠ሻݓ ∈ ሺܾሻ݂و ܤ ൌ ሺ݌, ଵ݂ሺ݌, ,ଵሻݓ . . . , ௠݂ሺ݌,   گاه نگاشتآن ௠ሻሻݓ

:ݎܾ݁݅ܨ߶ ܧ → ॺ ൈԹ݉ 
,1߱,݌ሺݎܾ݁݅ܨ߶ . . . , ߱݉ሻ ൌ ሺ݌, ,1߱.݌ . . . ,  ሻ݉߱.݌

ሺॺ݂كه گيريم و ازآنجاييدرنظر مي ൈ Թ௠ሻ ൌ ܶ ⊂ ݎܾ݁݅ܨ߶پس  ܧ 	∘ ݂ ൌ هاي غيرتبادلي ي تعادلمجموعه ܶ، كه1
ॺو با  ܧهموارزيرمنيفلد ܶوابرريخت است. بالاسكو ثابت كرد كه ܤاست كه با ൈ Ω  وابرريخت است. تصوير وارون

ሺ݌, ,ଵݓ . . . , ሺ݈خطي كند كه هر فيبر زيرمنيفلد، فيبرهايي توليد ميݎܾ݁݅ܨ߶با استفاده از نگاشت ௠ሻݓ െ 1ሻሺ݉ െ 1ሻ-
  ].8، 7، 2است [ܧبعدي از

  كنيم:است، و ثروت مالي هر فرد و جامعه توابع كاربردي زير را معرفي مي  اكنون با استفاده از دارايي، كه به صورت كالا
:ߠ ॺ ൈ ሺԹ௟ሻ௠ → ܤ ൈ ሺԹ௟ିଵሻ௠ିଵ 
,݌ሺߠ ߱ሻ ൌ ሺ߮ሺ݌, ߱ሻ, ഥ߱ି௠ሻ 

:ߜ ܤ ൈ ሺԹ௟ିଵሻ௠ିଵ → ॺ ൈ ሺԹ௟ሻ௠ 
,݌ሺሺߜ ߱ଵ, . . . , ߱௠ሻ, ഥ߱ି௠ሻ ൌ ሺ݌, ߱ଵ, . . . , ߱௠ିଵ, ߱௠ሻ 

                                                            
1 Aggregate excess demand function  
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ߜ°ߠ ൌ ݅݀஻ൈሺԹ೗షభሻ೘షభ 
    به بيان ديگر

߮: ॺ ൈ Ω → ॺ ൈ Թ௠ 
ሺ݌, ߱ଵ, . . . , ߱௠ሻ ↦ ሺ݌, .݌ ߱ଵ, . . . , .݌ ߱௠ሻ 

ܤ ൌ ॺ ൈ ሺሿܽଵ, ܾଵሾൈሿܽଶ, ܾଶሾൈ. . .ൈሿܽ௠, ܾ௠ሾሻ 
:݂݅نگاشت  ॺ ൈሿܽ݅, ܾ݅ሾ→ Թ݈ كندمي باشد كه در شرط والراس صدقام مي-݅، نگاشت تقاضاي هر فرد  

.݌ ௜݂ሺ݌, ௜ሻݓ ൌ  ௜ݓ
گاه قيمت ثابت و انحنا صفر خواهد بود. لوي و فرد باشد، آنبالاسكو ثابت كرد كه براي هر اقتصاد اگر قيمت تعادلي منحصربه

براي هر  صفر باشد، ሻݎሺܧها يا خريداران يا فروشندگان اگر انحناي ماتا نشان دادند كه براي دو كالا و تعداد دلخواه از بنگاه
فرد بودن قيمت تعادلي، صفر بودن انحناست و اگر در  فرد است. در نتيجه، شرط لازم براي منحصربهاقتصاد تعادل منحصربه

  گاه قيمت تعادلي ثابت است.فردي باشد آناقتصادي قيمت منحصربه
߱اگر براي هر اقتصاد   1,1قضيه ∈ Ωሺݎሻ߱به   ݌ثابت است: بردار قيمت تعادليفرد باشد، تعادل متناظر تعادل منحصربه 

  ].9بستگي ندارد [
با توجه به ويژگي بهينه سازي پارتو نقطه تعادلي اقتصاد منحصر به فرد است و اين موضوع سبب منحصر به فردي بردار قيمت 

به خلف دو بردار قيمت  ثابت مي شود. اگر ሻݎΩሺتمام  تعادلي براي اقتصاد نيز خواهد شد، در نتيجه بردار قيمت تعادلي روي
و تعادل هاي وابسته  ሻݎΩሺبودن) براي هر اقتصاد موجود باشد و همچنين فرض كنيم  فردبهتعادلي متمايز (به دليل منحصر

كه بردار قيمت بر فضاي آنجاييگاه داراي بردارهاي قيمت متمايز نيز خواهند بود. ازها در دو مجموعه متمايز باشند، آنبه آن
قرار گيرند و يكديگر را  ሻݎΩሺ توانند موازي باشند و بايد در يك صفحهاقتصادي عمود است پس اين دو مجموعه نيز نمي

قطع كنند، كه با فرض يكتايي بردار قيمت در تناقض است. پس بردار قيمت يكتا و ثابت است و به اقتصادهاي موجود در 
Ωሺݎሻ .وابسته نيست  
݈فرض كنيم   1,2 قضيه ൌ است   ሻݎሺܧ، صفر بودن انحناي݌فرد بودن قيمت تعادلي . شرط لازم و كافي براي منحصربه2

]5.[ 

دهد و لويي و ماتا با فرض نتيجه مي را ሻݎሺܧبالاسكو ثابت كرده بود منحصر به فردي تعادل عرضه و تقاضا، صفر شدن انحناي
ي تعادل را بسط دادند و دريافتند براي فضاي شامل دو كالا و و يكتاي ሻݎሺܧيك ابررويه است ارتباط انحناي ሻݎሺܧاينكه

ها در تعداد دلخواه از خريداران، انحناي برشي صفر خواهد داشت اگر و فقط اگر يك قيمت تعادلي يكتا وجود داشته باشد. آن
ي پايه و نرمال متناسب بهره و ساخت فضاي مماس وابسته به رويه و انتخاب بردارها ሻݎሺܧروند اثبات خود از پارامتري سازي

 بردند.

پذيري است، كه مسير را براي وصل هاي توپولوژيكي همچون همبند راهي، همبند ساده و انقباضداراي ويژگي ሻݎሺܧمنيفلد
ሻݎሺܧ:߶كند. فرض كنيم وابرريختي ي دلخواه با استفاده از يك راه براي ما هموار ميكردن دو نقطه → Թ௟ሺ௠ିଵሻ  و
:௣߶݀نگاشت خطي  ௣ܶܧሺݎሻ → థܶሺ௣ሻԹ௟ሺ௠ିଵሻ  خواهيم متر ريماني را است، موجود باشد. اكنون مي ߶كه ديفرانسيل
ܺهموارروي يك منيفلد݃تعادلي تعريف كنيم. يك متر ريمانيروي منيفلد ∈ Թ௡هاي اي از ضرب، خانواده
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ܷ:߰كند. براي هر پارامتري موضعي حركت مي ݔبه  نسبتܺ است كه به صورت هموار روي ܺݔܶرويݔ݃داخلي ⊂ Թ௞ →

,1ߥ، بردارهاي ܺ 2ߥ ∈ Թ
ሻݑሺ߰وجود دارند به طوري كه  ݇ ൌ ݑو نگاشت  ݔ ↦ ݃௫ሺ݀߰௨ሺߥଵሻ, ݀߰௨ሺߥଶሻሻ, ܷروي 

را همراه  Թ݊جا متر اقليدسي در شود. در اينريماني ناميده ميهموار همراه با يك متر ريماني، منيفلدهموار است. يك منيفلد
,1ߥሺ݊ܽܿ݃با يك ضرب داخلي استاندارد به صورت  2ሻߥ ൌ .1ߥ  از منيفلد يزيرمنيفلد ܺكنند. فرض كنيمتعريف مي2ߥ

,ሺܻريماني ݄ሻ  پردازيم. كنيم. اكنون به تعريف متر برگردان ميتعريف مي ܺܶبه فضاي مماس ݄را با تحديد  ݃باشد و متر
ܺ:߶فرض كنيم  →  ܺشود را روييك متر ريماني كه متر برگردان ناميده مي ܻروي݄يك وابرريختي باشد و متر ريماني  ܻ

  شود.شود و به صورت زير تعريف مينمايش داده مي ሺ݄ሻ∗߶كند و با القا مي
ሺ߶∗ሺ݄ሻሻ௫ሺߥଵ, ଶሻߥ ൌ ݄థሺ௫ሻሺ݀߶௫ሺߥଵሻ, ݀߶௫ሺߥଶሻሻ, ݔ∀				 ∈ ܺ, ,ଵߥ∀		 ଶߥ ∈ ௫ܶܺ. 

:ߛك خم هموار ي ܫ → ,ሺܺريماني يك ژئودزيك روي منيفلد ܺ ݃ሻ ي دوم روي فضاي مماس است اگر مشتقات مرتبه
ݔبرابر با صفر شود و براي هر ݐبراي هر ܺدر  ሻܺݐሺߛܶ ∈ اين ژئودزيك يكتاست و يك ژئودزيك مينيمال براي وصل  ܺ

به وسيله  ሺܾሻߛتا ሺܽሻߛاز  ߛكند.  طول خم تناهي نقطه تعادلي بحراني را قطع ميي تعادلي عادي، تعداد مكردن دو نقطه

׬ ሺ
ܾ
ܽ ሻሺሺݐሺߛ݃

ߛ݀
ݐ݀
ሻ, ሺ݀ߛ

ݐ݀
ሻሻሻ

1
ߛ݀آيد كه به دست مي ݐ2݀

ݐ݀
  ].11، 10باشند. [مي ݐنسبت به  ߛمشتق  

:ߛفرض كنيم  ܷ → Թଷ11݃ك نگاشت و توابع ي, ݃12, ݃22:ܷ → Թ :به صورت زير تعريف شده باشند  
݃11 ൌ∥ ݔߛ ∥

2 ,								݃12 ൌ ݃21 ൌ 22݃								,ݕߛݔߛ ൌ∥ ݕߛ ∥
2. 

ܩفرم  ൌ ଵ݃ଵ	݀ݔଶ ൅ 2 ଵ݃ଶ	݀ݕ݀ݔ ൅ ݃ଶଶ	݀ݕଶ  شود. نماد كريستوفل نوع ناميده مي ߛيك فرم نوع دوم براي نگاشت
Γ݆݅دوم 

  ]،13، 12شود [به صورت زير تعريف مي ݇

Γ݆݅
݇ ൌ

1
2
݆ߣሺ߲݅݃ߣ݇݃ ൅ ݅ߣ݆߲݃ െ  ,ሻ݆݅݃ߣ߲

݆ܴ݇݅كه با  ܴهاي انحناي ريمان و مولفه
  شود به فرم نمايش داده مي ݏ

ܴ݆݅݇
ݏ ൌ෍Γ݅݇

݈

݈

Γ݆݈
ݏ െ෍Γ݆݇

݈

݈

Γ݈݅
ݏ ൅

߲
݆ݔ߲

Γ݅݇
ݏ െ

߲
݅ݔ߲

Γ݆݇
ݏ , 

  توان تانسور انحناي ريمان را به شكلشود. به اضافه ميمحاسبه مي

ݏ݆ܴ݇݅ ൌ෍ܴ݆݅݇
݈

݈

ݏ݈݃ ⇒ ܴ݆݆݅݅ ൌ ෍ܴ݆݅݅
݈

݈

݈݆݃ ൌ ܴ݆݅݅
1 ݃1݆ ൅ ܴ݆݅݅

2 ݃2݆, 

  بازنويسي كرد و همچنين انحناي ريچي به صورت 

ܴ݅ܿ௣ሺݐ, ሻܬ ൌ
1

݊ െ 1
෍ܴ௜௝௜௝
௜௝

, 

 و انحناي ريمان به حالت

,ݐሺܭ  )1( ሻܬ ൌ
1
݊
෍ܴ ݅ܿ௣ሺݐ, ሻܬ ൌ

1
݊ሺ݊ െ 1ሻ

෍ሺܴ௜௝௜௝ሻ 

  باشد.مي
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 سازي استهلاك و انحناهاپارامتري .2

خريدار، شرط تعادل عرضه و تقاضا حاكم باشد. اگر فرض  ݉منبع مستهلك ثابت و ݎفرض كنيم در يك بازار دسته دوم با
݈كنيم  ൌ ݉ ൌ   آنگاه 2

ሻݎሺܤ ൌ ሼሺݏሺݐሻ, ,ሻݐଵሺݓ ሻሻݐଶሺݓ ∣ ଵ݂ሺݏሺݐሻ, ሻሻݐଵሺݓ ൅ ଶ݂ሺݏሺݐሻ, ሻሻݐଶሺݓ ൌ  ,ሻሽݐሺݎ
  تعادلي به صورتو منيفلد

ሻݎሺܧ ൌ ሼሺݏሺݐሻ, ߱ଵ
ଵ, ߱ଵ

ଶሻ ∣ ଵ݂
ଵሺݏሺݐሻ, ሻ߱ଵݐሺݏ

ଵ ൅ ߱ଵ
ଶሻ ൌ ଶ݂

ଵሺݏሺݐሻ, ଵݎሻሺݐሺݏ െ ߱ଵ
ଶሻ ൅ ଶݎ െ ߱ଵ

ଶሻ ൌ  .ଵሽݎ

1߱قيمت كالاي مستهلك و  ሻݐሺݏخواهد بود. بايد در نظر داشته باشيم كه
1߱تقاضاي خريدار اول از كالاي مستهلك اول و  1

2 
توان آن را به روش خط مستقيم به صورت تقاضاي شخص دوم از كالاي مستهلك اول است. با توجه به تعريف استهلاك مي

  زير محاسبه كرد

ܬܦ ൌ
ܬ
ܰ
ሺ݌ െ  ,ሻݏ

قيمت كالا در ابتداي خريد  ݌ي استهلاكي است وقيمت كالا در انتهاي هر دوره ݏكل عمر مورد انتظار براي يك كالا و ܰكه 
يعني زماني كه كالا به حالت مستهلك خريده شده يا نو بود. ارزش دفتري كالا برابر با تفاضل قيمت اوليه كالا در هنگام خريد 

  شود:ها استهلاكي است كه به صورت زير بيان ميو قيمت كالا به عنوان كالاي مستهلك در انتهاي دوره

.ܤ.  )2( ௃ܸ ൌ ݌ െ
௃

ே
ሺ݌ െ  ሻݏ

ها استهلاكي براي خريد كالا مسئله اصلي كه بايد مورد توجه قرار گيرد اين است كه بايد ارزش فعلي پولي كه در ابتداي دوره
شود، را با ارزش فعلي كالاي مستهلك در بازار دسته دوم مقايسه خرج كرديم، كه در اصل دارايي ما در آن زمان محسوب مي

بوده، ثروت و دارايي خود را صرف خريد كالاي مورد نظر   t=0كنيم. اگر فرض كنيم فروشنده فعلي كه خريدار كالا در زمان 
اين امر بايد از فرمول مرابحه كرد، اكنون چه مقدار سرمايه داشت. براي كرد و آن مقدار پول را دربانك سپرده گذاري مينمي

  باشدمركب استفاده كرد كه به صورت زير مي

ݓ  )3( ൌ ሺ1݌ ൅ ݅ሻ௃, 

  باشد.نرخ بهره مي ݅كه
  كنيمهاي استهلاك به صورت زير بازنويسي ميرا با توجه دوره )3(اينك فرمول 

ሻݐሺݓ  )4( ൌ ݐሺݓ െ ሻሺ1ܬ ൅ ݅ሻ௃, 

  داريم: )2(و با جايگذاري آن در  )4(در نهايت با استفاده از فرمول 

.ܤ ௃ܸ ൌ ሻݐሺݓ െ
ܬ
ܰ
ሺݓሺݐሻ െ  .ሻሻݐሺݏ

  هاي استهلاك به صورت حال پارامتري سازي را با استفاده از زمان و دوره 
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߶ሺݐ, ሻܬ ൌ ሺݏሺݐሻ, ,ܬ ሻݐሺݓ െ
ܬ
ܰ
ሺݓሺݐሻ െ  .ሻሻሻݐሺݏ

كنيم ارزش كالاي دسته دوم هاي اقتصادي و نظريه تعادل عمومي، فرض مياستفاده از انگارهكنيم. از طرف ديگر با ارايه مي
ሻ௧ୀேݐሺݏدر پايان طول عمر مفيد، برابر با صفر شود يعني  ൌ هاي استهلاكي طي شده بايد كمتر از كل طول عمر و دوره 0

ܬكالا باشد يعني  ൏   ؛ در نتيجهܰ

ሻݐሺݓ െ
ܬ
ܰ
ሺݓሺݐሻ െ ሻሻݐሺݏ ൌ 0, 

ሻݐሺݓ بنابراين  ൌ ߣكه ,ሻݐሺݏߣ ൐ ߣو  1 ൌ ௃

ேି௃
. 

  كنيم،را به صورت زير محاسبه مي ߶مشتقات جزيي پارامتري 

߶ሺݐ, ሻܬ ൌ ሺݏሺݐሻ, ,ܬ ሻݐሺݓ െ
ܬ
ܰ
ሺݓሺݐሻ െ  ,ሻሻሻݐሺݏ

ݐ߶ ൌ ሺݏ′ሺݐሻ,0,ݓ′ሺݐሻ െ
ܬ
ܰ
ሺݓ′ሺݐሻ െ  ,ሻሻሻݐሺ′ݏ

ܬ߶ ൌ ሺ0,1,െ
1
ܰ
ሺݓሺݐሻ െ  ,ሻሻሻݐሺݏ

ݐݐ߶ ൌ ሺݏ′′ሺݐሻ,0,ݓ′′ሺݐሻ െ
ܬ
ܰ
ሺݓ′′ሺݐሻ െ  ,ሻሻሻݐሺ′′ݏ

ܬܬ߶ ൌ ሺ0,0,0ሻ, 

ܬݐ߶ ൌ ݐܬ߶ ൌ ሺ0,0,െ
1
ܰ
ሺݓ′ሺݐሻ െ  ,ሻሻሻݐሺ′ݏ

  دست مي آيد،و بردار نرمال به صورت زير به

ሬ݊ሬԦ ൌ
ݐ߶ ∧ ߶݆
ݐ߶‖ ∧ ߶݆‖

ൌ 

 

ሺ
െݏܬᇱሺݐሻ െ ሺܰ െ ሻݐᇱሺݓሻܬ

ඥሺܰଶ ൅ ଶܬ ൅ ሻݐଶሺݏ െ ሻଶݐᇱሺݏሻሻݐሺݏሻݐሺݓ2 ൅ ሻሺܰݐᇱሺݓܬ2 െ ሻݐᇱሺݏሻܬ ൅ ሻଶሺܰݐᇱሺݓ െ ሻܬ
, 

 

ሻݐሺݓሻሺݐሺ′ݏ െ ሻሻݐሺݏ

ටሺܰ2 ൅ 2ܬ ൅ ሻݐ2ሺݏ െ ሻ2ݐሺ′ݏሻሻݐሺݏሻݐሺݓ2 ൅ ሻሺܰݐሺ′ݓܬ2 െ ሻݐሺ′ݏሻܬ ൅ ሻ2ሺܰݐሺ′ݓ െ ሻܬ
, 

 

ሻݐሺ′ݏܰ

ටሺܰ2 ൅ 2ܬ ൅ ሻݐ2ሺݏ െ ሻ2ݐሺ′ݏሻሻݐሺݏሻݐሺݓ2 ൅ ሻሺܰݐሺ′ݓܬ2 െ ሻݐሺ′ݏሻܬ ൅ ሻ2ሺܰݐሺ′ݓ െ ሻܬ
ሻ. 

  
  كنيمهاي متر را به شكل زير ارايه مياكنون مولفه
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݃11 ൌ ‖ݐ߶‖
2 ൌ ሺ

ሺܰ െ ሻݐሺ′ݓሻܬ ൅ ሻݐሺ′ݏܬ
ܰ

ሻ2 ൅ ሺݏ′ሺݐሻሻ2, 

 

݃22 ൌ ‖߶݆‖
2 ൌ ሺ

ሻݐሺݓ െ ሻݐሺݏ
ܰ

ሻ2 ൅ 1, 

 

݃12 ൌ ݃21 ൌ ݐ߶݆߶ ൌ
ሺሺܰ െ ሻݐሺ′ݓሻܬ ൅ ሻݐሺݏሻሻሺݐሺ′ݏܬ െ ሻሻݐሺݓ

ܰ2 , 

  
  به فرم gو متر 

݃ ൌ ሾሺ
ሺܰ െ ሻݐᇱሺݓሻܬ ൅ ሻݐᇱሺݏܬ

ܰ
ሻଶ ൅ ሺݏᇱሺݐሻሻଶሿ	݀ݐଶ

൅ 2ሾ
ሺሺܰ െ ሻݐᇱሺݓሻܬ ൅ ሻݐሺݏሻሻሺݐᇱሺݏܬ െ ሻሻݐሺݓ

ܰଶ ሿ	݀ܬ݀ݐ 

 

൅ሾሺ
ሻݐሺݓ െ ሻݐሺݏ

ܰ
ሻଶ ൅ 1ሿ	݀ܬଶ, 

  خواهد بود كه فرم بنيادي نوع دوم است.
݆݇݃݇݅݃هاي متر با استفاده از وارون مولفه ൌ ݆ߜ

  آوريم،بدست مي ݅
 

݃ଵଵ ൌ
ሻݐଶሺݓ െ ሻݐሺݏሻݐሺݓ2 ൅ ሻݐଶሺݏ ൅ ݊ଶ

ሺܰଶ ൅ ଶܬ ൅ ሻݐଶሺݏ െ ሻݐሺݏሻݐሺݓ2 ൅ ሻሻଶݐᇱሺݏሻሻሺݐଶሺݓ ൅ ሺܰܬ2 െ ሻݐᇱሺݏሻݐᇱሺݓሻܬ ൅ ሺݓᇱሺݐሻሻଶሺܰ െ ሻଶܬ
, 

 

݃ଵଶ ൌ
ሺݓᇱሺݐሻሺܰ െ ሻܬ ൅ ሻݐሺݓሻሻሺݐᇱሺݏܬ െ ሻሻݐሺݏ

ሺܰଶ ൅ ଶܬ ൅ ሻݐଶሺݏ െ ሻݐሺݏሻݐሺݓ2 ൅ ሻሻଶݐᇱሺݏሻሻሺݐଶሺݓ ൅ ሺܰܬ2 െ ሻݐᇱሺݏሻݐᇱሺݓሻܬ ൅ ሺݓᇱሺݐሻሻଶሺܰ െ ሻଶܬ
, 

 

 
  

  اندنمادهاي كريستوفل نوع دوم نيز در زير محاسبه شده

Γଵଶଶ ൌ Γଶଵଶ ൌ
ሺݓᇱሺݐሻ െ ሻݐሺݓሻሻሺݐᇱሺݏ െ ሻݐᇱሺݏሻሻݐሺݏ

ሺܰଶ ൅ ଶܬ ൅ ሻݐଶሺݏ െ ሻݐሺݏሻݐሺݓ2 ൅ ሻሻଶݐᇱሺݏሻሻሺݐଶሺݓ ൅ ሺܰܬ2 െ ሻݐᇱሺݏሻݐᇱሺݓሻܬ ൅ ሺݓᇱሺݐሻሻଶሺܰ െ ሻଶܬ
, 
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Γ22
1 ൌ Γ22

2 ൌ 0, 
  دست آمده است،به شكل زير به 1-2و در نهايت انحناي اسكالر با استفاده از فرمول 

  

ܭ ൌ െሾ
ሻݐᇱሺݏሻሺݐᇱሺݏܰ െ ሻሻݐᇱሺݓ

ሺܰଶ ൅ ଶܬ ൅ ሻݐଶሺݏ െ ሻݐሺݏሻݐሺݓ2 ൅ ሻሻଶݐᇱሺݏሻሻሺݐଶሺݓ ൅ ሺܰܬ2 െ ሻݐᇱሺݏሻݐᇱሺݓሻܬ ൅ ሺݓᇱሺݐሻሻଶሺܰ െ ሻଶܬ
ሿଶ. 

  
بايد صفر شود. در نتيجه   ሻݎሺܧانحناي  ،0 ، با استفاده از قضيهሻݐሺݏفردي قيمت كالاي مستهلك براي نشان دادن منحصربه
  آيد:دست ميمعادله ديفرانسيل زير به

ሻݐሺ′ݏ െ ሻݐሺ′ݓ ൌ 0, 
  و در كل داريم

ሻݐሺݓ  )5( ൌ ሻݐሺݏ ൅ ܿ. 

 

 گيرينتيجه. 3

استفاده از تعاريف اوليه اقتصادي و فرضيات نظريه تعادل عمومي، توپولوژي و هندسه ديفرانسيل، يك پارامتريدر اين مقاله، با 
كه با  فرض شرط تعادلي، صفر شدن ي شرط تعادلي و ارزش دفتري ارايه داديم. ازآنجاييسازي جديد براي استهلاك بر پايه

  آيد.دست ميبه )5( يخواهند بود، معادلهانحنا و يكتايي قيمت تعادلي لازم و ملزوم هم 
ارزش فعلي كالاي مستهلك در بازار دسته دوم است،  ሻݐሺݏارزش فعلي بهاي پرداخت شده براي كالا و  ሻݐሺݓبا فرض اينكه 

ሻݐሺݓضمن مقايسه اين دو مقدار، اگر  ൐ بايد به طور اكيد كمتر از صفر باشد تا تعادل حاكم باشد و فروشنده با  ܿ، ሻݐሺݏ
ሻݐሺݓفروش كالا متضرر شده و اگر  ൏ روش همراه با به طور اكيد بزرگتر از صفر است كه يعني ف ܿ، درحالت تعادليሻݐሺݏ

  سود بوده است.
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