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Introduction 
One of the structures that is notable in dynamical systems are strongly 
continuous semigroups or -semigroups. Concepts like hypercyclicity, 
transitivity and recurrency are defined for them. A -semigroups  on 
a Banach space  is called recurrent if for any nonempty open set  of  there 
exists 0 such that ∩ ∅. 
Mathematicians in recent decade defined some newer concepts like subspace-
hypercyclicity and subspace-transitivity for -semigroups. We want to 
introduce the idea of subspace-recurrent for -semigroups and by this, extend 
the concept of recurrent -semigroups. Also, we are interested in 
investigating the properties of this type of -semigroups. 
 
Material and Methods 
In this paper, we introduce subspace-recurrent -semigroups and investigate 
their properties. Also, we state some sufficient conditions for subspace-
recurrency by using open sets and dense sets. 

Results and discussion 
We prove that subspace-recurrent -semigroups exist on both finite 
dimensional and infinite dimensional Banach spaces. We show that if a -
semigroup contains a subspace-recurrent operator, then it is a subspace-
recurrent -semigroup. 
We define subspace-recurrent vectors. Suppose  is a -semigroup on 
a Banach space  and  is a closed subspace of . A vector ∈  is called 
an -recurrent vector for  if there exists an increasing sequence  
of positive real numbers such that → . We state that if a -semigroup 
has a dense set of subspace-recurrent vectors, it is subspace-recurrent. 
We show that some conditions for a -semigroup leads to its subspace-
recurrency. For instance, suppose  is a -semigroup on a Banach space 

 and  be a closed subspace of  and  and  be two dense subspaces of  
such that ⊆  and ⊆  such that  
	 → 0, when ∈  and → ∞, 
	 → , when ∈  and → ∞. 

Then  is subspace-recurrent with respect to . 

Conclusion 
The following conclusions are obtained from this research. 



 The set of hypercyclic -semigroups is a proper subset of the set of 
subspace-recurrent -semigroups. 

 The idea of subspace-recurrent for -semigroups is an extension of 
the concept of recurrent -semigroups. 

 Subspace-recurrent -semigroups exist on any infinite dimensional 
Banach spaces. 
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-بازگشتي باشد، زيرفضا-اي چگال از بردارهاي زيرفضاگروه كه داراي مجموعهنيم-دهيم كه هر نشان مي
دهيم كه بر ها ارائه ميگروهنيم-بازگشتي بودن -بازگشتي است. همچنين چند شرط كافي براي زيرفضا
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  ازهاات و پيشنيمقدم
در  و  ناميم اگر براي هر دو مجموعه باز مي 1را ترايا روي فضاي باناخ  يك فضاي باناخ باشد. عملگر  فرض كنيم 

∩يافت شود به قسمي كه  ، عدد طبيعي  -باشد و مجموعه گوييم اگر ترايامي 2را آشوبناك . عملگر ∅

وجود داشته باشد كه  كه عدد طبيعي مانند  داشته باشد، يعني بردارهايي همانند  3متناوباي چگال از بردارهاي 
اي طبيعي داشته باشيم  ، براي در  ناميم اگر براي هر مجموعه باز مي 4را بازگشتي . همچنين عملگر 

∩ ∅ ]9 .[  
العه هاي ديناميكي مورد مطهايي هستند كه در نظريه سيستمن و غيره از ويژگيترايا بودن، آشوبناك بودن و بازگشتي بود

توان اطلاعات ] مي9] و [2ها در دو دهه اخير رشد سريعي به خود گرفته است. در منابع [گيرند. بررسي اين ويژگيقرار مي
 ها به دست آورد.هاي ديناميكي و خواص آنوسيعي درباره سيستم

ها گروهنيم-يا  5هاي به طور قوي پيوستهگروهها مورد توجه است، نيمخواص نامبرده در آن بررسيايي كه يكي از ساختاره
 هستند.

ناميم اگر  گروه مينيم-گروه به طور قوي پيوسته يا را يك نيم از عملگرها روي فضاي باناخ  يك خانواده 
,، براي هر  limو همچنين   داشته باشيم  0

→
  .0و هر  ∋براي هر  

ناميم اگر را ابردوري مي گروه نيم-] معرفي شد. 7و ترايا توسط دش و همكاران در[ 6هاي ابردوريگروهنيم-
  ه باشد به قسمي كهوجود داشت ∋

, : 0	 . 
يافت را طوري  0، بتوان در  و  ناميم هرگاه براي هر دو مجموعه باز را ترايا مي گروه نيم-همچنين 

∩كه  ]. 186، ص 9[ گروه باهم معادل هستندنيم-وري بودن يك شود كه ترايا بودن و ابرد. ثابت مي∅
گروه ابردوري روي نيم-] ولي هيچ 4. 2، قضيه4هاي ابردوري روي هر فضاي باناخ با بعد نامتناهي وجود دارند[گروهنيم-

هاي گروهنيم-حاوي مطالب جالبي درباره  نيز] 8] و [6هاي []. مقاله15. 7، قضيه9[ فضاهاي باناخ با بعد متناهي وجود ندارد
 ابردوري و ترايا است.

باشد، يعني  در  متناوباي چگال از بردارهاي ناميم اگر داراي مجموعهرا آشوبناك مي گروه تراياي نيم-
-. بر خلاف ، 0ه براي يك وجود داشته باشد به طوري ك عضو  اي چگال از بردارهايي مانند مجموعه

ها توان روي آنگروه آشوبناكي را نمينيم-هاي ابردوري، فضاهاي باناخي با بعد نامتناهي وجود دارند كه هيچ گروهنيم
- 7جمع مستقيم و متناوبهاي بردارهاي توانيد نكاتي را در مورد ويژگي] مي12] و [3]. در مراجع [3,3ه ، قضي4ساخت [

                                                            
1 Transitive 
2 Chaotic 
3 Periodic 
4 Recurrent 
5 Strongly continuous semigroups 
6 Hypercyclic 
7 Direct sum 
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  هاي آشوبناك مشاهده كنيد.گروهنيم
ناميم هرگاه براي هر را بازگشتي مي روي  گروه نيم-هاي بازگشتي تعريف شده است. گروهنيم-] 11در [

∩يافت شود به قسمي كه  0، در  مجموعه باز  هاي گروهبت شده است كه نيم] ثا11. در [∅
هاي ابردوري و آشوبناك، زير مجموعه اكيدي از گروهنيم-بازگشتي روي فضاهاي با بعد متناهي نيز وجود دارند. بنابراين 

  هاي بازگشتي هستند.گروهنيم-
يك  يك فضاي باناخ و  اند. فرض كنيم ابردوري و زيرفضا ترايا ارائه و بررسي شده-هاي زيرفضاگروهنيم-]، 14در [

داشته  وجود ∋ناميم اگر مي ابردوري نسبت به -را زيرفضا گروه نيم-زيرفضاي بسته و ناصفر از آن باشد. 
   باشد به قسمي كه

, ∩ . 
 0، در توپولوژي نسبي  و  ناميم هرگاه براي هر دو مجموعه باز ترايا مي-را  گروه نيم-همچنين 

] ثابت 1. 2، قضيه14[ طور كه درباشد. همان اي باز و ناتهي از شامل مجموعه ∩يافت شود به قسمي كه 
توانيد چند ] هم مي13همچنين در [ .دهدردوري بودن را نتيجه مياب-گروه، زيرفضانيم-ترايا بودن يك -شده است، زيرفضا

  ها، مشاهده كنيد.گروهنيم-ترايا بودن -ابردوري بودن و زيرفضا-شرط كافي براي زيرفضا
بازگشتي -هاي زيرفضاگروهنيم-دهيم كه كنيم. نشان ميرا تعريف مي 8بازگشتي-هاي زيرفضاگروهنيم-در اين مقاله 

گروه نيم-كنيم كه هر روي فضاهاي با بعد متناهي و نسبت به زيرفضاهاي با بعد متناهي نيز وجود دارند. همچنين ثابت مي
-كنيم كه هر كنيم و ثابت ميرا تعريف مي 9بازگشتي-بازگشتي نيز است. به علاوه، بردارهاي زيرفضا-بازگشتي، زيرفضا

بازگشتي است. همچنين -گروهي زيرفضابازگشتي باشد، خود نيم-اي چگال از بردارهاي زيرفضامجموعه گروه كه داراينيم
هاي چگال هاي باز و مجموعهشود كه بر پايه مجموعهها ارائه ميگروهنيم-بازگشتي بودن -چند شرط كافي براي زيرفضا

  در يك زيرفضا بيان شده است.
 

 نتايج اصلي. 1

-را زيرفضا روي  گروه نيم-اي از آن باشد. زيرفضاي بسته يك فضاي باناخ و  فرض كنيم   .1,1تعريف 
يافت  اي طوري 0، در توپولوژي نسبي  ناميم اگر براي هر مجموعه باز بازگشتي مي-يا  بازگشتي نسبت به 

  ناتهي باشد. ∩شود كه 

≕نسبت به زيرفضاي  ⊕گاه باشد، آن گروهي بازگشتي روي فضاي نيم- ،اگر  .2,1ثال م

⊕   بازگشتي است. -، زيرفضا⊕روي فضاي  0

                                                            
8 Subspace-recurrent 
9 Subspace-recurrent vectors 
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در  ر مجموعه باز ناميم اگر براي هبازگشتي مي-، از  	 را نسبت به زيرفضاي بسته روي فضاي باناخ  عملگر 
]. قضيه 10، باز و ناتهي باشد[در توپولوژي نسبي  ∩يافت شود به قسمي كه  0،  10توپولوژي نسبي
بازگشتي -گروه، خود زيرفضانيم-گاه بازگشتي باشد، آن-گروهي داراي عملگري زيرفضانيم-كند كه اگر بعدي بيان مي

  است.

 0باشد. اگر  اي از زيرفضاي بسته و  گروهي بازگشتي روي فضاي نيم- ،فرض كنيم  .3,1قضيه 
  بازگشتي است.-نيز  گاه بازگشتي باشد، آن-عملگري  وجود داشته باشد كه 

است، بنابراين  بازگشتي نسبت به -زيرفضا باشد. از آنجا كه  اي باز در توپولوژي نسبي مجموعه فرض كنيم  برهان.
∩وجود دارد كه  ∋ ∩. پس ، ∋گروه براي هر . با توجه به تعريف نيم∅

ار است.                                                                                     نيز برقر بازگشتي بودن براي -. در نتيجه تعريف ∅

بازگشتي را براي -توانيم بردار تعريف شده است. به همين ترتيب مي گروهنيم-، بردار بازگشتي براي يك ]11[در 
  تعريف كنيم.                                                                                         Xاز  فضاي بسته زير

بازگشتي براي -را  ∋زيرفضايي بسته از آن باشد. بردار  Mيك فضاي باناخ و  Xكنيم فرض  )]11[(. 4,1تعريف 
  .→وجود داشته باشد به طوري كه از اعداد حقيقي مثبت  م هرگاه دنباله صعودي ناميمي گروه نيم

  دهيم.نشان مي را با  بازگشتي -مجموعه بردارهاي 

  بازگشتي است.  -گروهي نيم-، گاه ، آنMاگر  .5,1قضيه 

وجود   چگال است پس در  باشد. چون  اي باز در توپولوژي نسبي مجموعه فرض كنيم  برهان.
  دارد به قسمي كه

                                           )1      (∈ ∩	 .  

∋كه  وجود دارد به قسمي . در نتيجه عدد →توان يافت به قسمي كه را مي بنابراين دنباله صعودي 

  . پس

)2      (∈ .  

∋شود كه ) نتيجه مي2) و (1حال از ( ∩          .                                                     

  . يافت شود به قسمي كه  0ناميم اگر مي  گروهنيم-را يك نقطه متناوب براي  نقطه 

                                                            
10 Relative topology 
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باشد، يك بردار  زيرفضاي بسته  گروه، در صورتي كه عضونيم-دهيم كه هر نقطه متناوب از يك در لم بعد نشان مي
  بازگشتي است. -

-اي متناوب از كه نقطه ∋اي از آن باشد. هر نقطه زيرفضاي بسته Mيك فضاي باناخ و  Xفرض كنيم  .6,1لم 
  بازگشتي براي آن است.-Mباشد، يك نقطه  گروه نيم

شود كه اي يافت مي 0باشد. بنابراين   گروهنيم-اي متناوب براي نقطه ∋فرض كنيم  برهان.
  داريم، ∋گروه براي هر هاي نيم. با توجه به ويژگي

. 

  را دنباله صعودي مورد نظر انتخاب كنيم.      . در نتيجه كافي است دنباله →بنابراين 

  ، نتيجه زير را داريم:5,1ه و قضي 6,1م با توجه به ل

هاي اي چگال از نقطهمجموعه از  M، در زيرفضاي بسته روي فضاي باناخ  گروه نيم-اگر  .7,1نتيجه 
  بازگشتي است.-M، گاه متناوب داشته باشد، آن

:، 0گروهي باشد كه براي هر نيم-، فرض كنيم  .8,1مثال  →  	و با ضابطه  	
∋تعريف شده است كه در آن  : | |  ( 		نشان داده شده است كه اگر  ]11[از  1. در مثال1

اي چگال از بردارهاي بازگشتي ، مجموعهو در نتيجه  گاه ) را در نظر بگيريم، آن1د طبيعي بزرگتر از يك عد
  گاهباشد، آن ∋دارد. حال اگر  در 

⊕0 ∈ ⊕ . 
  گاه، آن→زيرا اگر 

⊕ ⊕0 → ⊕ 0. 

≕بنابراين اگر زيرفضاي  ⊕ -اي چگال از بردارهاي مجموعه ⊕را در نظر بگيريم، مجموعه  0
بازگشتي روي فضاي با بعد متناهي -گروه يك نيم ⊕، مجموعه  7دارد. پس بنا به نتيجه بازگشتي در 

≕زيرفضاي با بعد متناهي و نسبت به  ⊕ ⊕   است. 0

  توان قضيه بعدي را بيان كرد.بنابراين مي

بازگشتي روي فضاهاي با بعد متناهي و نسبت به زيرفضاهاي با بعد متناهي هم قابل -هاي زيرفضاگروهنيم- .9,1قضيه 
  ساخت هستند.
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روي فضايي با بعد متناهي، نسبت به زيرفضايي با بعد متناهي بازگشتي را -گروهي زيرفضانيم-، 8,1ل در مثا برهان.
بازگشتي روي فضاهاي با بعد متناهي، نسبت به زيرفضاهاي با بعد متناهي هم قابل -هاي زيرفضاگروهنيم-ساختيم. پس 

                                                                                    ساخت هستند.                                                                             

   بازگشتي نيز است. -گروه بازگشتي، زيرفضانيم-كنيم كه هر در ادامه ثابت مي

  بازگشتي است.-، زيرفضاروي فضاي باناخ با بعد نامتناهي  شتي گروه بازگنيم-هر  .10,1قضيه 

. از طرفي X، ]11[از 3باشد. بنا به قضيه گروه بازگشتي روي نيم-يك  فرض كنيم  برهان.
∩وجود دارد كه  از  ، زيرفضاي بسته و نابديهي ]1[از  1,2بنا به قضيه  M پس . 

است.                              بازگشتي نسبت به -زيرفضا ، 5,1ه دارد. درنتيجه بنا به قضي اي چگال از بردارهاي بازگشتي در مجموعه
  

 هاي متنوعي همانند مثال بعد بسازيم.گروهنيم-توانيم مي 10,1ه به كمك قضي

تعريف  با ضابطه  0كه براي هر  بينيم كه ] مي11از [ 2در مثال .11,1مثال 
  بازگشتي است.-زيرفضا ، 10است. در نتيجه بنا به قضيه 	بازگشتي روي فضاي گروهينيم-، شده است

  توان به دست آورد.، نتيجه بعدي را مي10,1ه با استفاده از قضي

  هاي بازگشتي روي هر فضاي باناخ با بعد نامتناهي وجود دارند.گروهنيم- .12,1قضيه 

هاي گروهنيم-طور كه در مقدمه بيان شد، يك فضاي باناخ با بعد نامتناهي باشد. همان يم فرض كن برهان.
گروه ترايا نيم-هاي ترايا روي هر فضاي باناخ با بعد نامتناهي وجود دارند. اما بنا به تعريف گروهنيم-ابردوري و در نتيجه 
بازگشتي نيز -زيرفضا ، 10,1ه گروه ترايا، بازگشتي نيز است. اكنون بنا به قضينيم-كه هر  شودبه آساني ديده مي

  هاي بازگشتي روي هر فضاي باناخ با بعد نامتناهي وجود دارند.        گروهنيم-است. پس 

  
 بازگشتي بودن-چند شرط كافي براي زيرفضا. 2

  كنيم.بازگشتي بودن ارائه مي-هاي متناوب، يك شرط كافي براي زيرفضابا استفاده از نقطه در اين بخش، ابتدا

هاي متناوب داشته باشد، اي چگال از نقطهكه مجموعه روي فضاي با بعد نامتناهي  گروه نيم-هر  .2,1ه قضي
  بازگشتي هستند. -آشوبناك، زيرفضاهاي گروهنيم-بازگشتي است. به ويژه، -زيرفضا

 1,2بنا به قضيه . باشد و  هاي متناوب نشان دهنده نقطه فرض كنيم  برهان.
∩وجود دارد كه  از  ]، زيرفضاي بسته و نابديهي 1از [ M اي چگال از مجموعه . پس

  است. بازگشتي نسبت به -زيرفضا ، 7دارد. از اين رو، بنا به نتيجه هاي متناوب در نقطه
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بازگشتي -هاي متناوب دارد و در نتيجه زيرفضااي چگال از نقطهآشوبناك باشد، مجموعه گروه نيم-حال اگر 
  ست.                                                                                                          ا

اي ههاي چگال و مجموعهها مجموعهشويم كه مبناي آنبازگشتي بودن آشنا مي-براي زيرفضا ديگر در ادامه با سه شرط كافي
  باز است.

  و باشد. فرض كنيم  اي از زيرفضاي بسته و  گروهي روي فضاي باناخ نيم-، فرض كنيم  .2,2قضيه 
  و ⊇و  ⊇باشند به قسمي كه  دو زيرفضاي چگال از 

	،∋براي هر  )1 → →وقتي  	0 ∞.  
→وقتي  →، ∋براي هر  )2 ∞. 

  است. بازگشتي نسبت به -زيرفضا در اين صورت 

يافت  و  چگال هستند در نتيجه  در   و باشد. چون  اي باز در توپولوژي نسبي مجموعه فرض كنيم  برهان.
  شوند به قسمي كه مي

)3      (	 ∈ ∩ ∋و    					. ∩  

  شود كه) نتيجه مي3گيريم. از فرضيات قضيه و رابطه (ميدر نظر  را به صورت  

t	)     وقتي 4( → ∞				  → 	 ,  

  از طرفي

	 . 
→كنيم كه وقتي توجه مي 2گاه ، آن∞ → →) داريم، 4. بنابراين از (∞   و بنابراين  	0

)5                                          (→ .  

∋را به قسمي بيابيم كه  0توانيم ) مي5) و (4حال از ( -زيرفضا نسبت به  . پس ∩
                                          بازگشتي است.                                                            

باشد. فرض كنيم زيرفضاي چگال  اي از زيرفضاي بسته و  گروهي روي نيم-، فرض كنيم  .3,2قضيه 
  و   ⊇وجود داشته باشد به قسمي كه  از  

→،∋براي هر  )1 →وقتي  	0 0.  
→وقتي  →، ∋وجود داشته باشد كه براي هر  از  ، زيرفضاي چگال ∋براي هر  )2 0. 

  بازگشتي است.-، در اين صورت 
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ناتهي است.  ∩چگال است پس  در  باشد. از آنجا كه  اي باز در توپولوژي نسبي مجموعه فرض كنيم  برهان.
∋ فرض كنيم با شرايط داده شده  از  يافت شده، زيرفضاي چگال  ) فرض، متناظر با 2. بنا به قسمت (∩

∋ ناتهي است. فرض كنيم ∩چگال است پس  در  وجود دارد. حال چون  ) فرض 2. بنا به قسمت (∩
→وقتي    داريم، 0

)6      (→ .  

  گيريم، حالرا در نظر مي  متغير

)7      (→ .  

  از طرفي

)8      (	 .  

  گروه داريم:اما بنا به خواص نيم

	 . 
→هرگاه  2گاه ، آن0 →   . در نتيجه0

)9  (    → 0.  

  شود كه ) نتيجه مي9) و (8)، (6بنابراين از (

)10      (→ .  

  به اندازه كافي بزرگ داريم، شود كه براي ) نتيجه مي10) و (7همچنين از (

∈ ∩ . 

                                                                     بازگشتي است.                -گروهي نيم پس 

در  باشد. اگر براي هر مجموعه باز  از  زيرفضايي بسته و  گروهي روي نيم-، فرض كنيم  .4,2ه قضي
∩جود داشته باشد كه و 0، از صفر در توپولوژي نسبي و هر همسايگي  توپولوژي نسبي  و  	

  است. بازگشتي نسبت به -زيرفضا گاه ناتهي باشند، آن ∩

 وجود دارد كه 	از صفر در   و همسايگي مجموعه باز  ]9[از  36. 2برهان. بنا به لم

)11                                    (⊆ .  

  وجود دارد كه 0بنا به فرض 

                               )12      (	 ∩ ∩و    					.∅ ∅		  
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 )11. با توجه به (∋و  ∋وجود دارد كه  ∋و  ∋)، 12بنا به (

                                               )13      (∈ ⊆ 				    

 و

)14      (	 	 ∈ ⊆  

	دهند كه ) نشان مي7) و (6( U ∩ U   كند.       و اين برهان را تمام مي 	∅

                            

 نتيجه گيري .3

بازگشتي را تعريف -هاي زيرفضاگروهنيم-ها هستند. در اين مقاله، گروهنيم-يكي از ساختارهاي مورد توجه در رياضيات 
بازگشتي هستند چون -هاي زيرفضاگروهنيم-هاي ابردوري، زيرمجموعه اكيدي از مجموعه گروهنيم-كرديم. مجموعه 

بازگشتي روي فضاهاي باناخ با بعد متناهي هم وجود دارند در -هاي زيرفضاگروهنيم-ديديم،  9,1كه در قضيه  طورهمان
   ].9هاي ابردوري فقط روي فضاهاي با بعد نامتناهي وجود دارند[گروهنيم-صورتي كه 

بازگشتي است. -نيز زيرفضا گاه شتي باشد، آنبازگ-زيرفضا 		0براي يك ديديم كه اگر  3,1در قضيه 
ها  بازگشتي بودن هركدام از -، زيرفضابازگشتي بودن -توان از زيرفضاشود كه آيا مياكنون اين سوال مطرح مي

  را نتيجه گرفت؟

بازگشتي نيز هست. حال اين -گروه بازگشتي، زيرفضانيم-ديديم كه روي فضاهاي باناخ با بعد نامتناهي هر  10,1در قضيه 
                                                              ؟رسد كه آيا اين نتيجه گيري براي فضاهاي باناخ با بعد متناهي نيز برقرار استسوال به ذهن مي

-ها آورده شده است كه بر پايه بردارهاي زيرفضاگروهنيم-بازگشتي بودن -در اين مقاله، چند شرط كافي براي زيرفضا
ت رسد اين اسمي ه است. بنابراين پرسشي كه به ذهنهاي چگال از فضا بيان شدهاي باز و زيرمجموعهبازگشتي، زيرمجموعه

  ها استفاده كرد؟نيم گروه-بازگشتي بودن -هاي ديگري مي توان براي بيان شرايط كافي براي زيرفضاه از چه ايدهك
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