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Introduction 

Let 𝑅 be an arbitrary ring and 𝑁 be a right 𝑅-module.  A right 𝑅-module 𝑀 is called 𝑁-

retractable if Hom𝑅(𝑀, 𝑁′) ≠ 0, for any nonzero submodule 𝑁′ of 𝑁. This is a 

generalization of the concept of retractable modules. The aim of this paper is to study of 𝑁-

retractable modules, where 𝑁 is an arbitrary right 𝑅-module. One of the most important 

results of this paper is the characterization of rings that have a module such that each module 

is retractable with respect to it. Also we show that the class of 𝑁-retractable modules is 

closed under direct sums and direct products.     

Material and Methods 

In the preparation of this article, the articles and books related to topic "retractable modules" 

have been used and some of the results of these articles have been generalized. 

Results and discussion 

Here we present some of the obtained results.  

Proposition.  Let 𝑀 be a right 𝑅-module and {𝑁𝑖}𝑖∈𝐼 be a family of right R-modules. Then 

for any 𝑖 ∈ 𝐼,  𝑀 is 𝑁𝑖-retractable if and only if  𝑀 is (⊕𝑖∈𝐼 𝑁𝑖)-retractable. 
 

Proposition. Let 𝑅 be a ring. The following statements are equivalent: 

(𝑎) 𝑅 is a right max ring with only one simple right 𝑅-module, up to isomorphism. 

(𝑏) There exists a non-zero semisimple right 𝑅-module 𝑁, such that every non-zero right 

  𝑅-module is 𝑁-retractable. 

(𝑐) There exists a simple right 𝑅-module 𝑁, such that every non-zero right 𝑅-module is 

𝑁-retractable.   

(𝑑) There exists a non-zero right 𝑅-module 𝑁, such that every non-zero right 𝑅-module is 

𝑁-retractable. 

Theorem. Let 𝑅 be a ring. The following statements are equivalent: 

(𝑎) 𝑅 has only one simple right 𝑅-module, up to isomorphism.                                              

(𝑏) There exists a non-zero semisimple right 𝑅-module 𝑁 such that every non-zero finitely 

generated right 𝑅-module is 𝑁-retractable. 
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 (𝑏′) There exists a non-zero semisimple right 𝑅-module 𝑁 such that every non-zero cyclic 

right 𝑅-module is 𝑁-retractable. 

(𝑐) There exists a simple right 𝑅-module 𝑁 such that every non-zero finitely generated 

right  𝑅-module is 𝑁-retractable.  

(𝑐′) There exists a simple right 𝑅-module 𝑁 such that every non-zero cyclic right R-

module is 𝑁-retractable.       

(𝑑) There exists a non-zero right 𝑅-module 𝑁 such that every non-zero finitely generated 

right 𝑅-module is 𝑁-retractable. 

(𝑑′) There exists a non-zero right 𝑅-module 𝑁 such that every non-zero cyclic right 𝑅-

module is 𝑁-retractable. 

Proposition. Let 𝑅 be a ring. The following statements are equivalent: 

(𝑎) There exists a nonsingular right 𝑅-module 𝑀 that every not singular right 𝑅-module 

𝑁 is 𝑀-retractable. 

(𝑎′) There exists a nonsingular injective right 𝑅-module 𝑀 that every not singular right 

𝑅-module 𝑁 is 𝑀-retractable. 

(𝑏) There exists a nonsingular right 𝑅-module 𝑀 that every not singular injective right 𝑅-

module 𝑁 is 𝑀-retractable. 

(𝑏′) There exists a nonsingular injective right 𝑅-module 𝑀 that every not singular 

injective right 𝑅-module 𝑁 is 𝑀-retractable. 

Conclusion 

"Retractable modules" which was raised in 1979, has been generalized in this article and 

valuable results have been obtained that are closely related to other algebraic concepts. 
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 مقدمه

 مدول باشد.𝑅−یک  𝑀یک حلقه و  𝑅فرض کنید  .های راست یکانی هستندها، مدولها یکدار و مدولدر این مقاله حلقه

𝑁کنیم و هرگاه  برای زیرمدول استفاده می  "≥"مطابق معمول از  نماد  ⊆ 𝑀ساز ، پوچ𝑁  در𝑅 را با نماد 

Ann𝑅(𝑁) = {𝑟 ∈ 𝑅 | 𝑁𝑟 = 𝐼چنین برای دهیم. همنشان می {0 ⊆ 𝑅ساز، پوچ 𝐼  تحت𝑀   را به شکل

Ann𝑀(𝐼) = {𝑥 ∈ 𝑀 | 𝑥𝐼 = گوییم هرگاه اشتراک هر دو زیرمدول  1. یک مدول را یکنواختکنیمتعریف می {0

، ناصفر باشد. در 𝑀با هر زیرمدول ناصفر از  𝑁گوییم هرگاه اشتراک  2را اساسی 𝑀از  𝑁ناصفرش، ناصفر باشد. زیرمدول 

𝑁 ≤𝑒حالت از نماد  این 𝑀  استفاده کرده و𝑀  را توسیع اساسی𝑁 در گوییم. یک زیرمدولنیز می 𝑀 گوییم  3را متمم

صورت زیر را به 𝑍(𝑀)، زیرمدول 𝑀مدول راست 𝑅−برای یک  نداشته باشد. 𝑀هرگاه این زیرمدول توسیع اساسی سره در 

 :کنیمتعریف می

𝑍(𝑀) = {𝑥 ∈ 𝑀 | Ann𝑅(𝑥)  ≤𝑒 𝑅𝑅}. 

𝑍(𝑀)اگر  = 𝑀گاه ، آن𝑀 نامیده و اگر  4را تکین𝑍(𝑀) = های آلی ایدهنامیم. جمع همهمی5را ناتکین 𝑀گاه ، آن0

 نویسیمآل راست ساده نداشته باشد میایده 𝑅دهیم و اگر نشان میSoc(𝑅𝑅) را با نماد 𝑅 ی راست ساده حلقه

Soc(𝑅𝑅) = 𝑅چنین اگر  هم.  0 = Soc(𝑅𝑅)گاه ، آن𝑅 ای سادهی نیم)راست( گوییم و حلقه 6سادهرا یک حلقه نیم

شدنی ابتدا در سال جمع نامیم. مدولمی 7ساده همگنمدول راست ساده باشد را نیم𝑅−که در حد یکریختی تنها دارای یک 

0نامند هرگاه برای هر شدنی میرا جمع 𝑀مدول 𝑅−معرفی و مورد مطالعه قرار گرفت.  ]4 [در منبع1979 ≠ 𝑁 ≤ 𝑀 ،

Hom𝑅(𝑀, 𝑁) توان ناصفر باشد. در ادامه این مفهوم مورد توجه و مطالعه سایر پژوهشگران قرار گرفت که برای نمونه می

مدول  𝑅−دهیم. برای هر دوشدنی را به شکل زیر تعمیم میدر این مقاله مفهوم جمع  د.اشاره کر ]11 [و ]7 [،]1 [به موارد

𝑀  و𝑁، گوییم می𝑀 روی 𝑁 یا جمع( شدنی است𝑀 ،−𝑁هرگاه برای هر جمع )0شدنی است ≠ 𝑁′ ≤ 𝑁 ،

Hom𝑅(𝑀, 𝑁′)  ناصفر باشد. بدیهی است که𝑀  روی𝑀 شدنی است اگر و تنها اگرجمع 𝑀 باشد. بخش دوم شدنی جمع

ویژه، بسته بودن این مفهوم نسبت به زیرمدول، توسیع، جمع مستقیم و به خواص مقدماتی این مفهوم اختصاص دارد. به

های هایی برای این مفهوم در حالت کلی و نیز در حالتچنین، معادلها مورد بررسی قرار گرفته است. همقسمت مدولخارج

یا زمانی که مدول مورد بحث انژکتیو باشد( ارائه شده است. اما سوال اصلی در این پژوهش  8های موروثیخاص )در حلقه

شدنی باشد. این سوال در هایی است که دارای یک مدول هستند که هر مدول ناصفر دیگری روی آن جمعشناسایی حلقه

                                                           
1 uniform 
2 essential 
3 complement 
4 singular 
5 nonsingular 
6 semisimple 
7 homogeneous semisimple 
8 hereditary 
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هایی برای اهی باشد، حلقه شناسایی و معادلکه مدول پیدا شده دلخواه یا با تولید متنبخش سوم پاسخ داده شده است زمانی

های را ببینید(. در بخش آخر این مقاله به ارتباط این تعریف از تعمیم مدول 3.2و  3.1های آن ارائه شده است )قضیه

رای یک که دا 𝑅 4ی گُلدیعنوان نمونه روی حلقهپردازیم. بهمی 3مولد ضعیف-و هم  2مولد-، هم 1شدنی با مفاهیم مولدجمع

مدول 𝑅−است اگر و تنها اگر هر  Mod𝑅مولد ضعیف برای -یک هم 𝑅است،  𝑋تاب و با تولید متناهی مثل مدول بدون

های راست است. در مدول𝑅−ی ی همه، رستهMod𝑅جا منظور از (. در این4.2شدنی باشد  )گزاره جمع 𝑋راست روی 

شدنی باشد قسمت از یک مدول نوتری، جمعجیک مدول پروژکتیو روی هر خارکه هایی برای اینانتهای این بخش هم معادل

   ها و قضایایی که در قسمت مقدمه بیان کردیم تنها بخشی از نتایج بدست آمده است.(. البته گزاره4.8دهیم )گزاره ارائه می

 

 شدنیهای جمعتعمیمی از مدول. 1

های مرسوم و مقدماتی در این زمینه را پاسخ مدول را تعریف و سپس سوالشدنی روی یک در ابتدای این بخش، مدول جمع

 دهیم.می

نامیم هرگاه برای هر زیرمدول شدنی میجمع𝑁−را  𝑀مدول راست ناصفر باشند. 𝑅−دو  𝑁و  𝑀. فرض کنید 2.1تعریف 

,Hom𝑅(𝑀.   داشته باشیم 𝑁از  ′𝑁ناصفر  𝑁′) ≠ 0  

 مدول راست ناصفر باشند.𝑅−دو  𝑁و  𝑀. فرض کنید 2.2گزاره  

(1) 𝑀 ،−𝑁شدنی است اگر و تنها اگر جمع𝑀 ،−𝑁′0.  شدنی باشد برای هر  معج ≠ 𝑁′ ≤ 𝑁 

(2) 𝑀 ،−𝑁شدنی است اگر و تنها اگر جمع𝑀 ،−𝐸شدنی باشد برای هر توسیع اساسی جمع𝐸   از𝑁 . 

(3) 𝑀 ،−𝑁شدنی است اگر و تنها اگر جمع𝑀 ،−𝐾شدنی باشد برای هر جمع𝐾 ≅ 𝑁. 

 ∎ : بدیهی است. اثبات

گوییم  6را اول 𝑀مدول 𝑅−مدول راست ساده، انژکتیو باشد. یک 𝑅−نامند هرگاه هر می5حلقه راستV−را یک   𝑅یحلقه

0هرگاه برای هر  ≠ 𝑁 ≤ 𝑀  داشته باشیمAnn𝑅(𝑀) = Ann𝑅(𝑁)چنین . هم−𝑅 مدول 𝑀گوییم  7اولرا  نیم

0هرگاه برای هر  ≠ 𝑁 ≤ 𝑀، Ann𝑅(𝑁) اول از آل نیمیک ایده𝑅 .باشد 

𝑀𝐼باشد. اگر  𝑅ی در حلقه نیآل راست خودتواایده 𝐼مدول راست ناصفر و 𝑅−یک  𝑀( فرض کنید 1. )2.3گزاره  = 0 ،

′𝑀شدنی نیست برای هرجمع′𝐼 ،−𝑀گاه  آن ≤ 𝑀. 

                                                           
1 generator 
2 cogenerator 
3 weak  cogenerator 
4 Goldie 
5right V-ring 
6 prime 
7 semiprime 
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𝑀𝐼باشد. اگر 𝑅 آل راست از یک ایده 𝐼مدول راست ناصفر و 𝑅−یک  𝑀ی راست، حلقهV−یک  𝑅( فرض کنید 2) = 0 ،

 شدنی نیست.جمع𝐼 ،−𝑀گاه آن

𝑀𝐼که طوریباشد به 𝑅آل راست از یک ایده 𝐼مدول راست اول و 𝑅−یک  𝑀( اگر 3) ≠ شدنی جمع𝐼  ،−𝑀گاه ، آن0

 است.

𝑓( فرض کنید 1: )اثبات ∈ Hom𝑅(𝐼, 𝑀′)0که  ، جایی ≠ 𝑀′ ≤ 𝑀صورت. در این 

.𝑓(𝐼) = 𝑓(𝐼2) = 𝑓(𝐼)𝐼 ⊆ 𝑀′𝐼 ⊆  𝑀𝐼 = 0 

𝑓بنابراین   =  شدنی نیست.جمع′𝐼 ،−𝑀و در نتیجه   0

( نتیجه 1بنابراین حکم از  قسمت )]. 6.2. قضیه 3[آل راستی خودتوان است ی راست، هر ایدهحلقهV−دانیم در یک ( می2)

 شود.می

0( فرض کنید 3) ≠ 𝑀′ ≤ 𝑀 چون .𝑀، −𝑅 ،مدول اول استAnn𝑅(𝑀) = Ann𝑅(𝑀′) رو و از این.𝑀′𝐼 ≠ 0 

0پس  ≠ 𝑚′ ∈ 𝑀′ کهطوریوجود دارد به .𝑚′𝐼 ≠ :𝑓  همریختی𝑅−حال  0 𝐼 → 𝑀′  ضابطه با𝑓(𝑟) = 𝑚′𝑟  یک

 ∎شدنی است.جمع𝐼 ،−𝑀همریختی ناصفر است و در نتیجه 

های راست ناصفر باشد. اگر مدول𝑅−ای از  خانواده 𝑖∈𝐼{𝑀𝑖}مدول راست ناصفر و 𝑅−یک   𝑁فرض کنید  .4 .2مثال 

𝑖 ∈ 𝐼 که طوریوجود داشته باشد به𝑀𝑖 ،−𝑁شود کهراحتی دیده میگاه بهشدنی باشد، آنجمع⨁𝑖∈𝐼𝑀𝑖  و ∏𝑖∈𝐼𝑀𝑖  هر

  شدنی هستند.  جمع𝑁−دو 

,𝑁،Hom𝑅(𝑅مدول راست ناصفر 𝑅−برای هر  دانیم کهمی 𝑁)    ناصفر است. بنابراین𝑅 ،−𝑁شدنی است. حال جمع

 است.  𝑅آل )راست( سره از یک ایده 𝐼که شدنی باشد جاییجمع𝑅/𝐼  ،−𝑁کنیم که  شرایطی را بررسی می

، 𝑅/𝐼صورت باشد. در این 𝑅آل راستی در ایده 𝐼مدول راست ناصفر و 𝑅−یک  𝑁( فرض کنید 1. )5. 2گزاره 

−𝑁0شدنی است اگر و تنها اگر برای هر جمع ≠ 𝑁′ ≤ 𝑁   داشته باشیم .Ann𝑁′(𝐼) ≠ 0 

شدنی جمع𝑅/𝐼   ،−𝑁صورت باشد. در این 𝑅آل دوطرفه در یک ایده 𝐼مدول راست یکنواخت و 𝑅−یک  𝑁( فرض کنید 2)

Ann𝑁(𝐼).است اگر و تنها اگر  ≠ 0    

 𝑅/Ann𝑅(𝑀) گاه مدول شدنی باشد، آنجمع𝑀 ،−𝑁مدول راست ناصفر باشند. اگر 𝑅−دو  𝑁و  𝑀( فرض کنید 3)

 شدنی است.جمع𝑁−نیز 

0( چون برای هر 1) اثبات: ≠ 𝑁′ ≤ 𝑁 ،−ℤ یکریختیHom𝑅 (
𝑅

𝐼
, 𝑁′) ≅ Ann𝑁′(𝐼) وضوح حکم برقرار است، به

 شود.نتیجه می

Ann𝑁(𝐼)( فرض کنید 2) ≠ 0.و  0 ≠ 𝑁′ ≤ 𝑁  چون𝑁 ت، یکنواخت اس𝑁′ ∩ Ann𝑁(𝐼) ≠ رو و از این 0

Ann𝑁′(𝐼) ≠  شود. ( نتیجه می1اکنون حکم از قسمت ). 0
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0( فرض کنید 3) ≠ 𝑁′ ≤ 𝑁  و 𝑓: 𝑀 → 𝑁′ یک−𝑅صورت  همریختی ناصفر باشد. در این𝑓(𝑀)Ann𝑅(𝑀) =

𝑓(𝑀 Ann𝑅(𝑀)) = 𝑓(0) = Ann𝑁′(Ann𝑅(𝑀)).و در نتیجه  0 ≠ ( نتیجه 1حال حکم از قسمت ) 0

 ∎  شود. می

 شدنی نسبت به جمع مستقیم بسته است.های جمعدهیم که این تعمیم از مدولگزاره زیر نشان می در

صورت های راست ناصفر باشد. در اینمدول𝑅−یک خانواده از  𝑖∈𝐼{𝑁𝑖} مدول راست و 𝑅−یک  𝑀فرض کنید  .2.6گزاره 

𝑀 ،−(
i I
𝑁𝑖)شدنی است اگر و تنها اگر به ازای هر جمع𝑖𝜖𝐼 ،𝑀 ،−𝑁𝑖شدنی باشد.جمع 

𝐼دهیم. فرض کنید متناهی باشد، نشان می 𝐼که : ابتدا مسئله را برای زمانیاثبات = {1.2. ⋯ . 𝑛}. وضوح حکم برای به

𝑛 = 𝑛برقرار است. فرض کنید  1 = 𝐾باشد. اگر  𝑁1⨁𝑁2زیرمدول ناصفری از  𝐾و 2 ∩ 𝑁1  ،گاه چون آنناصفر باشد

𝑀  ،−𝑁1شدنی است،  جمع−𝑅 همریختی ناصفری مانند𝑓  از𝑀  به𝐾 ∩ 𝑁1    .وجود دارد𝑀
𝑓
→ K ∩ 𝑁1 ↪

شمول

𝐾 

𝐾همریختی ناصفر است. اگر 𝑅−یک  ∩ 𝑁1 = ، 𝑀یکریخت است. چون  𝐿مانند  𝑁2با زیرمدولی از  𝐾گاه  ، آن0

−𝑁2شدنی است، جمع−𝑅 ازهمریختی ناصفری𝑀   به𝐿  مانند𝑓  وجود دارد. حال ترکیب𝑀
𝑓
→ L

≅
→ 𝐾  یک

−𝑅 همریختی ناصفر است. بنابراین حکم برای𝑛 = رو بنا به استقرای ریاضی، حکم برای هر تعداد برقرار است و از این  2

𝐾یک مجموعه اندیس دلخواه باشد. فرض کنید  𝐼کنیم که متناهی درست است. اکنون حالتی را بررسی می ≤
i I
𝑁𝑖  و

0 ≠ 𝑥 ∈ 𝐾 .صورت مجموعه متناهی در این{𝑖1. 𝑖2. ⋯ . 𝑖𝑛} ⊆ 𝐼 که طوریوجود دارد به.𝑥𝑅 ⊆ ⊕𝑗=1
𝑛 𝑁𝑖𝑗

بنا به   

𝑀 ،−(⊕𝑗=1قسمت اول اثبات 
𝑛 𝑁𝑖𝑗

:𝑓همریختی ناصفری مانند 𝑅−رو  شدنی است و از اینجمع( 𝑀 → 𝑥𝑅   وجود

𝑥𝑅دارد. چون   ⊆ 𝐾  ،𝑓   یک−𝑅 همریختی ناصفر از𝑀  به𝐾 .خواهد بود  ∎   

،    𝑀گاه لزومی ندارد که شدنی است، آنجمع𝑀 ،−𝑁که طوریمدول راست باشند به𝑅−دو  𝑁و  𝑀اگر 

−𝑁/𝐾که شدنی باشد جاییجمع𝐾  یک زیرمدول سره از𝑁 عنوان مثال فرض کنید است. به𝑉 =
1i




𝑒𝑖𝐷  یک فضای

𝑅دهیم باشد. قرار می 𝐷ی تقسیمبرداری راست روی یک حلقه = End(𝑉𝐷). دانیم می𝑅 (0)آل تنها دارای سه ایده، 𝐼  

𝐼است که در آن    𝑅و = {𝑓 ∈ 𝑅 | rank 𝑓 < شدنی جمع 𝑅مدول راست روی 𝑅−عنوان به 𝐼دهیم . نشان می{∞

0باشد و  𝑅آل راست ناصفر در یک ایده 𝐽است. فرض کنید  ≠ 𝑓 ∈ 𝐽صورت تابع . در اینℎ: 𝐼 → 𝐽   با ضابطهℎ(𝑔) =

𝑓𝑔  یک−𝑅 همریختی ناصفر است. )زیرا𝑔 ∈ 𝐼 توان طوری انتخاب کرد که را می𝑓𝑔 ≠ شدنی جمع 𝑅روی  𝐼(. پس 0

𝐼2 شود که راحتی دیده میاست. از طرفی به = 𝐼   و(𝑅/𝐼)𝐼 = شدنی جمع 𝑅/𝐼  روی 𝐼 (، 1) 2.3اره رو بنا به گز. از این0

طور شدنی است. همینجمع𝑀 ،−𝑁/𝐾گاه باشد، آن 𝑁زیرمدول متمم  𝐾دهیم که اگر با این حال در زیر نشان می .نیست

  های پروژکتیو برقرار است.یک نتیجه مشابه برای مدول
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 صورت:این مدول راست ناصفر باشند. در𝑅−دو  𝑁و  𝑀فرض کنید  .2.7گزاره 

زیرمدول    𝑁از   ′𝑁شدنی است اگر و تنها اگر برای هر زیرمدول ناصفر جمع𝑀 ،−𝑁گاه پروژکتیو باشد، آن 𝑀( اگر 1)

≩ 𝐾ای مانند سره  𝑁′ که طوریوجود داشته باشد به𝑀 ،−𝑁′/𝐾شدنی باشد.جمع         

(2 )𝑀 ،−𝑁ی شدنی است اگر و تنها اگر برای هر زیرمدول متمم و سرهجمع𝐶  از𝑁 مدول ،𝑀   ، 

 −𝑁/𝐶شدنی باشد.جمع 

 ( واضح است.1: )اثبات

 چنین فرض کنیدباشد. هم 𝑁یک زیرمدول متمم سره از  𝐶شدنی باشد و جمع𝑀 ،−𝑁( فرض کنید 2)

 0 ≠ 𝑁′/𝐶 ≤ 𝑁/𝐶 چون .𝐶  در𝑁  ،متمم است𝐶  در𝑁′  نیز متمم است. بنابراین𝐶  در𝑁′  اساسی نخواهد بود. فرض

همریختی ناصفر 𝑅−شدنی است، جمع𝑀 ،−𝑁است(. چون  ناصفر ′𝐶باشد )توجه داریم که  ′𝑁در  𝐶یک متمم  ′𝐶کنید 

:𝑓مانند  𝑀 → 𝐶′  وجود دارد. حال ترکیب زیر یک همریختی ناصفر از𝑀  به𝑁′/𝐶 .خواهد بود 

.𝑀
𝑓
→ C′ ≅ C′/(C ∩ 𝐶′) ≅ (𝐶 + 𝐶′)/𝐶 ↪ 𝑁′/𝐶 

∎  
و  𝑀شدنی بودن  جمع𝑁−کنیم که مدول راست ناصفر باشند. در زیر حالتی را بررسی می𝑅−دو  𝑁و  𝑀فرض کنید 

𝐸(𝑀) اند.با هم معادل 

–یک  𝑁 اگر. 2.8گزاره  𝑅گاه برای هر که هر زیرمدولش انژکتیو باشتتتد، آنطوریمدول راستتتت ناتکین ناصتتتفر باشتتتد به

−𝑅 مدول راست𝑀 :داریم 

𝑀، −𝑁شدنی است اگر و تنها اگر جمع𝐸(𝑀) ،−𝑁شدنی باشد.جمع 

0فرض کنید  اثبات. ≠ 𝑁′ ≤ 𝑁  و𝑀 ،−𝑁شتتدنی باشتتد. بنابراین جمع−𝑅  همریختی ناصتتفری مانند𝑓: 𝑀 → 𝑁′ 

، 𝐸(𝑀)کنیم توستتتعه داد. برای قستتتمت عکس، فرض می 𝐸(𝑀)توان به را می 𝑓 انژکتیو استتتت، ′𝑁وجود دارد. چون 

−𝑁شد و جمع :𝑓شدنی با 𝐸(𝑀) → 𝑁′ یک−𝑅  شد. اگر صفر با Kerهمریختی نا 𝑓 = ست.  در غیر 0 ، حکم برقرار ا

Kerصتتتورت  این 𝑓 ∩ 𝑀 ≠ 𝑀. اگر 0 ⊆ Ker 𝑓گاه ، آنKer 𝑓 ≤𝑒  𝐸(𝑀)  و در نتیجه𝐸(𝑀)/ Ker 𝑓   تکین

/𝐸(𝑀)استتتت. از طرفی  Ker 𝑓  ≅ Im 𝑓 ≤ 𝑁′  و چون𝑁  ،ناتکین استتتت𝐸(𝑀)/ Ker 𝑓 رو ناتکین بوده و از این

𝐸(𝑀) = Ker 𝑓  که یک تناقض استتتت. پس𝑀 ⊈ Ker 𝑓  و ترکیب𝑀 ↪
شمول

𝐸(𝑀)
𝑓
→  𝑁′  ناصتتتفر ای همریختی

  ∎    است.

 دهیم که اثبات آن بدیهی است.شدنی بودن یک مدول ارائه میجمع𝑁−در زیر یک شرط معادل برای 
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شند. دراین𝑅−دو  𝑁و  𝑀فرض کنید  .2.9لم  صفر با ست نا ست اگر و تنها اگرجمع𝑀 ،−𝑁صورت مدول را هر  شدنی ا

 یکریخت است. 𝑀قسمتی از شامل یک زیرمدول ناصفر باشد که با خارج 𝑁زیرمدول ناصفر 

مدول راست ساده در حد یکریختی 𝑅−که تنها دارای یک طوریباشد به1یک حلقه کامل چپ 𝑅فرض کنید  .2.10مثال 

شدنی جمع𝑃 ،−𝑁مدول راست ناصفر پروژکتیو مانند 𝑅−گاه هر مدول راست ناصفر دلخواه باشد، آن𝑅−یک 𝑁 است. اگر 

0هر  گیریم کهحلقه کامل چپ است، نتیجه می 𝑅که است؛ زیرا از این ≠ 𝑁′ ≤ 𝑁  شامل یک زیرمدول ساده مانند𝑆 

.است و بنا به فرض مسئله   ′𝑃پروژکتیو است، دارای زیرمدول ماکزیمالی مانند  𝑃است. از طرفی چون  𝑃/𝑃′ ≅ 𝑆  حال

 شود.نتیجه می 2.9حکم از لم 

 

ست انژکتیو  و 𝑅−یک    𝑀فرض کنید   .2.11گزاره  شد. در این𝑅−یک   𝑁مدول را ست ناتکین با ، 𝑀صورت مدول را

−𝑁شتدنی استت اگر و تنها اگر هر زیرمدول ناصتفر  جمع𝑁  دارای یک جمعوند مستتقیم ناصتفر باشتد که با یک جمعوند

 یکریخت است. 𝑀مستقیم از 

بات ید اث باشتتتد وجمع𝑀 ،−𝑁: فرض کن 0شتتتدنی  ≠ 𝑁′ ≤ 𝑁  صتتتورت . در این−𝑅 ند مان ناصتتتفری  همریختی 

𝑓: 𝑀 → 𝑁′  وجود دارد. چون𝑀/Ker𝑓 ≅ Im 𝑓 ≤ 𝑁′  و𝑁  ،ناتکین استتت𝑀/Ker𝑓   ناتکین استتت. حال انژکتیو

𝑇استتت. بنابراین   𝑀نیز انژکتیو استتت و از این رو جمعوند مستتتقیمی از  Ker𝑓دهد که نتیجه می 𝑀بودن  ≤ 𝑀  وجود

Ker𝑓⨁𝑇دارد که  = 𝑀صورت . در این𝑇 ≅ Im 𝑓 ≤ 𝑁′ چون .𝑀  نژکتیو است، اIm 𝑓  نیز چنین است و در نتیجه

Im 𝑓   یک جمعوند مستقیم از𝑁′  شود.نتیجه می 2.9است. قسمت عکس از لم ∎   

 

ناپذیر این گزاره های تجزیهیک مدول استفاده کرد. در مدول  "شدنی بودنجمع𝑁− "  توان  در رد کردناز گزاره فوق می

هیچ جمعوند  بادر دو مدول که هیچ جمعوند مستقیمی از اولی ، 2.11تحت شرایط گزاره  چنین هم مفید خواهد بود.

مثال زیر  نمونه به برایشدنی نیستند. توان گفت که این دو مدول نسبت به هم جمعمستقیمی از دومی یکریخت نباشد، می

 توجه کنید.

از  𝑃آل اول در نظر بگیرید. در این صورت به ازای هر ایدهی جابجایی نوتری که میدان نباشد یک دامنهرا  𝑅 .2.12مثال 

𝑅 آل و هر ایده𝐼   از𝑅 مدول ،𝐸(𝑅/𝑃)  ،−𝐼ویژه شدنی نیست. بهجمع𝐸(𝑅/𝑃)  ،−𝑅شدنی نیست. زیرا توجه جمع

عنوان به 𝐸(𝑅/𝑃) دهد که نتیجه می 𝑅دامنه است، ناتکین خواهد بود. از طرفی نوتری جابجایی بودن  𝑅داریم  که چون 

−𝑅ناپذیر و انژکتیو است. حال مدول تجزیه𝐼′ آل سره از را یک ایده𝑅 بگیریم که مشمول در𝐼   است. اگر𝐸(𝑅/𝑃)   ،

−𝐼0، جمعوند مستقیمی مانند 2.11شدنی باشد، بنا به گزاره جمع ≠ 𝐼′′ ⊆ 𝐼′    وجود دارد که𝐼′′ ≅ 𝐸(𝑅/𝑃) .

                                                           
1 left perfect 
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دامنه است، جمعوند مستقیم  𝑅است. چون   𝑅رو جمعوند مستقیم مدول( و از این𝑅−عنوان انژکتیو است )به ′′𝐼ن بنابرای

𝑅نابدیهی ندارد. پس  = 𝐼′′   و در نتیجه𝑅 = 𝐼′   که یک تناقض است. بنابراین𝐸(𝑅/𝑃) ،−𝐼شدنی نیست.  جمع 

را  𝑅چنین مدول راست، پروژکتیو باشد. همR−عنوان آل راست آن بهنامند هرگاه هر ایدهمی 1را موروثی راست 𝑅ی حلقه

 مدول راست، پروژکتیو باشد.𝑅−عنوان آل راست با تولید متناهی از آن بهنامند هرگاه هر ایدهمی 2موروثی راستنیم

مدول 𝑅−صورت هر مدول راست ناصفر باشد. در این𝑅−یک  𝑁ی موروثی راست و یک حلقه 𝑅فرض کنید  .2.13نتیجه 

دارای یک جمعوند مستقیم ناصفر باشد که با  𝑁شدنی است اگر و تنها اگر هر زیرمدول ناصفر جمع𝑀 ،−𝑁راست 

 یکریخت است. 𝑀قسمتی از خارج

قضیه   ]6[ت )منبع   انژکتیو اس مدول راست انژکتیو،𝑅−قسمت هر ی موروثی راست، خارج: چون در یک حلقهاثبات

 ∎ . ، برقرار است2.11(، نتیجه بنا به اثبات گزاره  3.22

، 𝑀مدول راست یکنواخت ناتکین باشد. اگر  𝑅−یک  𝑁مدول راست انژکتیو و 𝑅−یک   𝑀 (  فرض کنید1) .2.14گزاره 

−𝑁گاه شدنی باشد، آنجمع𝑁  یک−𝑅ی انژکتیو است.مدول ساده 

مدول راست یکنواخت باشد. 𝑅−یک  𝑁مدول راست انژکتیو و𝑅−یک  𝑀ی موروثی راست، یک حلقه 𝑅( فرض کنید 2) 

 ی انژکتیو است.مدول ساده𝑅−یک  𝑁گاه شدنی باشد، آنجمع𝑀 ،−𝑁اگر 

جمعوند مستقیم ناصفری دارد که با یک  ′𝑁، 2.11باشد. بنا به گزاره  𝑁یک زیرمدول ناصفر از  ′𝑁( فرض کنید 1: )اثبات

با یک جمعوند  ′𝑁یکنواخت است، جمعوند مستقیم نابدیهی ندارد. بنابراین  ′𝑁یکریخت است. چون  𝑀جمعوند مستقیم از 

است. اما  𝑁رو جمعوند مستقیم نیز انژکتیو خواهد بود و از این ′𝑁انژکتیو است،  𝑀 یکریخت است. چون 𝑀مستقیم از 

𝑁یکنواخت است،  𝑁 چون = 𝑁′  و در نتیجه 𝑁ی انژکتیو خواهد بود.ساده 

 ∎ شود. (، نتیجه حاصل می1و اثباتی مشابه قسمت ) 2.13 ( به کمک نتیجه2)

 

 

 

 

  
 

                                                           
1 right hereditary 
2 right semihereditary 
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 شدنی استهایی با یک مدول که هرمدول ناصفر روی آن جمعحلقه .3

 
شدنی باشد، یکی از اهداف اصلی مدول ناصفر روی آن جمع𝑅−مدول که هر 𝑅−یک حلقه باشد. وجود یک  𝑅فرض کنید 

فضای 𝑅−فضای برداری  ناصفر روی یک 𝑅−گاه هر یک حلقه تقسیم باشد، آن 𝑅این پژوهش است. البته واضح است که اگر 

اد، وجود های آزمدول𝑅−های مهم ی دلخواه باشد. از ویژگییک حلقه 𝑅شدنی است. فرض کنید برداری ناصفر دیگر جمع

مدول ناصفر باشد، هر 𝑅−یک  𝑁مدول ناصفر دیگر است. بنابراین اگر 𝑅−ها به هر مدول𝑅−های ناصفر از این همریختی

−𝑅 مدول آزاد روی𝑁 ی شدنی است ولی لزوماً همهجمع−𝑅های ناصفر روی مدول𝑁 عنوان مثال، شدنی نیستند. بهجمع

,Homℤ(ℚ.چنین نیست زیرا  ℤروی  ℚشدنی است اما ، جمعℤمدول آزاد روی ℤ−هر  ℤ) = عنوان نمونه دیگر به 0

مدول 𝑅−یک  𝑁ساده همگن( و )نیم ساده آرتینی ییک حلقه 𝑅های آرتینی ساده اشاره کرد. در واقع اگر توان به حلقهمی

هایی با یک مدول که ابتدا حلقهین بخش در ا شدنی است.جمع 𝑁مدول راست ناصفر روی 𝑅−گاه هر راست ناصفر باشد، آن

 کنیم.بندی میشدنی باشد را ردههر مدول ناصفر با تولید متناهی روی آن جمع

 اند.جملات زیر معادل  𝑅ی حلقه برای یک .3.1قضیه  

(1 )𝑅  در حد یکریختی تنها دارای یک−𝑅.مدول راست ساده است 

(2 )−𝑅که هر ای وجود دارد سادهمدول راست نیم−𝑅شدنی است.مدول راست ناصفر با تولید متناهی روی آن جمع 

(2′ )−𝑅ای وجود دارد که هر سادهمدول راست نیم−𝑅شدنی است.دوری روی آن جمع مدول راست ناصفر 

(3 )−𝑅که هر ای  وجود دارد مدول راست ساده−𝑅شدنی استد متناهی روی آن جمعمدول راست ناصفر با تولی. 

(′3  )−𝑅که هر ای وجود دارد مدول راست ساده−𝑅شدنی استمدول راست ناصفر دوری روی آن جمع. 

 (4  )−𝑅  که هر مدول راستی وجود دارد−𝑅شدنی است.مدول راست ناصفر با تولید متناهی روی آن جمع 

(′4  )−𝑅 مدول راستی وجود دارد که هر−𝑅شدنی است.راست ناصفر دوری روی آن جمع مدول 

(5  )−𝑅  مدول راستی وجود دارد که هر−𝑅شدنی است.مدول راست ساده روی آن جمع 

– ( 2)  ⇐(1)اثبات:  𝑅 مدول راست𝑅/𝑚 که را در نظر بگیرید جایی𝑚 آل راست ماکزیمال از   یک ایده 𝑅 است. فرض

است.  ′𝑀دارای یک زیرمدول ماکزیمال مانند  𝑀صورت مدول راست ناصفر با تولید متناهی باشد. در این𝑅−یک  𝑀کنید 

′𝑀/𝑀(، 1ساده بوده و با توجه به فرض ) ′𝑀/𝑀بنابراین  ≅ 𝑅/𝑚 حال ترکیب .𝑀
𝜋
→ 𝑀/𝑀′

≅
→ 𝑅/𝑚  یک

−𝑅 همریختی ناصفر است و در نتیجه هر−𝑅،مدول راست ناصفر با تولید متناهی −𝑅/𝑚شدنی است.جمع 

  واضح است. (2′) ⇐ (2) 

شامل  𝑁صورت کند. در اینصدق می (′2)ساده ناصفر باشد که در شرط مدول نیم𝑅−یک  𝑁فرض کنید  (3) ⇐ ( 2′)

شدنی است. جمع 𝑆مدول راست دوری ناصفر روی 𝑅−(، هر 1قسمت ) 2.2است. بنا به گزاره  𝑆یک زیرمدول ساده مانند 

است و از  ′𝑀دارای زیرمدول ماکزیمالی مانند 𝑀مدول راست ناصفر با تولید متناهی باشد. 𝑅−یک  𝑀حال فرض کنید 
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:𝑓همریختی ناصفر مانند 𝑅−شدنی است. پس جمع𝑀/𝑀′ ،−𝑆مدول دوری )ساده( 𝑅−رو این 𝑀/𝑀′ → 𝑆  وجود

𝑀دارد. حال ترکیب 
𝜋
→ 𝑀/𝑀′

𝑓
→ 𝑆  ده و حکم برقرار است. ناصفر بو 

  واضح است. ( ′3)  ⇐(3)

مدول  راست 𝑅−یک  𝑀کند. اگر صدق می (′3)مدول ساده باشد که در شرط 𝑅−یک  𝑆( فرض کنید 4) ⇐ ( ′3)

ساده است. بنا به  ′𝑀/𝑀است و در نتیجه  ′𝑀شامل زیرمدول ماکزیمالی مانند  𝑀گاه ناصفر با تولید متناهی باشد، آن

:𝑓همریختی ناصفری مانند 𝑅−، (′3)فرض  𝑀/𝑀′ → 𝑆 دهد  ترکیبوجود دارد که نتیجه می 

 𝑀
𝜋
→ 𝑀/𝑀′

𝑓
→ 𝑆 .ناصفر است. بنابراین حکم برقرار است 

 واضح هستند.( 5) ⇐ (4′)  ⇐(4) 

دو  𝑆2و  𝑆1چنین فرض کنید کند هم( صدق می5یک مدول راست ناصفر باشد که در شرط ) 𝑁( فرض کنید 1) ⇐( 5) 

−𝑅( 5مدول راست ساده باشند. بنا به فرض ،)−𝑅 همریختی ناصفر𝑓1: 𝑆1 → 𝑁   و𝑓2: 𝑆2 → 𝑁  وجود دارند. بنابراین

𝑆1 ≅ 𝑓1(𝑆1) ≤  𝑁 و𝑆2 ≅ 𝑓2(𝑆2) ≤  𝑁  (، 1قسمت ) 2 .2. بنا به گزاره𝑆1  ،−𝑓2(𝑆2)شدنی است. پس جمع

−𝑅 همریختی ناصفری مانند𝑓: 𝑆1 → 𝑓2(𝑆2) رووجود دارد و از این  𝑆1 ≅ 𝑓2(𝑆2) ≅ 𝑆2 .و حکم برقرار است ∎   

ک زیرمدول مدول راست ناصفر دارای ی𝑅−حلقه راست گویند هرگاه هر Max−را یک  𝑅 کنیم که حلقه یادآوری می

 ماکزیمال باشد.

  .اندجملات زیر معادل 𝑅ی برای یک حلقه .3.2قضیه  

(1 )𝑅   یک−Max که در حد یکریختی تنها دارای یک حلقه راست است−𝑅.مدول راست ساده است 

 شدنی است.مدول راست ناصفر روی آن جمع𝑅−که هر ساده وجود دارد مدول راست نیم𝑅−( یک 2)

 شدنی است.مدول راست ناصفر روی آن جمع𝑅−که هر  مدول راست ساده وجود دارد 𝑅−( یک 3) 

 (4  )−𝑅 که هر  مدول راستی وجود دارد−𝑅شدنی است.مدول راست ناصفر روی آن جمع 

است. فرض 𝑅 آل راست ماکزیمال از یک ایده 𝑚که را در نظر بگیرید جایی 𝑅/𝑚راست  مدول𝑅−( 2)  ⇐(1)اثبات: 

(، 1است. باز بنا به ) ′𝑀دارای زیرمدول ماکزیمالی مانند  𝑀(، 1مدول راست ناصفر باشد. بنا به فرض )𝑅−یک  𝑀کنید 

𝑀/𝑀′ ≅ 𝑅/𝑚  و ترکیب𝑀
𝜋
→ 𝑀/𝑀′

≅
→ 𝑅/𝑚  یک– 𝑅پسناصفر است.  همریختی 𝑀 ،−𝑅/𝑚شدنی جمع

 است.

 شود.( نتیجه می1قسمت ) 2.2ساده ناصفر دارای یک زیرمدول ساده است، حکم از گزاره ( چون هر مدول نیم3) ⇐ (2) 

 ( واضح است.4) ⇐ (3)

–یک 𝑁 ( فرض کنید 1) ⇐ (4) 𝑅( صدق می4مدول راست باشد که در شرط )صورت هر کند. در این−𝑅 مدول راست ساده

آل راست یک ایده 𝑚تنها دارای یک مدول ساده در حد یکریختی است. اگر  𝑅، 3.1شدنی است و بنا به قضیه جمع𝑁−نیز 
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دارای زیرمدولی ساده مانند  𝑁وجود دارد و در نتیجه  𝑁 به  𝑅/𝑚همریختی ناصفری از  𝑅−گاه باشد، آن 𝑅ماکزیمال از 

𝑆  است. حال اگر𝑀  یک−𝑅 مدول راست ناصفر باشد، چون𝑀 ،−𝑁است  شدنیجمع−𝑅 همریختی ناصفر مانند

 𝑓: 𝑀 ⟶  𝑆رو وجود دارد. از این𝑀/Ker𝑓 ≅ 𝑆  و در نتیجهKer𝑓  یک زیرمدول ماکزیمال از𝑀 .است∎   

کنیم مدول راست ناصفر دارای یک زیرمدول ساده باشد. یادآوری می𝑅−گوییم هرگاه هر  1آرتینی راست-را نیم 𝑅 یحلقه

 𝑁مدول راست ناصفر روی 𝑅−گاه هر مدول راست ناصفر، آن𝑅−یک  𝑁ساده همگن باشد و یک حلقه نیم 𝑅که اگر 

مدول راست 𝑅−مدول راست که هر 𝑅−کنیم که در صورت  وجود  یک  شدنی است. در ادامه شرایطی را بررسی میجمع

ساده همگن باشد. ابتدا لم زیر را بیان نیم 𝑅شدنی باشد، های راست ناصفر( روی آن جمعمدول𝑅−ناصفر )یا کلاسی از 

 کنیم.می

مدول راست ساده است. 𝑅−دارای یک  باشد که در حد یکریختی تنها  ینی راستآرت-یک حلقه نیم 𝑅فرض کنید  .3.3لم  

 مدول راست ناتکین ناصفر وجود ندارد.𝑅−های راست یا ناتکین هستند یا هیچ مدول𝑅−ی صورت همهدر این

مدول 𝑅−یک  𝑀کنیم می های راست ناتکین باشند، چیزی برای اثبات وجود ندارد. پس فرضمدول𝑅−ی : اگر همهاثبات

𝑍(𝑀)که ناتکین نیست. بنابراین  راست باشد ≠ است. حال  𝑀0و بنا به فرض مسئله دارای یک زیرمدول ساده مانند  0

ای مانند دارای زیرمدول ساده  𝑁گاه بنا به فرض مسئله،وجود داشته باشد، آن 𝑁مدول راست ناتکین ناصفر مانند 𝑅−اگر  

𝑁0  است. توجه داریم که𝑀0  تکین و𝑁0 کند که ناتکین است. از طرفی فرض مسئله ایجاب می𝑀0 ≅ 𝑁0  که یک تناقض

 ∎مدول راست ناتکین ناصفر وجود ندارد. 𝑅−است. بنابراین هیچ 

شدنی مدول راست ناصفر روی آن جمع𝑅−مدول راست ناتکین است که هر 𝑅−دارای یک  𝑅ی ( حلقه1) .3.4گزاره  

 ساده همگن باشد.نیم 𝑅است اگر و تنها اگر 

مدول 𝑅−مدول راست وجود دارد که هر  𝑅−صورت یک آرتینی باشد. در این-ی ناتکین و نیمیک حلقه 𝑅( فرض کنید 2)

 ساده همگن باشد.نیم 𝑅شدنی است اگر و تنها اگر راست ناصفر روی آن جمع

شدنی است. مدول راست ناصفر روی آن جمع𝑅−مدول راست ناتکین باشد که هر 𝑅−یک  𝑁( فرض کنید 1) اثبات:

−𝑅 مدول راست𝑀  را در نظر بگیرید. اگر𝑍(𝑀) ≠  𝑁به  𝑍(𝑀)همریختی ناصفری از 𝑅−(،   1گاه بنا به فرض )، آن0

 تکین است، چنین همریختی ناصفری وجود ندارد. بنابراین 𝑍(𝑀)ناتکین و  𝑁وجود دارد. اما چون 

 𝑍(𝑀) =  7.6 مثال ]6[ساده است )منبع نیم 𝑅دهد که مدول راست ناتکین است. این نتیجه می𝑅−و در نتیجه هر  0

گیریم مدول ساده در حد یکریختی است، نتیجه می𝑅−تنها دارای یک  𝑅، چون 3.1( را ببینید(. حال بنا به قضیه  7قسمت )

 ساده همگن است. عکس مطلب واضح است.نیم 𝑅که 

                                                           
1 right semi-Artinian 
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 𝑅که ، و این3.3مدول راست ساده در حد یکریختی است. حال با توجه به لم   𝑅−تنها دارای یک  𝑅، 3.1( بنا به قضیه 2)

  ∎ساده همگن خواهد بود. نیم 𝑅رو مدول راست، ناتکین است. از این𝑅−گیریم که هر ناتکین است نتیجه می

 اند:جملات زیر معادل 𝑅ی برای یک حلقه .3.5گزاره  

 شدنی است.مدول راست غیرتکین )تکین نباشد( روی آن جمع𝑅−مدول ناتکین وجود دارد که هر 𝑅−( یک 1)

 شدنی است.جمع مدول راست غیرتکین روی آن𝑅−راست انژکتیو ناتکین وجود دارد که هر  مدول 𝑅−یک (1′)

 شدنی است.جمع مدول راست انژکتیو غیرتکین روی آن𝑅−مدول راست ناتکین وجود دارد که هر 𝑅−( یک 2)

 شدنی است.مدول راست انژکتیو غیرتکین روی آن جمع𝑅−مدول راست انژکتیو ناتکین وجود دارد که هر 𝑅−( یک 2′)

 شوند.( نتیجه می2قسمت ) 2.2( از  گزاره  2′) ⇔( 2( و )1′) ⇔( 1) اثبات:

 (  واضح است.2)⇐ ( 1)

نیز چنین است، زیرا  𝐸(𝑀)گاه مدول راست ناصفر غیرتکین باشد، آن𝑅−یک  𝑀( توجه داریم که اگر 1) ⇐( 2)

𝑍(𝐸(𝑀))⋂𝑀 = 𝑍(𝑀)  و اگر𝐸(𝑀)  تکین باشد، داریم𝑀 = 𝐸(𝑀)⋂𝑀 = 𝑍(𝑀)  که یک تناقض است. حال

  ∎شود.)قسمت عکس( حکم نتیجه می  2.8با اثباتی مشابه اثبات گزاره 

ای است که هر مدول راست ساده، روی آن انژکتیو باشد. یک ست، حلقهی راحلقهV−طور که قبلاً اشاره شد یک همان

–تعمیم از  Vی راست، هاحلقه−GVهای راست هستند. حلقه حلقه𝑅  را−GVنامند هرگاه هر حلقه راست می−𝑅 مدول

حلقه 𝑅 ،−GVحلقه راست است. اگر GV−حلقه راست یک V−راست ساده، انژکتیو یا پروژکتیو باشد. واضح است که هر 

Soc(𝑅𝑅)و  راست باشد = گاه مدول راست پروژکتیو باشد، آن𝑅−یک  𝑆حلقه راست است؛ زیرا  اگر 𝑅 ،−Vگاه  ، آن 0

𝑅/𝑚وجود دارد که   𝑚آل راست ماکزیمال ایده ≅ 𝑆  چون . 𝑅/𝑚 ،پروژکتیو است𝑚  جمعوند مستقیم𝑅   .خواهد بود

𝐼⨁𝑚هست که  𝐼آل راست مانند پس ایده = 𝑅 بنابراین .𝐼 آل راست ساده است. از طرفی ایدهSoc(𝑅𝑅) = و در  0

𝐼  نتیجه  = ی راست خواهد شد. حلقهV−یک  𝑅 مدول راست ساده، انژکتیو است و𝑅−که یک تناقض است. پس هر 0

 اشاره کرد. ]8[و  ]7[توان به منابع ها میحلقهGV−برای اطلاعات بیشتر در مورد 

ساده است اگر و ای است که دارای تنها یک قضیه است با این مضمون که یک حلقه نیمی یک صفحهیک مقاله ]9[منبع 

توان نتیجه گرفت که یک راحتی میآل راست ماکزیمال آن جمعوند مستقیمی از حلقه باشد. از این قضیه بهتنها اگر هر ایده

ی آخری در ساده، پروژکتیو باشد. هر چند این مطلب شناخته شده مدول راست𝑅−ساده است اگر و تنها اگر هر حلقه نیم

 دهیم.ارجاع می ]9[های متعدد آورده شده است ولی ما آن را به همان منبع ها و مقالهکتاب

مدول راست با تولید 𝑅−ناصفر باشد. اگر یک  Soc(𝑅𝑅)موروثی راست با ی نیمیک حلقه 𝑅فرض کنید ( 1) .3.6گزاره  

 ساده همگن است.نیم 𝑅 گاه  شدنی باشد، آنمدول راست ناصفر روی آن جمع𝑅−که هر طوریمتناهی وجود داشته باشد به
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مدول راست با تولید متناهی وجود داشته 𝑅−ناصفر باشد. اگر یک  Soc(𝑅𝑅)ی راست با حلقهGV−یک  𝑅( فرض کنید 2)

 ساده همگن است.نیم 𝑅گاه شدنی باشد، آنول راست ناصفر روی آن جمعمد𝑅−که هر طوریباشد به

پروژکتیو است. از طرفی بنا  𝐼موروثی راست است، نیم 𝑅باشد. چون  𝑅 آل راست ساده ازیک ایده 𝐼( فرض کنید 1: )اثبات

مدول راست ساده پروژکتیو 𝑅−مدول راست ساده در حد یکریختی است. پس هر 𝑅−تنها دارای یک  𝑅 ،3.1به قضیه 

 نیم ساده همگن است. 𝑅، ]9[رو بنا به خواهد بود و از این

تنها دارای  𝑅، 3.1که بنا به قضیه مدول راست ساده، پروژکتیو باشد و این𝑅−ساده است اگر و تنها اگر هر نیم 𝑅( چون 2)

مدول راست ساده، پروژکتیو است. فرض 𝑅−این مدول راست ساده است )در حد یکریختی(، کافی است نشان دهیم 𝑅−یک 

پروژکتیو  𝐼یا پروژکتیو است یا انژکتیو. اگر  𝐼ی راست است، حلقه𝑅 ،−GVباشد. چون  𝑅آل راست ساده در یک ایده 𝐼کنید 

𝐼⨁𝐽وجود دارد که  𝐽آل راست انژکتیو باشد. بنابراین ایده 𝐼باشد، حکم برقرار است. پس فرض کنیم  = 𝑅 چون .𝑅  پروژکتیو

 ∎پروژکتیو است و اثبات کامل است.   𝐼نیز چنین است. پس در هر صورت  𝐼)آزاد( است، 

 

 شدنیهای جمعولدها و تعمیم مدولم-مولدها، هم .4

، مجموعه 𝑋مدول راست 𝑅−نامند هرگاه به ازای هر می Mod𝑅برای  مدول راست را یک مولد𝑅−کنیم که یادآوری می

برای  مولد-را یک هم 𝑀مدول 𝑅−چنین وجود داشته باشد. هم 𝑋به  Λ𝑀⨁همریختی پوشایی از 𝑅−و  Λاندیس 

Mod𝑅 هر  گویند هرگاه به ازایمی−𝑅  مدول راست𝑋 یک مجموعه اندیس ،Λ   و یک−𝑅یک از بههمریختی یک𝑋 ه ب

∏Λ𝑀
 

یک مولد  𝑀واضح است که اگر  مراجعه کنید.  ]2[برای اطلاعات بیشتر در این زمینه به منبع  وجود داشته باشد.

ی گُلدی را یک حلقه 𝑅ی چنین حلقههم شدنی است.، جمع𝑋مدول راست 𝑅−روی هر  𝑀گاه باشد، آن Mod𝑅برای 

 𝐴𝐶𝐶طور در شرط ساز راست هستند و همینشکل پوچهای راست که بهآلروی ایده 𝐴𝐶𝐶نامند هرگاه در شرط راست می

شدنی روی یک مدول دلخواه را در در این بخش ابتدا جمع کند.شکل متمم هستند، صدق های راست که بهآلروی ایده

 𝑅زیرمدول در میدان کسرهای 𝑅−که یک معادلی برای این شرایط کنیم وبررسی می 𝑅میدان کسرهای یک دامنه صحیح 

شدنی بودن یک هایی برای جمعهای خاص، معادلبرخی حلقه دهیم. سپس درباشد را ارائه می Mod𝑅 برای یک مولد

روی هر  𝑃 دهیم که یک مدول پروژکتیوشود. در انتهای این بخش نیز نشان میمدول روی مدول دیگر ارائه می

 را تولید کند. 𝑁هر زیرمدول  𝑃شدنی است اگر و تنها اگر جمع 𝑁قسمت ناصفر از یک مدول نوتری ارجخ

دهیم  قرار می 𝑄از  𝑋زیرمدول 𝑅−میدان کسرهای آن باشد. برای هر  𝑄یک دامنه صحیح جابجایی و  𝑅فرض کنید 

𝑋∗ = {𝑞 ∈ 𝑄 | 𝑋𝑞 ⊆ 𝑅} هر عضو  ]2.16، لم 6[. با توجه به ،Hom𝑅(𝑋, 𝑄)  ضربی توسط عنصری از𝑄  .است

𝑓عبارتی برای هر به ∈ Hom𝑅(𝑋, 𝑄) عضوی مانند ،𝑞 ∈ 𝑄 برای هر  که طوریهست به𝑥 ∈ 𝑋  ،𝑓(𝑥) = 𝑥𝑞 .
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𝑓شود  که اگر  راحتی دیده میحال به ∈ Hom𝑅(𝑋, 𝑅)گاه  ، آن𝑞 ∈ 𝑋∗ که  به ازای هر طوریوجود دارد به𝑥 ∈ 𝑋 ،

𝑓(𝑥) = 𝑥𝑞چنین  . هم−𝑅  مدول𝑋 ⊆ 𝑄 نامیم هرگاهمی 1پذیررا معکوس𝑋𝑋∗ = 𝑅 .   

 ، 𝑋های ناصفر  زیرمدول𝑅−باشد. برای  𝑅میدان کسرهای   𝑄یک دامنه صحیح جابجایی و  𝑅فرض کنید  .4.1گزاره  

𝑌 و𝑍   از𝑄 :داریم 

(1 )𝑋 ،−𝑌شدنی است اگر و تنها اگر  جمع𝑋 ،−𝑍شدنی باشد، اگر و تنها اگر جمعHom𝑅(𝑋, 𝑅) ≠ 0. 

 است.شدنی جمع𝑋 ،−𝑅گاه با تولید متناهی باشد، آن 𝑋( اگر  2)

(3 )𝑋  یک مولد برایMod𝑅  است اگر و تنها اگر𝑋 پذیر باشد، اگر و تنها اگر معکوس𝑋 .پروژکتیو باشد 

𝑌⋂𝑍مدول، یکنواخت است. بنابراین 𝑅−عنوان به 𝑄توان دید که راحتی می( به1) اثبات: ≠ ، 𝑋رو  و از این 0

−𝑌شدنی است اگر و تنها اگر جمع𝑋 ،−𝑍د. حال فرض کنید شدنی باشجمعHom𝑅(𝑋, 𝑅) ≠ :𝑓و  0 𝑋 → 𝑅  با

𝑓(𝑥)ی  ضابطه = 𝑥𝑞  یک همریختی ناصفر درHom𝑅(𝑋, 𝑅) که باشد جایی.𝑞 ∈ 𝑋∗ 0چنین فرض کنید  هم ≠

𝑌′ ≤ 𝑌.   0چون ≠ 𝑓(𝑋) ⋂𝑌′،0 ≠ 𝑦′ ∈ 𝑓(𝑋)⋂𝑌′ گرفت.  تابع توان در نظر را می𝑓: 𝑋 → 𝑌′  ی با ضابطه

𝑓(𝑥) = 𝑥𝑞𝑦′  یک−𝑅 همریختی ناصفر است. بنابراین𝑋 ،−𝑌شدنی است.جمع 

، یک 𝑋مدول با تولید متناهی 𝑅−ی گُلدی خواهد بود. از طرفی دامنه 𝑅ی جابجایی است، یک دامنه 𝑅( چون 2) 

−𝑅7.19، گزاره 3[حال بنا به است.   تابمدول بدون[ ،𝑋   در جمع مستقیم تعداد متناهی𝑅 شود. این نتیجه نشانده می

,Hom𝑅(𝑋.دهد  که می 𝑅) ≠ 0 

𝑛صورت باشد. در این  Mod𝑅یک مولد در  𝑋( فرض کنید 3) ∈ ℕ  و−𝑅 همریختی  پوشایی مانند𝑓: 𝑋𝑛 → 𝑅  وجود

.𝑥1)دارند.  پس دنباله   ⋯ . 𝑥𝑛) ∈ 𝑋𝑛 که طوریوجود دارد به.𝑓(𝑥1. ⋯ . 𝑥𝑛) = ∑ بنابراین  1 𝑓𝑛
𝑖=1 𝜄𝑖(𝑥𝑖) =

:𝜄𝑖که  جایی 1 𝑋 → 𝑋𝑛های نشاندن هستند. چون به ازای هر نگاشت ها𝑖،  𝑓𝜄𝑖  یک−𝑅 از همریختی 𝑋  به𝑅 ،است 

𝑞𝑖 ∈ 𝑋∗  که به ازای هر طوریوجود دارد به𝑥 ∈ 𝑋  ،𝑓𝜄𝑖 (𝑥) = 𝑥𝑞𝑖. بنابراین 

1 = ∑ 𝑓

𝑛

𝑖=1

𝜄𝑖(𝑥𝑖) = ∑ 𝑥𝑖𝑞𝑖

𝑛

𝑖=1

 ∈ 𝑋𝑋∗ 

  ، یک مولد برای𝑋دهیم پذیر باشد. نشان میمعکوس 𝑋برای قسمت عکس، فرض کنید  است.پذیر ، معکوس𝑋و در نتیجه 

Mod𝑅   است. چون𝑋𝑋∗ = 𝑥𝑖، اعضایی مانند 1 ∈ 𝑋  و𝑞𝑖 ∈ 𝑋∗ کهطوریوجود دارند به 

   .1 = ∑ 𝑥𝑖𝑞𝑖
𝑛
𝑖=1  اکنون تابع𝜙: 𝑋𝑛 → 𝑅  ی با ضابطه ∑ 𝑦𝑖𝑞𝑖

𝑛
𝑖=1 𝜙(𝑦1. ⋯ . 𝑦𝑛 ) همریختی 𝑅−یک   =

خواهد  Mod𝑅یک مولد برای  𝑋است، Mod𝑅 یک مولد برای  𝑅شود. چون تولید می 𝑋توسط  𝑅 پوشا است. بنابراین 

 ∎شود. نتیجه می  ]2.17، قضیه 6[اند از  با هم معادل 𝑋پذیر بودن که پروژکتیو و معکوسبود. این

                                                           
1 invertible 



 
 

 های جمع شدنیتعمیمی از مدول
 

 

 

17 

–یک  𝑋ی اول و گُلدی راست و چپ باشد و یک حلقه 𝑅فرض کنید  .4.2گزاره   𝑅تاب و با تولید مدول راست  بدون

,𝑀 ،Hom𝑅(𝑀مدول راست 𝑅−صورت برای هر متناهی باشد. در این 𝑅) ≠  شدنی باشد.جمع 𝑋روی  𝑀اگر و تنها  0

,Hom𝑅(𝑀کنید  فرضاثبات:  𝑅) ≠ از  7.22های مسئله،  لم ه فرضباشد. با توجه ب 𝑋یک زیرمدول ناصفر از  ′𝑋و 0

Ann𝑅(𝑋)رو است و از این 1، کاملاً وفادار𝑋دهد که نتیجه می ]3[منبع  = Ann𝑅(𝑋′) = همریختی ناصفر   .0

𝑓: 𝑀 → 𝑅  را در نظر بگیرید. چون𝑓(𝑀) ≠ 0 ،𝑋′𝑓(𝑀) ≠ ′𝑥رو و از این  0 ∈ 𝑋′  وجود دارد که𝑥′𝑓(𝑀) ≠

:𝑔حال تابع  .  0 𝑓(𝑀) → 𝑋′ ی با ضابطه𝑔(𝑓(𝑚)) = 𝑥′𝑓(𝑚)   یک−𝑅  همریختی ناصفر است. بنابراین  ترکیب

𝑀
𝑓
→ 𝑅

𝑔
→ 𝑋′  یک−𝑅  همریختی ناصفر است و در نتیجه𝑀  روی𝑋 شدنی است. برای قسمت عکس، فرض جمع

را 𝑋 دهد که نتیجه می ]3[از منبع  7.19های  مسئله، گزاره  شدنی باشد. با توجه به فرضجمع 𝑋روی  𝑀کنیم می

  همریختی ناصفر از𝑅−شدنی است، وجود یک جمع 𝑋روی  𝑀نشاند. چون   𝑅مستقیم تعداد متناهی توان در جمعمی

𝑀 به𝑅  تضمین خواهد شد. بنابراینHom𝑅(𝑀, 𝑅) ≠ 0. ∎ 

 صورت:مدول راست باشند. در این𝑅−دو 𝑋 و  𝑀فرض کنید  .4.3گزاره  

,Hom𝑅(𝑀( اگر  1)
𝑅

Ann𝑅(𝑋)
) ≠ ,Hom𝑅(𝑀.   گاه، آن0 𝑋) ≠ 0    

,Hom𝑅(𝑀اول باشد و  𝑋( اگر 2)
𝑅

Ann𝑅(𝑋)
) ≠  شدنی است.جمع 𝑋روی  𝑀گاه ، آن0

𝑃که طوریمدول راست ناصفر باشد به𝑅−یک   𝑋( فرض کنید 3) ∈ 𝐴𝑠𝑠(𝑋)   وجود داشته باشد که

.Hom𝑅(𝑀, 𝑅/𝑃) ≠ ′𝑋صورت در این 0 ≤ 𝑋  وجود دارد که𝑀 روی 𝑋′ شدنی است.جمع  

𝑓 فرض کنید (1)اثبات:  ∈ Hom𝑅 (𝑀,
𝑅

Ann𝑅(𝑋)
𝑚0صورت یک عضو ناصفر باشد. در این ( ∈ 𝑀  و𝑟0 ∈ 𝑅  وجود

𝑓(𝑚0).که طوریدارند به = 𝑟0 + Ann𝑅(𝑋) ≠ 𝑋𝑟0پس   0 ≠ 𝑥0و در نتیجه    0 ∈ 𝑋    وجود دارد که

.𝑥0𝑟0 ≠ 𝑀حال ترکیب   0
𝑓
→

𝑅

Ann𝑅(𝑋)

𝑔
→ 𝑋   یک−𝑅که  همریختی ناصفر است جایی𝑔  با ضابطه

𝑔(𝑟 + Ann𝑅(𝑥)) = 𝑥0𝑟 شود.داده می 

0.( فرض کنید 2) ≠ 𝑋′ ≤ 𝑋  چون𝑋    ،اول استAnn𝑅(𝑋) = Ann𝑅(𝑋′)      و در نتیجه  بنا به فرض

.Hom𝑅(𝑀,
𝑅

Ann(𝑋′)
) ≠  شود.( حاصل می1حال نتیجه از قسمت ) 0

0مدول اول 𝑅−مدول راست ناصفر باشد. بنا به فرض 𝑅−یک  𝑋( فرض کنید  3) ≠ 𝑋′ ≤ 𝑋 که طوریوجود دارد به

𝑃 = Ann𝑅(𝑀′)  و.Hom𝑅(𝑀,
𝑅

Ann(𝑋′)
) ≠ ,Hom𝑅(𝑀(،  1بنا به قسمت ) 0 𝑋′) ≠ یک ′𝑋  چون   .0

−𝑅  0مدول راست اول است، به ازای هر ≠ 𝑋′′ ≤ 𝑋′  داریم.Ann𝑅(𝑋′′) = Ann𝑅(𝑋′)   بنابراین

                                                           
1 fully invariant 
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Hom𝑅(𝑀,
𝑅

Ann(𝑋′′)
) ≠ ,Hom𝑅(𝑀.(، 1و باز بنا به قسمت )  0 𝑋′′) ≠  روی  𝑀دهد که این نشان می 0

𝑋′ شدنی است. جمع 

مدول راست ناصفر 𝑅−نامیم هرگاه برای هر می Mod𝑅مولد ضعیف برای -را یک هم𝑀 مدول راست  𝑅− .4.4تعریف  

𝑋،.Hom𝑅(𝑋, 𝑀) ≠ 0  

که مدول انژکتیو باشد، این دو دهیم زمانیمولد ضعیف است. در زیر نشان می-هممولد، یک -واضح است که هر مدول هم 

 اند.مفهوم بر هم منطبق

است اگر و   Mod𝑅مولد برای -یک هم  𝑀صورت مدول راست انژکتیو باشد. در این𝑅−یک 𝑀 . فرض کنید 4.5گزاره  

 باشد. Mod𝑅 مولد ضعیف برای-یک هم 𝑀تنها اگر 

,Hom𝑅(𝑋صورت در این باشد. Mod𝑅مولد ضعیف برای -یک هم 𝑀نید فرض کاثبات:  𝑀) ≠ مدول 𝑅−برای هر   0

,𝑋 ،.Hom𝑅(𝑋ی مدول راست ساده𝑅−ویژه برای هر به 𝑋.راست ناصفر  𝑀) ≠ انژکتیو است، بنا به   𝑀حال چون  0

 ∎است. عکس مطلب واضح است.   Mod𝑅مولد برای  -یک هم 𝑀،  ]9. 19، گزاره 6[

که یک مدول ها، یک معادل برای اینشود سپس به  کمک آنهای پروژکتیو بیان میدر زیر ابتدا حقایقی در مورد مدول

 کنیم.شدنی باشد را بیان میپروژکتیو روی یک مدول دلخواه جمع

 صورت مدول راست پروژکتیو ناصفر باشد. در این𝑅−یک    𝑃. فرض کنید 4.6گزاره  

𝑃که طوریباشد به𝑅 ی آل از حلقهیک ایده 𝐼( اگر 1) ≠ 𝑃𝐼گاه ، آن.Hom𝑅(𝑃, 𝑅/𝐼) ≠ 0 

,Hom𝑅(𝑃.  گاهباشد، آن𝑅 رادیکال جیکوبسون 𝐽 ( اگر 2) 𝑅/𝐽) ≠ 0  

,Hom𝑅(𝑃؛، 𝑀مدول راست وفادار 𝑅−( برای هر 3)  𝑀) ≠ مولد ضعیف -عبارت دیگر یک مدول وفادار یک همبه 0

 برای هر مدول پروژکتیو است.

𝑃⨁𝐾که طوریوجود دارد به  𝐾 مدول راست𝑅−پروژکتیو است،  𝑃( چون 1) :اثبات ≅𝑅 ⨁Λ𝑅.  در نتیجه (𝑃⨁𝐾)

R
 𝑅/𝐼

R
( 


𝑅)

R
 𝑅/𝐼 روو از این(𝑃

R
𝑅/𝐼)⨁(𝐾

R
𝑅/𝐼)

R



(𝑅 

R
 𝑅/𝐼)  .  ،این یکریختی اخیر

 (𝐾/𝐾𝐼)(𝑃/𝑃𝐼)یکریختی 
R 
𝑅/𝐼 عنوان   را به دنبال خواهد داشت و چون طرفین یکریختی به−𝑅 مدول

 𝑃/𝑃𝐼در نتیجه   مدولی نیز هست.𝑅/𝐼−یکریختی  مدول راست، ضربشان یکی است، این یکریختی یک 𝑅/𝐼−راست و 

مدول آزاد است، 𝑅−مدول پروژکتیو، جمعوند مستقیم یک 𝑅−مدول پروژکتیو است. از طرفی چون هر 𝑅/𝐼−یک  

,Hom𝑅(𝑃. توان دید کهراحتی میبه 𝑅) ≠ Hom𝑅.بنابراین 0

𝐼

(
𝑃

𝑃𝐼
, 𝑅/𝐼) ≠ ، ]2.1، لم 10[حال بنا به  0

.Hom𝑅(𝑃, 𝑅/𝐼) ≠ 0 
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𝑃𝐽  ، ]24.7، قضیه 5 [و ناصفراست، بنا بهمدول راست پروژکتی𝑅−یک  𝑃( چون 2) ≠ 𝑃 ( 1رو حکم بنا به )و از این

 برقرار است. 

,Hom𝑅(𝑃پروژکتیو است،  𝑃( چون 3) 𝑅) ≠ 0و  0 ≠ 𝑓 ∈ Hom𝑅(𝑃, 𝑅) گیریم. بنابراینرا در نظر می 

 𝑥 ∈ 𝑃  0.وجود دارد که ≠ 𝑓(𝑥) ∈ 𝑅  چون𝑀 ،وفادار است𝑀𝑓(𝑥) ≠ 𝑚رو  و از این 0 ∈ 𝑀   وجود دارد که 

.𝑚𝑓(𝑥) ≠ :𝑔حال تابع0 𝑅 → 𝑀 با ضابطه 𝑔(𝑟) = 𝑚𝑟  یک همریختی ناصفر است و ترکیب 

  𝑃
𝑓
→ 𝑅

𝑔
→ 𝑀  نیز یک−𝑅.همریختی ناصفر خواهد بود ∎  

،  𝑃صورت مدول راست دلخواه باشد. در این𝑅−یک  𝑁مدول راست پروژکتیو و 𝑅−یک  𝑃. فرض کنید 4.7گزاره  

−𝑁0شدنی است اگر و تنها اگر برای هر جمع ≠ 𝑁′ ≤ 𝑁  ،.𝑃 ≠ 𝑃Ann𝑅(𝑁′) 

0.شدنی باشد و جمع𝑃 ،−𝑁فرض کنید  اثبات: ≠ 𝑁′ ≤ 𝑁 صورت در این−𝑅 همریختی ناصفر 

𝑓: 𝑃 → 𝑁′   وجود دارد. حال اگر𝑃 = 𝑃Ann𝑅(𝑁′)گاه ، آن 

𝑓(𝑃) = 𝑓(𝑃Ann𝑅(𝑁′)) = 𝑓(𝑃)Ann𝑅(𝑁′) ⊆ 𝑁′Ann𝑅(𝑁′) = 0. 

𝑓یعنی    = 𝑃.که یک تناقض است. پس  0 ≠ 𝑃Ann𝑅(𝑁′)   نتیجه  ( 1) 4.3 ( و گزاره1) 4.6قسمت عکس از گزاره

  ∎    شود.می

شدنی قسمت ناصفر از یک مدول نوتری، جمعکه یک مدول پروژکتیو روی هر خارجهایی برای ایناین مقاله را با ارائه معادل

 بریم.باشد به پایان می

صورت مدول راست نوتری باشد. در این𝑅−یک  𝑁مدول راست پروژکتیو ناصفر و 𝑅−یک  𝑃. فرض کنید 4.8گزاره  

 اند:جملات زیر معادل

(1 ) 𝑃 یک مولد برای هر زیرمدول𝑁 .است 

𝐾( برای هر  2) ≨ 𝑁 مدول ،𝑃   روی 𝑁/𝐾شدنی است.جمع 

(3 )𝑃  روی هر−𝑅شکلبه مدول ساده𝑁′/𝐾  که شدنی است، جاییجمع.𝑁′ ≤ 𝑁 

𝐾(  فرض کنید 2) ⇐( 1اثبات: ) ≨ 𝑁 0.  و ≠ 𝑁′/𝐾 ≤ 𝑁/𝐾  چون𝑃  یک مولد برای𝑁′  ،است−𝑅 همریختی

:𝑓پوشایی مانند  

𝑃 → 𝑁′  وجود دارد. حال ترکیب 


𝑃

𝑓
→ 𝑁′  

𝜋
→ 𝑁′/𝐾  یک−𝑅 همریختی ناصفر است. این

 وجود دارد.  𝑁′/𝐾به   𝑃همریختی ناصفری از  𝑅−دهد که نتیجه می

 (  واضح است.3) ⇐( 2)

′𝑁باشد، کافی است نشان دهیم برای هر   𝑁 یک مولد برای هر زیرمدول 𝑃که ( برای این1) ⇐( 3) ≤ 𝑁  ، 

𝑇𝑟(𝑃, 𝑁′) = 𝑁′ که جایی .𝑇𝑟(𝑃, 𝑁′) = ∑{Im 𝑓 | 𝑓 ∈ Hom𝑅(𝑃, 𝑁′)}فرض کنید 
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 .𝑇𝑟(𝑃, 𝑁′) ≨ 𝑁′  چون𝑁  نوتری است، زیرمدول ماکزیمال𝐾 در𝑁′ که  شاملطوریوجود دارد به𝑇𝑟(𝑃, 𝑁′)  

:𝑓همریختی ناصفر  𝑅−ساده است و طبق فرض  𝑁′/𝐾است. بنابراین   𝑃 → 𝑁′/𝐾 وجود دارد. حال چون 𝑃 

:𝑔همریختی 𝑅−پروژکتیو است،  𝑃 → 𝑁′  که نمودار زیر جابجایی است.طورید بهوجود دار   

 

Im 𝑔اما   ⊆ 𝑇𝑟(𝑃, 𝑁′)  رو  و از این.Im 𝑔 ⊆ 𝐾 دهد که این نتیجه می𝑓 = 𝜋𝑔 =   .که یک تناقض است 0

,𝑇𝑟(𝑃بنابراین 𝑁′) = 𝑁′  .و حکم برقرار است∎  
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