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Introduction 
In 2013, Petrillo [5] presented results on the properties of transitivity, 
persistence, and sensitivity in the subgroups of a finite group in his paper. 
Using the properties of cover-avoidance and normality, he obtained results 
regarding finite groups. It can be mentioned that the property of cover-
avoidance has been studied by many individuals, both in finite group theory 
and in Lie algebras, including [3, 7, 9]. It is worth noting that this property has 
led to the definition of specific subgroups and subalgebras called CAP-
subgroups and CAP-subalgebras. In Lie algebras, these subalgebras were 
examined by Towers in [9]. Using these concepts, he provided results on the 
solvability and supersolvability of Lie algebras. He defined the property of 
cover-avoidance and CAP-subalgebras. In 1972, Venzke [11] introduced the 
concept of a maximal-sensitive subgroup in his paper and obtained results in 
finite groups from this concept. This concept gained attention in Petrillo's 
work in [5], where he expressed the sensitivity property using it. 
 
Material and Methods 
In this paper, we use Petrillo's definition and similarly define this property for 
Lie algebras. Furthermore, we intend to specifically examine CAP-transitive 
and maximal-sensitive subalgebras by applying these concepts, and present 
results on these subalgebras. 
 
Results and discussion 
We first study connections between the α-transitivity, ideality, and c-ideality 
and some other algebraic concept such as t-algebras and ct-algebras and then 
present results on Lie algebras that have CAP-transitive subalgebras and on 
Lie algebras where the cover-avoidance property is transitive. We will also 
provide results on Lie algebras that have maximal-sensitive subalgebras. 
 
Conclusion 
The following conclusions are obtained from this research. 

 If  is a nilpotent Lie algebra, then  is a t-algebra if and only if every 
subalgebra of L is an ideal of . 

 If  is a solvable Lie algebra, then  is a ct-algebra if and only if 
every subalgebra of L is a c-ideal of . 



 Suppose  is an ideal of . If  is a CAP-transitive subalgebra of , 
then every chief factor of  contained in  is a chief factor of . 
 

How to cite: Goudarzi, L., Riyahi, Z. (2024). Transitivity and sensitivity properties of the subalgebras of a finite 
dimensional Lie algebra, Mathematical Researches, 10 (2), 116 – 128. 
 
 

                               © The Author(s).                                                                        Publisher: Kharazmi University 
 

 

 



 

 

 خواص تعدي و حساسيت زيرجبرها در جبرهاي لي متناهي بعد
   2زهرا رياحي ، 1ليلا گودرزي

  
 le.goudarzi@abru.ac.ir رايانامه:. رانيبروجرد، ا ،(ره)يبروجرد ...ا تيدانشگاه آكده علوم پايه، دانش ،ياضيگروه ر. 1

  zahra.riyahi@gmail.com رايانامه:. رانيمازندران، بهشهر، ا فناوريدانشگاه علم و  ،ياضيگروه ر. نويسنده مسئول، 2

  چكيده    اطلاعات مقاله
  مقاله پژوهشينوع مقاله: 

  
  
 21/08/1400 :افتيدر خيتار

  24/3/1403: رشيپذ خيتار
  20/04/1403: انتشار خيتار
  
  

   هاي كليدي:واژه
  ،تعدي

  ،حساسيت

 ،لي جبر

 c- ،ايدآل 

 ، پذيرحل

   پذيرابرحل
  
  
  
  
  
  
  

از  Hباشد. همچنين زيرجبر  αداراي خاصيت  Hگوييم هرگاه مي Lجبر از زير-αرا يك  Lاز  Hزيرجبر 
-αباشد و آن زيرجبر را  Lزيرجبر از -α، يك Hزيرجبر از -αگوييم هرگاه هر متعدي مي-αرا  Lلي  جبر

كه طوريموجود باشد به Lاز  Aزيرجبر -α، يك Hاز  Kزيرجبر -αگوييم هرگاه براي هر حساس مي
A∩H Kهاي . اين مفاهيم مشابه با مفاهيم زيرگروهα- متعدي وα-هاي متناهي حساس در نظريه گروه

ايدآل بودن -cاجتناب، بيشين بودن، ايدآل بودن و -ند. در اين مقاله، نتايج اصلي روي خواص پوششهست
علاوه، تأثير به. دهيمحساس را مورد بررسي قرار مي-متعدي و بيشين-CAPطورخاص  زيرجبرهاي است و به

 ويژه نتايجي در مورد جبرهايبعد مورد بررسي قرار داده و بهلي متناهي اين مفاهيم را روي ساختار جبرهاي
  كنيم.پذير بيان ميلي ابرحل
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 مقدمه

ناميده    Lزيرجبر  Lاز  Hخواهد بود. زيرفضاي  Fبعد روي ميدان دلخواه لي متناهي ي يك جبردهندهنشان Lدر اين مقاله، 
x,y∈H ،x,yشود، هرگاه براي هر مي ∈H  و زيرفضايA  ازL  يك ايدآلL شود، هرگاه براي هر ناميده ميx∈L ر و ه

y∈A ،x,y ∈Aچنين خارج قسمت . همA/B  يك عامل اصليL شود هرگاه گفته ميB  ايدآلL  وA/B  ايدآل كمين
L/B  باشد. اگرA  يك زيرجبر ازL  باشد، آنگاهA  يك زيرايدآل ازL شود هرگاه يك زنجير از زيرجبرها به صورت  ناميده مي

A A0 A1 … An L 0كه براي هر يطوروجود داشته باشد به i n‐1 ،Ai  ايدآلAi  Lاز  Bزيرجبر باشد.  1
Lكه طوريموجود باشد به Lاز  Cشود هرگاه يك ايدآل گفته مي L] از 8ايدآل [-c يك B C و  B∩C BL .علاوه، به
 به صورت Lهاي پذير است هرگاه يك زنجير از ايدآلابرحل Lلي  جبر

L Ln⊇Ln‐1⊇…	⊇L2⊇L1⊇ 0 	,	
1كه براي هر طوريموجود باشد به i n ،dimLi i.  

هاي يك گروه ، نتايجي در مورد خواص تعدي، پايداري و حساسيت در زيرگروهدر مقاله خود] 5[1، پتريلو2013در سال 
متناهي به دست آورد.  هاياجتناب و نرمال بودن، نتايجي را در مورد گروه-متناهي بيان نمود و با استفاده از خواص پوشش

اجتناب مورد مطالعه افراد -لي، خاصيت پوشش هاي متناهي و هم در جبرهايتوان اشاره كرد كه هم در نظريه گروهمي
ها و زيرجبرهاي خاصي با عنوان ذكر است اين خاصيت باعث تعريف زيرگروه] قرار گرفته است. لازم به9،7،3بسياري از جمله [

CAP-ها و زيرگروهCAP-مورد بررسي قرار گرفت.  2] توسط تاورز9لي، اين زيرجبرها در [ زيرجبرها شده است. در جبرهاي
 و اجتناب-لي ارائه نمود. او خاصيت پوششپذيري جبرهاي پذيري و ابرحلاو با استفاده از اين مفاهيم، نتايجي در مورد حل

CAP-:زيرجبرها را به صورت زير تعريف نمود  
  باشد. در اين صورت  Lيك عامل اصلي از  A/Bو  Lزيرجبري از  Hلي و  يك جبر Lض كنيد فر  .1 تعريف

Hپوشاند، هرگاه را مي H ،A/Bالف)  A H B ؛ و  
H∩Aكند، هرگاه اجتناب مي A/B، از Hب)  H∩B.  

  اب كند.را بپوشاند يا از آن اجتن Lشود هرگاه هر عامل اصلي گفته مي Lزيرجبر -CAP كي Hزيرجبر  .2 تعريف
حساس تعريف نمود و نتايجي نيز  -]، مفهومي با عنوان زيرگروه بيشين11در مقاله خود [ 3، ونزكي1972همچنين در سال 

موردتوجه پتريلو قرار گرفت و خاصيت حساسيت را با  2013هاي متناهي از اين مفهوم به دست آورد كه در سال در گروه
ين مقاله، ما نيز از تعريف بيان شده توسط پتريلو استفاده نموده و به طور مشابه اين استفاده از آن بيان كرد كه البته در ا

طور ويژه كاربردن مفاهيم فوق، بهعلاوه در اين مقاله قصد داريم با بهكنيم. بهلي تعريف ميخاصيت را براي جبرهاي 
  ز اين زيرجبرها را ارائه دهيم.حساس را موردبررسي قرار داده و نتايجي ا-متعدي و بيشين-CAPزيرجبرهاي 

                                                            

1Petrillo 

2Towers      
 
3Venzke 
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  كنند.تعاريف زير در اين مقاله نقش مهمي را ايفا مي

 αداراي خاصيت H	 دهيم، هرگاهنشان مي HαLگوييم و با نماد مي Lاز  زيرجبر-α را يك Lاز  Hزيرجبر  . 3 فتعري
  باشد.

  يك خاصيت باشد. αفرض كنيد   .4 تعريف
Hالف) اگر براي هر  K L با داشتن HαK  وKαL  نتيجه بگيريمHαLگوييم ، آنگاه ميα.متعدي است ،  
Hب) اگر براي هر  K L ،HαL  نتيجه دهدHαKگوييم ، آنگاه ميα.پايدار است ،  

  ايدآل بودن پايدار هستند.-cزيرجبر بودن متعدي و ايدآل بودن و . 1 مثال

در مورد جبرهاي لي كه اين  3عدي نيستند و در بخش ايدآل بودن مت-cتوجه كنيد كه در حالت كلي خواص ايدآل بودن و  
  شود كه مؤيد مطلب فوق است.ها متعدي است، نتايجي ارائه خواهد شد. در زير مثالي آورده ميدو خاصيت در آن

Lفرض كنيد . 2 مثال Fx Fy Fz  كهF  ميدان اعداد مختلط است وx,y y و x,z 2z   باشد. در اين صورتL 
L2و  لي است يك جبر Fy Fz  ايدآلي ازL  است و در نتيجهc- ايدآلL چنين نيز هست. همF y z  يك ايدآل و در

Fاست كه آبلي است. اما  L2ايدآل از -cنتيجه يك  y z  يكc- ايدآلL  نيست. زيرا در غير اين صورت ايدآلB  ازL 
Lكه طوريموجود است به F y z B  وF y z ∩B Lو از اين رو  L2⊆Bدهد كه و اين نتيجه مي 0 L2 كه ،

  تناقض است.

زيرجبر از -αدهيم هرگاه هر نمايش مي HαTLگوييم و با نماد متعدي مي-αرا  Lلي  از جبر Hالف) زيرجبر  . 5 تعريف
H يك ،α- زيرجبر ازL .باشد  

، Hمشمول در  Lزيرجبر از -αدهيم هرگاه هر نمايش مي HαPLگوييم و با نماد پايدار مي-αرا  Lلي  از جبر Hب) زيرجبر 
  باشد. Hزيرجبر از -αيك 

، يك Hاز  Kزيرجبر -αدهيم هرگاه براي هر نمايش مي HαsLگوييم و با نماد حساس مي-αرا  Lلي  از جبر Hج) زيرجبر 
α- زيرجبرA  ازL كه طوريموجود باشد بهA∩H K.  

Hلي هايزنبرگ  جبر. 3 مثال e , e eبا ضرب لي  , , e  وα  را خاصيت ايدآل بودن در نظر
eگيريم. به سادگي قابل بررسي است كه مي e است در حالي كه  Hمتعدي از -يك ايدآل ايدآل  	 , e 

  متعدي نيست.-ايدآل
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  نتايج اوليه. 1

  كنيم.ق را بيان ميدر اين بخش ارتباط بين بعضي از مفاهيم فو

  يك خاصيت باشد. αفرض كنيد  .1,1لم 
  حساسيت، متعدي است.-αالف) 

  حساس است.-αمتعدي، -αيك زيرجبر  ب)

، HαsK. چون AαH. براي اين منظور فرض كنيد HαsLخواهيم نشان دهيم . مي HαsKαsLفرض كنيد برهان. الف) 
B∩Hكه طوريموجود است به Kاز  Bزيرجبر -αلذا يك  A حال چون .KαsL  وBαK پس يك ،α- زيرجبرC  ازL 

C∩Kكه طوريموجود است به B:از اين رو داريم .  
A B∩H C∩K ∩H C∩H. 

  . HαsLبنابراين 
و چون  AαL. در اين صورت AαH. براي اين منظور فرض كنيد HαsLخواهيم نشان دهيم . ميHαTLفرض كنيد  ب)

A∩H A لذا ،HαsL .  

eبراي مثال ايدآل حساس است. در حالت كلي هر ايدآلي كه -يك ايدآل ايدآل از بخش مقدمه 3در مثال Hاز   	
 سازد.حساس نيز است و برعكس. گزاره زير اين موضوع را روشن مي-باشد ايدآل متعدي-ايدآل

  هاي زير معادلند:گزارهباشد. در اين صورت  Lلي  ايدآلي از جبر Nفرض كنيد  .1,1گزاره 
  است. Lمتعدي از  -يك ايدآل ايدآل Nالف) 

  است. Lحساس از  -يك ايدآل ايدآل Nب) 
  است. Lيك عامل اصلي از  Nهر عامل اصلي از  پ)

 -يك ايدآل ايدآل N ، 1,1بنا به لم باشد. در اين صورت  Lمتعدي از  -يك ايدآل ايدآل Nفرض كنيد ب:  ⇐برهان. الف 
  است.  Lحساس از 

باشد. در اين صورت يك ايدآل  Nايدآلي از  Hباشد و فرض كنيد  Lحساس از  -يك ايدآل ايدآل Nفرض كنيد الف:  ⇐ب 
A  ازL كه طوريموجود است بهA∩N H  و در نتيجهH  ايدآلي ازL باشد.نيز مي  

ايدآلي  Nهستند و چون  N هايايدآل Bو  Aباشد. در اين صورت  Nيك عامل اصلي از  A/Bفرض كنيد پ:  ⇐الف 
Bباشد كه  Lايدآلي از  Cحال اگر  باشند.نيز مي Lهاي ايدآل Bو  Aاست، لذا  Lمتعدي از  -ايدآل C A آنگاه ،C  ايدآلي

  كه اين تناقض است. نيست، Nديگر عامل اصلي  A/Bاست و در اين صورت  Nاز 
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/Aباشد، آنگاه  Nين از ايدآلي كم Aباشد. اگر  Nايدآلي از  Aفرض كنيد الف:  ⇐پ  است و از  Nيك عامل اصلي از  0
ساده باشد، آنگاه يك عامل اصلي از  N/Aاگر  است. Lايدآلي از  Aاست و در نتيجه  Lاين رو طبق فرض يك عامل اصلي از 

N  است و لذا يك عامل اصلي ازL  است و در نتيجهA  ازايدآلي L .اما اگر  استN/A نند شامل ايدآلي كمين ماB/A  ،باشد
  است. Lايدآلي از  Aو در نتيجه  است Lو در نتيجه يك عامل اصلي از  Nيك عامل اصلي از  B/Aآنگاه 

  باشد. در اين صورت روابط زير برقرارند: Lمتعدي از -يك زيرجبر ايدآل Nفرض كنيد . 1,1 قضيه
N∩Hشود، پوشانده مي Nكه توسط  Lاز  H/Kبراي هر عامل اصلي الف)  / N∩K  يك عامل اصلي ازN .است  

  است. Nزيرجبر از -CAPيك  L ،H∩Nاز  Hزيرجبر -CAPبراي هر ب) 
  كند.پوشاند يا از آن اجتناب ميرا يا مي N، هر عامل اصلي Lاز  Hزيرجبر -CAPهر پ) 
 است. Lپايدار از -CAPيك زيرجبر  Nت) 

 Lمتعدي از -زيرجبر ايدآل Nشود. چون پوشانده مي Nباشد كه توسط  Lيك عامل اصلي  H/Kفرض كنيد برهان. الف) 
N∩H]، 1-2، لم 9باشند. از طرفي بنا به [مي L هايايدآلN∩K	و  N∩Hاست و در نتيجه  Lايدآلي از  Nاست، لذا  K H 

  و بنابراين داريم:
H
K

N∩H K
K

≅
N∩H

N∩H∩K
N∩H
N∩K

. 
  

N∩Hپس  / N∩K  يك عامل اصلي ازL است. حال اگر M  ايدآلي ازN  باشد كهN∩K M N∩H آنگاه ،M  ايدآلي
N∩Hاست و اين يك تناقض است. پس  Lاز  / N∩K  يك عامل اصلي ازN .است  

يك  Nباشد. در اين صورت چون  Lزيرجبر از -CAPيك  Hباشد و فرض كنيد  Nيك عامل اصلي از  A/Bفرض كنيد ب) 
توان نتيجه ] مي1-2، لم 9است. حال از [ Lيك عامل اصلي از  A/B ، 1,1 زارهگ بنا بهاست، لذا  Lمتعدي  از  -ايدآل ايدآل

Bگرفت  H∩A A  ياB H∩A B از طرفي .B H∩A B H∩N ∩A] لم 9. پس با استفاده دوباره از ،
  كند.پوشاند يا از آن اجتناب ميرا مي H∩N ،A/Bتوان نتيجه گرفت ] مي2-1

بنا به گزاره  باشد.  در اين صورت Nيك عامل اصلي از  A/Bباشد و فرض كنيد  L زيرجبر از-CAPيك  Hفرض كنيد پ) 
1,1، A/B  يك عامل اصلي ازL  است و لذاH ،A/B كند.پوشاند يا از آن اجتناب ميرا مي  
باشد. بنا به قسمت  Nيك عامل اصلي از  B/Cباشد و فرض كنيد  Nمشمول در  Lزيرجبر از -CAPيك  Aفرض كنيد  ت)
  است. Nزيرجبر از -CAPيك  Aكند و اين يعني پوشاند يا از آن اجتناب ميرا مي A ،B/C)، (پ

Aلي  جبر. 1,1مثال  , 	 e , e , e , e , e eرا با ضرب لي ] 4[   , e 	 e ، e , e 	 e، 

e , e N	 دآلياگيريم. در نظر ميرا خاصيت ايدآل بودن  αو  	 	 e , e متعدي از -يك ايدآل ايدآل
A زيرجبر از -CAPپذير است و هر ابرحل ,است. از آنجايي كه  , است،  Nزير جبر از -CAPيك  Nمشمول در  ,

  نيز برقرارند. 1,1وابط قضيه است. قابل بررسي است كه مابقي ر 5,2Aپايدار -CAPيك زيرجبر  Nشود كه نتيجه مي
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  جبرها-ctجبرها و - .2

در واقع، در شوند. جبر) ناميده مي-ctجبر (-tايدآل بودن) متعدي است، -cها، خاصيت ايدآل بودن (جبرهاي لي كه در آن
t-) جبرهاct-) هر ايدآل (جبرهاc-) ايدآل)، ايدآل متعديc-متعدي) است.-ايدآل  
جبرها آورده خواهند -tاند كه بعضي از قضايايي كه در ادامه در مورد رها مورد بررسي قرار گرفتهجب-t]، 10، 2در مقالات [ 

  شد، برگرفته از اين مقالات است.

  جبر) است.-ct( رجب-tنيز يك  L/Nباشد. در اين صورت  Lايدآلي از  Nجبر) باشد و -ct( جبر-tيك  Lفرض كنيد  .1,2لم 

  .)شود] نتيجه حاصل مي1-2، لم 8جبرها به راحتي با استفاده از [-ct(براي  واضح استبرهان: 

dim Nباشد. در اين صورت  Lيك ايدآل كمين آبلي از  Nجبر) باشد و -ct( جبر-tيك  Lفرض كنيد  .2,2لم  1.  

 N) از ايدآل-cيك ايدآل ( M])، 1-3، قضيه 8باشد. در اين صورت (بنا به [ Nيك زيرجبر بيشين  Mفرض كنيد برهان. 
توان ] مي4-2، لم 6است. حال با استفاده از [ Lايدآل) از -cيك ايدآل ( Mجبر) است، لذا -ct( جبر-tيك  Lاست و چون 
dim Nنتيجه گرفت  1 .  

  جبر است.-tنيز يك  Lاز  Mباشد، آنگاه هر زيرجبر بيشين  جبر پوچتوان-t يك Lالف) اگر  .3,2لم 
  جبر است.-ctنيز يك  Lاز  Mشد، آنگاه هر زيرجبر بيشين با پذيرجبر حل-ct يك Lب) اگر 

پذير باشد، لي حل يك جبر Lاگر آوريم. قسمت (الف) به طور مشابه اثبات خواهد شد. فقط اثبات قسمت (ب) را ميبرهان. 
H,Kاست. حال فرض كنيد  Lايدآل از -cيك  Lاز  M]، هر زيرجبر بيشين 1-3، قضيه 8آنگاه بنا به [ M  وH  يكc-

 Lايدآل از -cنيز يك  Hاست و در نتيجه  Lايدآل از -cيك  Kباشد. در اين صورت  Mايدآل از -cيك  Kو  Kايدآل از 
  شود.است و حكم ثابت مي Mايدآل از -cيك  H]، 1-2، لم 8شود. بنابراين با توجه به [مي

  پذير باشد، آنگاه احكام زير برقرارند:جبر حل-tيك  Lاگر  .1,2 قضيه
L ،dim Aاز  Aالف) براي هر ايدآل كمين  1.  

  پذير است.ابرحل Lب) 

  واضح است. 2,2الف) بنا به لم برهان. 
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 L/Nتوان گفت مي Lجبر است و با استقرا روي بعد -tيك  L/N ،1,2لم بنا به  باشد. Lايدآلي كمين از  Nب) فرض كنيد 
N	dimاز طرفي با توجه به قسمت (الف)،  پذير است.ابرحل   پذير است.ابرحل Lو در نتيجه  1

Nپذير و ابرحل A5,2لي   برقرار نيست. براي مثال جبر كه عكس قسمت (ب) قضيه بالا لزوماً توجه داريم e1,	e2,	e3  
   نيست.  	A5,2،  ايدآلي در Nبه عنوان ايدآل  e3است. در حالي كه   A5,2ايدآلي در 

  در اين صورت نتايج زير برقرارند: پذير باشد.جبر حل-ctيك  Lكنيد  فرض .2,2قضيه 
  جبر است.-ctيك  L الف) هر زيرجبر 

   است. Lايدآل از -cيك   Lب) هر زيرايدآل از 
L ،dim Aاز  Aج) براي هر ايدآل كمين  1.  

  پذير است.ابرحل Lد) 

  گيريم:ر ميباشد. دوحالت را در نظ Lزيرجبري از  Hالف) فرض كنيد برهان. 
)1 (H  زيرجبري بيشين ازL  3,2باشد: در اين حالت بنا به لم ، H  يكct-.جبر است 

)2 (H  زيرجبــر بيشــينL  نباشــد: در ايــن حالــتH  مشــمول در يــك زيرجبــر بيشــين ماننــدM اســت كــه بنــا بــه لــم 
3,2 ، M  يكct-حـال بـا اسـتقرا روي بعـد    جبر است .L		  جبـر از تـوان نتيجـه گرفـت كـه هـر زير     مـي  M  يـكct-  جبـر
  .است

  نباشد. پذيرحل Lجبر است نتيجه واضح است حتي اگر -ctيك  L ب) با توجه به اينكه
  شود.نتيجه مي 2,2 ج) از لم

باشـد. در ايـن صـورت از قسـمت (ج)      Lايـدآلي كمـين از    Aمثـال نقـض بـا كـوچكترين بعـد باشـد و        L د) فرض كنيـد 
dim  Aشــود كــه نتيجــه مــي در فــرض  L/A. بنــابراين جبــر اســت-ctيــك نيــز  L/A، 1,2نــا بــه لــم ب . از طرفــي1

  پذير است، كه تناقض است.ابرحل Lپذير است و از اين رو كند و در نتيجه ابرحلقضيه صدق مي
يـك   Lاسـت اگـر و تنهـا اگـر هـر زيرجبـر         جبـر -tيـك   Lلـي پوچتـوان باشـد، آنگـاه      يك جبـر  L) اگر 1( .3,2ه قضي

  باشد.L	ايدآل از 
ايـدآل از  -cيـك   Lاسـت اگـر و تنهـا اگـر هـر زيرجبـر         جبـر -يـك   Lپـذير باشـد، آنگـاه    لي حل يك جبر Lاگر ) 2(
	L.باشد  

 Lمتعـدي اسـت و    Lباشـد واضـح اسـت كـه خاصـيت ايـدآل بـودن در        L	يـك ايـدآل از    Lاگر هـر زيرجبـر   ) 1(برهان. 
در ايـن صـورت واضـح اسـت كـه هـر زيرجبـر        جبـر پوچتـوان باشـد.    -tيـك   Lبـرعكس، فـرض كنيـد     جبر  است.-tيك 
L  درL .ايدآل است ،  
  شود.] حاصل مي1-3، قضيه 8) و با استفاده از [1) برهان اين قسمت مشابه با قسمت (2(
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  حساس-متعدي و بيشين -CAPزيرجبرهاي . 3

لي كه  د و همچنين جبرهايباشنمتعدي مي -CAPلي كه داراي زيرجبرهاي  در اين بخش به ارائه نتايجي در مورد جبرهاي
-پردازيم و در ادامه در مورد جبرهاي لي كه داراي زيرجبرهاي بيشيناجتناب در آنها متعدي است، مي -خاصيت پوشش

  دهيم.حساس هستند نتايجي ارائه مي

  هاي زير معادلند:باشد. در اين صورت گزاره Lلي  يك زيرجبر از جبر Hفرض كنيد  .1,3قضيه 
  است. Lمتعدي از  -CAPرجبر يك زي Hالف) 

  است. Lزيرجبر از -CAP، يك Hهر ايدآل از ب) 
H∩Aشود، پوشانده مي Hكه توسط  Lاز  A/Bاست و براي هر عامل اصلي  Lزيرجبر از -CAPيك  Hپ)  / H∩B 

  است. Hيك عامل اصلي از 

متعدي  -CAPيك زيرجبر  Hاست و  H زيرجبر از-CAPيك  H]، هر ايدآل از 1-2، لم 9چون بنا به [ب:  ⇐برهان. الف 
  است. Lزيرجبر از -CAP، يك Hاست، لذا هر ايدآل از  Lاز 

پوشانده  Hباشد كه توسط  Lيك عامل اصلي از  A/Bاست. فرض كنيد  Lزيرجبر از -CAPيك  Hواضح است كه پ:  ⇐ب 
H∩Aباشند و مي Hهر دو ايدآلي از  H∩Bو  H∩Aدانيم شود. ميمي H∩Bحال اگر . N  ايدآلي ازH  باشد كه

H∩B≨N H∩A آنگاه چون ،N  يكCAP- زيرجبر ازL ] 1-2، لم 9است، لذا بنا به [N∩A B A	  . از طرفيB	 يا
N∩A N  و در نتيجهN B A	 يا	B حال اگر .N B B آنگاه ،N⊆B  و درنتيجهN H∩B كه تناقض است. بنابراين ،
N B A:كه در اين حالت داريم ، 

H∩A / H∩B  ≅A/B N B/B≅N/N∩B N/N∩H∩B N/H∩B		,	

Nپس  H∩A  و درنتيجهH∩A / H∩B  يك عامل اصلي ازH .است  
شود، اجتناب مي Hكه توسط  Lاز هر عامل اصلي  Kچون  باشد. Hزيرجبر از -CAPيك  Kفرض كنيد كه  :الف ⇐پ 

پوشاند يا از آن شود را ميده ميپوشان Hكه توسط  Lهر عامل اصلي  Kكند، لذا كافي است نشان دهيم كه اجتناب مي
شود. در اين صورت پوشانده مي Hباشد كه توسط  Lيك عامل اصلي  A/Bبراي اين منظور فرض كنيد  كند.اجتناب مي
H∩Aطبق فرض،  / H∩B  يك عامل اصلي ازH  است و در نتيجه توسطK شود.شود يا از آن اجتناب ميپوشانده مي 

Kپس يا  H∩A K H∩B ،] توان نتيجه گرفت ] مي1-2، لم 9كه در اين صورت به راحتي با استفاده از
K A K B و در غير اين صورت ،K∩A K∩B بنابراين .K  يكCAP- زيرجبر ازL .است 

  
])، در ادامه مثالي از يك جبر 9-2، گزاره 9زيرجبر هستند ([- CAPپذير لي ابرحل آنجايي كه تمام زيرجبرهاي يك جبراز

  پذير خواهيم آورد كه در شرايط قضيه بالا صدق كند.ابرحللي غير 
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L	پذير ابرحل لي غير جبر .1,3مثال  x,	y,z,	e0,	e1  را با ضرب ليx,y z  وe0,x e1  وe1,x e0 و 
e1,y e0  وe0,z e0  وe1,z e1 از آنجايي كه 1گيريم [در نظر ميبسته جبري و از مشخصه دو  روي ميدان .[

Hزيرجبر  e0,e1  ايدآلي ازL ] 1-2، لم 9است، پس بنا به ،[H  يكCAP- زيرجبرL هر ايدآل. است H به صورت 
0  ، 		 e0 ، 		 e1  ، 	 e0 e1 ، 		 e0,	e1 /هر يك از زيرجبرهاي فوق باشد و  Hiاست. اگر  	 يك  	

 هاي فوق درو در نتيجه تمام ايدآل Hi⊆C⊂Bدهد: در حالت اول، رخ مي Hiباشد، دو حالت براي زيرجبر  امل اصلي ع
Hi∩Cتساوي  Hi∩B هاي كنند. پس در اين حالت تمام ايدآلصدق ميH  از هر عامل اصليL كنند. در حالتاجتناب مي 

Hi∩C، آنگاه  C⊂B⊆Hiدوم، يعني وقتي  Hi∩B.  در نتيجه هر ايدآلH  يكCAP- زيرجبر ازL است. با توجه به اين
  است.  Lمتعدي در -CAPيك زيرجبر  Hشود كه موارد ذكر شده در بالا هستند نتيجه مي Hهاي كه تمام زيرجبرها و ايدآل

مشمول  Lشد، آنگاه هر عامل اصلي با Lمتعدي از  -CAPيك زيرجبر  Nباشد. اگر  Lايدآلي از  Nفرض كنيد   .1,3 نتيجه
  است. Nيك عامل اصلي از  Nدر 

  ساده است. Lاجتناب متعدي است، آنگاه هر عامل اصلي  -لي باشد كه در آن خاصيت پوشش يك جبر Lاگر  .2,3قضيه 

باشد  L يك عامل اصلي از A/Bاست. حال فرض كنيد  Lزيرجبر از -CAP، يك Lبا توجه به فرض، هر زيرايدآل از برهان. 
زيرجبر -CAPو در نتيجه يك  Aزيرجبر از -CAPاست و لذا يك  Aايدآلي از  Cباشد. در اين صورت  A/Bايدآلي از  C/Bو 
Cاست. از اين رو يا  Lاز  A C B  ياC∩A C∩B در حالت اول .C/B A/B  و در حالت دومC/B . بنابراين 0	

A/B  .ساده است  

  اجتناب در آن متعدي است. -پذير باشد، آنگاه خاصيت پوششلي ابرحل يك جبر Lاگر . 3,3قضيه 

پذير است، ابرحل Lباشد. در اين صورت چون  Hزيرجبر از -CAPيك  Kو  Lزيرجبر از -CAPيك  Hفرض كنيد برهان. 
  است. بنابراين حكم برقرار است. Lزيرجبر از -CAPيك  Kاز جمله  L]، هر زيرجبر 9-2، گزاره 9لذا بنا به [

  است. Lمتعدي از  -CAP، يك زيرجبر Lمتعدي باشد، آنگاه هر ايدآل از  Lاجتناب در  -اگر خاصيت پوشش .4,3قضيه 

زيرجبر از -CAPيك  Hاست. حال اگر  Lزيرجبر از -CAPيك  Nباشد. در اين صورت  Lايدآلي از  Nفرض كنيد  برهان.
N  باشد، بنا به فرض يكCAP- زيرجبر ازL .است  

ر لازم به ذكر است كه زيرجبدهد. حساس بودن هر زيرجبر ارائه مي -كنيم كه شرطي براي بيشيني را بيان مياقضيهدر ادامه 
H  ازL  داراي متمم ايدآل درL  است، هرگاه ايدآلA  ازL كه طوريموجود باشد بهL H∔A.  
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، Lست. در اين صورت هر زيرجبر لي باشد كه هر زيرجبر آن در آن داراي متمم ايدآل ا يك جبر Lفرض كنيد . 5,3 قضيه
  حساس است. -در آن بيشين

است، يعني  Lدر  Aداراي متمم ايدآل مانند  Lباشد. در اين صورت طبق فرض در  Lيك زيرجبر از  Hفرض كنيد برهان. 
L H∔A حال فرض كنيد .H  زيرجبر بيشينH  باشد. در اين صورتH ∔A  زيرجبر بيشينL .دهيم قرار مي است
M H ∔A:در نتيجه داريم .  

M∩H H A ∩H H A∩H H . 
  است. Lحساس از  -يك زيرجبر بيشين Hپس 

  دهد.پذير ارائه ميلي حل جبر بودن يك جبر-tآوريم كه شرطي براي در پايان قضيه اي مي

حساس باشد. در اين صورت هر  -بيشين Lدر  Lپذير باشد كه در آن هر ايدآل از لي حل يك جبر Lفرض كنيد  .6,3 قضيه
  است. Lمتعدي از  -، يك ايدآل ايدآلLايدآل 

 Hايدآلي از  Kو  Hباشد. بدون كاستن از كليت مسئله فرض كنيد بين  Hايدآلي از  Kو  Lايدآلي از  Hفرض كنيد برهان. 
است  موجود Lاز  Mن حساس است، لذا زيرجبر بيشي -بيشين Hاست و چون  Hزيرجبر بيشين  Kنيست. در اين صورت 

M∩Hبه طوري كه  K از طرفي .L M H  و در نتيجهK  ايدآلي ازL .است  
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