
 

A New Algorithm for Solving Split Common Fixed Point 
Problem with Applications 

M. Eslamian 

Department of Mathematics, University of Science and Technology of Mazandaran, Behshahr, Iran. 
E-mail: eslamian@mazust.ac.ir 

 

Article Info ABSTRACT  
Article type: 
Research Article 
 
 
Article history:  
Received: 11 June 2022 

Accepted: 13 August 2023 
Published online:  
    9 June 2024 
 
 
Keywords:  
Split common fixed point,  
Demimetric mappings,  
Null point problem,  
Variational inequality.  
 

Introduction 
Let H and K be real Hilbert spaces, A:H→K be a bounded linear operator and 
let 	 	 be a family of nonempty closed convex subsets in H and 	 	 be 
a family of nonempty closed convex subsets in K. The multiple-set split 
feasibility problem was introduced by Censor et al. (2005) and is formulated 
as finding a point ∗ with the property: ∗ ∈ ⋂  and ∗ ∈ ⋂ . 
The multiple-set split feasibility problem with s= 1 is known as the split 
feasibility problem. The split common fixed point problem is formulated as 
finding a point ∗ with the property:	 ∗ ∈ Fix(U)∶ 	 ∈ ∶ 	Ux	 	x  such 
that ∗ ∈	Fix(T): ∈ ∶ 	Tx	 	x ; where A:H→K is a bounded linear 
operator, U:H→H and T:K→K are general operators. It is worth underlining 
that split common fixed point problem can be regarded as a generalization of 
the split feasibility problem. The split feasibility problem and the split 
common fixed point problem have received much attention due to its 
applications in signal processing, approximation theory, control theory, image 
reconstruction, with particular progress in intensity-modulated radiation 
therapy. In the last decades, many iterative methods have been constructed for 
solving the split feasibility problem and the split common fixed point problem. 
Recently some authors consider these problems in Banach spaces. In this 
paper we study the split common fixed point problem for a finite family of 
generalized demimetric mappings in uniformly convex and smooth Banach 
spaces. 

Material and Methods 
Let E be a Banach space and let T:E→E be a nonlinear mapping. The mapping  
T:E→E is called: Lipschitz continuous with constant L > 0  if  

‖T	 x 	T	 y ‖ 		 L‖		x y‖,						∀	x, y	 ∈ E. 
If 0 1, then T is called a contraction. If L=1, then T is called 
nonexpansive. 
In 2000, Moudafi introduced the following so-called viscosity approximation 
methods: 

1  
where f is contraction and T is nonexpansive mapping. He proved that under 
some appropriate condition imposed on the parameters, the sequence  
converges  strongly to the unique solution of the  variational inequality 

∗ 	 ∗, ∗ 0,    ∀	 ∈ . 
In 2018, Kawasaki and Takahashi introduced a new general class of mappings, 
called generalized demimetric mappings as follows: 
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Let η be a real number with η 0. A mapping T:E→E with  	 ∅ is 
called generalized demimetric, if 

η〈 ,			 	〉 	 		 | | ,    ∀	 ∈ ,   ∀	 ∈ , 
where J is duality mapping on E. This mapping T is called η - generalized 
demimetric. We note that the class of generalized demimetric mappings covers 
the classes of well-known mappings such as strict pseudo-contraction, quasi-
nonexpansive and demicontractive mappings, Moreover, many common types 
of mappings arising in optimization belong to this class of mappings. 

Results and discussion 
In this paper, by using the viscosity iterative method we present a new 
algorithm for solving the split common fixed point problem for a finite family 
of generalized demimetric mappings in uniformly convex and smooth Banach 
spaces. We establish strong convergence of the sequence generated by the 
algorithm to a solution of split common fixed point problem which also solves 
some variational inequality problems. Finally, we present some applications 
of our main result for solving the multiple-set split feasibility problem and the 
split null point problem.  The result presented in the paper generalized several 
results in the literature. 

Conclusion 
The following conclusions are obtained from this research. 

 A new and simple iterative method for approximating the solutions 
of the split common fixed point problem is given. Under mild and 
standard assumptions, strong convergence of the new algorithm is 
established in the framework of Banach spaces. 

 Some applications of the main result to the multiple-set split 
feasibility problem and split common null point problem are 
presented. 

 
 

How to cite: Eslamian, Mohammad. (2024). A new algorithm for solving split common fixed point problem with 
applications. Mathematical Researches, 10 (1), 33 – 50. 

 
 

                               © The Author(s).                                                                        Publisher: Kharazmi University 
 

 

 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 m

m
r.

kh
u.

ac
.ir

 o
n 

20
24

-0
7-

03
 ]

 

                             2 / 18

https://mmr.khu.ac.ir/article-1-3276-en.html


 

 

  الگوريتمي جديد براي حل مساله نقطه ثابت مشترك شكافتني و كاربردهاي آن
  

  محمد اسلاميان 
  

 eslamian@mazust.ac.ir ، ايران. رايانامه:بهشهر، علم و فناوري مازندران ، دانشگاه علومدانشكده ، رياضيگروه 

  
  چكيده  عات مقالهاطلا

  مقاله پژوهشينوع مقاله: 
  
  
 21/3/1401 :افتيدر خيتار

  22/5/1402: رشيپذ خيتار
  20/3/1403: انتشار خيتار
  
  
  
  
  
  
  

   :هاي كليديواژه
  ،مساله نقطه ثابت مشترك

  تريك،منگاشت نيم
   مساله نقطه صفر،
  .تغييراتي مساله نامساوي

ابت ث ست از يافتن عضوي در مجموعه نقاطعبارت ا اهاي باناخدر فض مساله نقطه ثابت مشترك شكافتني
فضاي باناخ  به طوري كه تصوير آن تحت يك عملگر خطي در يك اي از نگاشت هاي غيرانوادهمشترك خ

خطي در يك فضاي باناخ قرار ميهاي غيراي ديگر از نگاشتخطي در مجموعه نقاط ثابت مشترك خانواده
سي علوم مهند وسيعي در حوزه هاي مختلف رياضي وكاربردهاي ك شكافتني ت مشترگيرد. مساله نقطه ثاب

ر اين د و پردازش تصاوير دارند. ، تنظيم شدت پرتودرمانيي تصاويربازساز عنوان نمونه در بهينه سازي،ه ب
 نيم متريك هاياز عملگر ايبراي خانوادهمساله نقطه ثابت مشترك شكافتني  براي حل الگوريتمي جديد مقاله،

دهيم. سپس همگرايي قوي دنباله توليد ارايه مي ناخ هموار و به طور يكنواخت محدبدر فضاي با تعميم يافته
چنين جوابي از يك مساله شده توسط اين الگوريتم به جوابي از مساله نقطه ثابت مشترك شكافتني كه هم

 اصلي قضيهيان به بيان نتايج و همچنين كاربردهاي نماييم. در پارا اثبات مي باشدنامساوي تغييراتي نيز مي
 .پردازيممي ايشكافتني چند مجموعه پذيري امكانو مساله   مقاله در حل مساله نقطه صفر مشترك شكافتني

  
  
  
  
  
  
  
  
  

 – 33)، 1( 10، هاي رياضيپژوهش. الگوريتمي جديد براي حل مساله نقطه ثابت مشترك شكافتني و كاربردهاي آن). 1403( محمد.، اسلاميان: استناد
50.  

                    
  محمد اسلاميان نويسندگان. ©                                                    خوارزميدانشگاه ناشر: 
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  مقدمه .1
را به منظور  1ايشكافتني چند مجموعه پذيري مساله اي تحت عنوان مساله امكان 1سنسور و همكارانش 2005در سال 

  د:مدل سازي مسايل معكوس كه در بازسازي تصاوير پزشكي بدست مي آيد، معرفي نمودن

: ، i∈{1,2, …,r} برايفضاهاي هيلبرت و   Kو  Hفرض كنيم    دار باشند. اگرعملگرهاي خطي و كران →
			 	 		و     Hناتهي از فضاي بسته و  هاي محدب،اي از زيرمجموعهنوادهخا	 	 اي هاي از زيرمجموعهخانواده	

با اين   ∗اي عبارت است از يافتن مساله امكان پذيري شكافتني چند مجموعه باشند. K محدب، بسته و ناتهي از فضاي 
∗ ويژگي كه ∈ 	∗ داشته باشيم،   i ∈ {1, 2, …,r}به طوري كه براي هر   ⋂ ∈ .  

معرفي و مورد  2 ينگگوييم كه توسط سنسور و الف شكافتني پذيري امكان مساله، اين مساله را r=s=1در حالتي كه 
 هايالس در  .شد مطرح متناهي بعد با هيلبرت فضاهاي براي شكافتني، ابتدا پذيري امكان مساله مطالعه قرار گرفته است.

صاوير ت پردازش پرتودرماني، ريزي برنامه ،تصاوير بازسازي مانند مختلف هايزمينه در آن كاربردهاي خاطر به مساله اين راخي
3 منابع نمونه عنوانبه. است گرفته قرار زيادي محققان توجه مورد  و بهينه سازي   .ببينيد را 11

 :تواند به فرم معادله زير نوشته شوددلات ديفرانسيل ميينه سازي و معا، بهبسياري از مسايل در آناليز غيرخطي

Tبه طوري كه   Xدر يك فضاي متريك  xيافتن عضوي مانند  x x  ، كه در آنT: نگاشت غيرخطي مي   →
  ناميم.مي باشد. چنين عضوي را نقطه ثابت 

مساله امكان پذيري  را به عنوان تعميمي از 2نقطه ثابت مشترك شكافتني  مساله [12 ]  سگالسنسور و  2009در سال 
: ،  i ∈ {1, 2, …,r}برايفضاهاي هيلبرت و   K و Hشكافتني چند مجموعه اي ارايه داده اند. فرض كنيم   →  

:عملگرهاي خطي و كران دار باشند. اگر → :و   		 بت نگاشت هاي غيرخطي باشند.  مساله نقطه ثا  →
∗با اين ويژگي كه   ∗مشترك شكافتني عبارت است از يافتن  ∈ ⋂   ه به طوري ك 	

	 ∈ {1, 2, …,r}  ،   ∗	 	 ∈ 	.  

  )   [14]و  [13](   رده جديدي از نگاشت ها را معرفي نمود: 2018تاكاهاشي در سال 

:Tگاه نگاشتآن عدد حقيقي ناصفر باشد.  		ηاناخ انعكاسي، اكيد محدب و هموار باشد ويك فضاي ب Eاگر  → با      	
	 	تعميم يافته گوييم هرگاه براي هر   3نيم متريك -ηرا   ∅ 	و  ∋   داشته باشيم: ∋

η〈 ,			 	〉 	 		 | |  

ηتعريف آن ذكرشده است. در حالتي كه  2باشد كه در بخش ت دوگاني مينگاش   كه در آن اين نگاشت نيم 0

                                                            
1 Multiple-sets split feasibility problem 
2 Split common fixed point problem 
3 Demimetric 
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اي و مساله نقطه عهشكافتني چند مجمو پذيري مساله امكان)    [14]و  [13]( اخيرا، تاكاهاشي، شودناميده ميمتريك 
  ثابت مشترك شكافتني را در فضاهاي باناخ مورد مطالعه قرار داده است.

اين مقاله قصد داريم  الگوريتمي جديد براي حل مساله نقطه ثابت مشترك شكافتني  براي يافتن عضوي در  مجموعه در 
 دوكه تصوير آن تحت به طوري هيلبرت  هاي نيم متريك  تعميم يافته در فضاينقاط  ثابت مشترك خانواده اي از نگاشت

هموار  باناخي هاهاي نيم متريك تعميم يافته در فضاديگر از نگاشت هاي عملگر خطي در مجموعه نقاط ثابت مشترك خانواده
گيرد، ارايه دهيم. سپس همگرايي قوي دنباله توليد شده توسط اين الگوريتم به جوابي از قرار ميو به طور يكنواخت محدب 
نماييم. در را اثبات مي باشد، نامساوي تغييراتي نيز مي چنين جوابي از يك مسالهشكافتني كه هم مساله نقطه ثابت مشترك

 پذيري مكانمساله اپايان به بيان نتايج و همچنين كاربردهاي نتايج اصلي مقاله در حل مساله نقطه صفر مشترك شكافتني و 
 .پردازيماي ميشكافتني چند مجموعه

 هاي مقدماتيتعاريف و پيش نياز  .2

، هند گرفتاخوار قرده ستفارد اين مقاله مواصلي انتايج در كه  تيو لم هاي مقدما برخي مفاهيمدآوري ين بخش به يادر ا 
 يم.دازميپر

∋و   Eيك دنباله در فضاي باناخ   اگر  و همگرايي  قوي  ⇀را با   به   همگرايي ضعيف باشد.  
  دهيم. نمايش مي →را با   به  

:Tگاشت ن  .2.1تعريف  → ,xبراي هر  را غيرانبساطي گوييم هر گاه   		 y   داشته باشيم:  ∋

‖ ‖ 		 ‖ ‖	.							 

:Tنگاشت  . 2.2  تعريف → ηگاه ثابتي مانند را اكيد شبه انقباضي گوييم هر 	 ∈  موجود باشد به طوري كه 0,1
,xبراي  y   داشته باشيم:  ∋

|| || 		 | | 	 	 | | .							 

 اكيد شبه انقباضي گوييم. - ηرا   در اين صورت

:Tگيريم. نگاشت  را  در نظر مي    فضاي   .2.3  مثال 3با ضابطه  → كنيم. تعريف مي  1
باشد. در واقع مي نيم متريك تعميم يافته -2  ،  گاشت ن  مي باشد. تنها نقطه ثابت نگاشت   در اين صورت 

xبراي     داريم  ∋

  η 〈 , 	〉 2 〈 ,			1 2 	〉 1 2 | | .						 

 اكيد شبه انقباضي و غيرانبساطي نيست.  داريم كه نگاشت   ,	1 دادنر چنين با قراهم
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را نيم بسته در صفر گوييم هر گاه   T –Iگاه نگاشت دلخواه باشد آن E →T : Eيك فضاي باناخ و   اگر  . 4. 2تعريف 
lim  و ⇀  با  شرايط   در   n{x {براي هر دنباله

→
|| 	 || 	 xداشته باشيم   0	 Tx.  

در   باشد. آنگاه  اكيد شبه انقباضي - ηنگاشتي    T: H→Hفضاي هيلبرت و يك  	 اگر  . ([15])  .  5,2لم 
 .است صفر نيم بسته

:يك فضاي متريك باشد. نگاشت  ,فرض كنيم    .6. 2  تعريف را يك نگاشت انقباض گوييم هرگاه  ثابتي  →
k	 مانند ∈ ,xبراي  موجود باشد به طوري كه 0,1 y   م:داشته باشي  ∋

, , . 

 

:و  يك فضاي متريك كامل ,اگر. ( اصل انقباض باناخ). 7. 2  قضيه  گاهيك نگاشت انقباض باشد، آن →
  داراي نقطه ثابت منحصر به فرد مي باشد.	

ين صورت عضو يكتايي مانند باشد. درا   ∋و  H اي محدب، بسته و ناتهي از فضاي هيلبرتزيرمجموعه C فرض كنيم
C ∈y  موجود است  به طوري كه براي هرC∈z ،x|| -z||x|| -||y .y  را تصوير متريك ازX   بهC    بامي ناميم و CP

x براي هردهيمنشان مي . 	   اگر و تنها اگر   = x CPy تصوير متريك  ∋

, 0,											∀	z	 ∈ 	H. 

:داريم  → C	 را ببينيد). [16]( براي جزييات مرجع  باشد و نگاشتي غيرانبساطي مي  

∗فضاي دوگان آن باشد. مقدار   ∗يك فضاي باناخ و  فرض كنيم  ∈ 	 〉 را با ∋در   ∗ , دهيم. نشان مي 〈∗
2 به  از   نگاشت دوگاني

  شود:به صورت زير تعريف مي  ∗

x 	 ∗ 	 ∈ 	 ∗ ∶ 〈 , ∗〉 	 | | ||		 ∗	|| . 

	xاگر ∈ 	E ∶ 	 ‖ ‖ 1 ,را مشتق پذير گاتو گوييم هرگاه براي هر  گاه نرم آن  . 		 حد زير موجود   ∋
  باشد:

lim
→

‖ ‖ ‖ ‖
.	

  را هموار گوييم.    تدراين حال

	را اكيد محدب گوييم هرگاه براي هر 	فضاي باناخ  , ‖ از  كه ∋ ‖ ‖ ‖ نتيجه شود     1
1.  

0را به طوريكنواخت محدب گوييم هرگاه به ازاي هر  فضاي باناخ  0عدد   2 يافت شود به طوري  1
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		كه براي هر , ‖ رايطشبا  ∋ ‖ ‖ ‖ ‖	و	1   نتيجه شود ‖

1 . 

چنين داريم فضاهاي هيلبرت به طور يكنواخت باشد. همتوجه داريم هر فضاي به طور يكنواخت محدب، اكيد محدب مي
  باشند.محدب مي

	اثبات شده است كه فضاي باناخ    		به  نگاشتي تك مقداري از ،   	هموار است اگر و تنها اگر نگاشت دوگاني 	 باشد.  	∗
اكيد محدب  		 باشد. فضاي باناخ	پوشا،  	انعكاسي است اگر و تنها اگر نگاشت دوگاني 	هم چنين مي دانيم فضاي باناخ

  .رجوع كنيد   [ 17]و   [ 16 ]يك به يك باشد. براي جزييات به  منابع  	است اگر و تنها اگر نگاشت دوگاني

ηيك فضاي باناخ انعكاسي، اكيد محدب و هموار باشد و فرض كنيم  .  ([13]) .   8 .2لم  :T. اگر  		0 → 	    
 اي محدب و بسته مي باشد.مجموعه گاه تعميم يافته  باشد، آن نيم متريك -ηنگاشت  

 

 از  اي مانند دنباله، زير ∋ i كه براي هرقي باشد به طورييك دنباله از اعداد حقي		ر  اگ([18]) .    .2.9 لم
{n}  كه موجود باشد 		 }نزولي مانند ناگاه زير دنباله آن. >  (n)} ⊂   كهموجود است به طوري → 

  ( و به اندازه كافي بزرگ)  ∋ n و براي هر 	∞

	 	 	 	 			و			 	 	  

.درحقيقت 	 	 	 ∶ 	 	 		 		  

 

   ∋ i كه براي هريك دنباله از اعداد حقيقي نامنفي باشد به طوري  فرض كنيم ([19]) .     .10,2  لم 

1	 	 	 	 	 	 	 	  
}و   0,1يك دنباله در  	كه در آن     كنند:هاي زير صدق ميمي باشد كه در ويژگي   اي دردنباله  {

∑(الف)  	 	 ∞	  

.	(ب)  
→

0  

.   0=دراين صورت
→ 	 
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 الگوريتم و آناليز همگرايي  .3

 اين جا قضيه اصلي اين مقاله را بيان مي نماييم. در

اگر براي   طور يكنواخت محدب باشند.فضاهاي باناخ هموار و به F و E ،يك فضاي هيلبرت H: فرض كنيم 1-3قضيه 
∋ هر 1,2, … ,داشته باشيم , , 0  ،:  نيم متريك تعميم يافته، -هاي اي از نگاشتخانواده →

: → : يافته ونيم متريك تعميم -هاي خانواده اي از نگاشت 	 نيم  -هاي اي از نگاشتخانواده →
:  فرض كنيم  باشند.در صفر نيم بسته مي   و		 ،	كه طوريمتريك تعميم يافته باشند به →

	, : :و  عملگرهاي خطي و كران دار →   نگاشت انقباض باشد. فرض كنيم →

		Ω 	 	 	 		 	 	 	 	 	 	 ∅.	 

                                                            الگوريتم دنباله توليد شده با  اگر 
	

		 	 ∈ 																																																																													
		∑ , 	 	 		 ∗	 	 	 	 		 	 		 	
		∑ , 		 		 		 ∗	 	 	 	 		 	
		∑ , 	 		 			 	 	 													

			 	 	 	 1 		 				,										 															 												

  

		 باشد كه در آن
|	 		|

, 	 	
|	 		|

		 , 	 	
|	 		|

	 ،, ، ,هاي اسكالر و دنباله		 , 	 ،
 كنند:صدق مي در شرايط زير و  ،	

,      )الف , , 	, , ⊂ 	 ∑     و	 0,1 , ∑ , 	∑ , 	1	  
inf	lim	     ب 	 , 	 inf	limو  0 	 , 	 inf	lim	  و  0 	 , 	 0  

lim      ج)
→

0,						 ∑ ∞         

0     )د 	 	
	

				‖ ‖ 	 			
0   و   	

				‖ ‖ 	 					
   ,  . 0 μ 	 				

	              
	همگراي قوي به عضوي مانند  گاه دنباله آن ∗ ∈ چنين جوابي از مساله نامساوي تغييراتي زير كه هم است 	
  باشد:مي

〈	 ∗ 	 ∗ 	, 	 ∗		〉 0		∀	 	 ∈ 	 .	

  
	توجه داريم برهان: : 	 → منحصر داراي نقطه ثابت 	انقباض باناخ  باشد. بنابراصليك نگاشت انقباض مي 	

.‖با توجه به تحدب  		باشد.مي  ∗ردي مانند فبه 	كهو با توجه به اين ‖ يافته نيم متريك تعميم -هاي نگاشت		
  داريم باشند، مي
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‖ ∗‖ ||	 ∗ 	 	 , 	 	 		 ∗	 	 	 	 		 	 		 	 || 			 

, 		||		 ∗ 	 		 	 ∗	 	 	 	 		 	 		 	 ||  

						 , 			 	||		 ∗|| 2〈 ∗, 	 	 		 ∗	 	 	 	 		 	 		 	 	〉 

	‖	 		 	 ∗	 	 	 	 		 	 		 	 ‖ ) 
	 ∑ , 			 	||		 ∗||  - 2	 	 	〈 ∗,				 	 	 	 		 	 		 	 	〉 

‖ ‖ 	‖		 	 	 	 		 	 		 	 ‖ ) 

					 ∑ , 			 	||		 ∗|| 	2 	 		 	‖	 	 		 	 		 	 	‖

‖ ‖ 					‖	 	 		 	 		 	 	‖ 				) 

||	 ∗|| , 	 ‖ ‖
2	

			 	‖	 	 		 	 		 	 	‖ . 

0از آنجا كه   	 	
	

				‖ ‖ 	 			
 داريم 

‖ ∗‖ 	 ‖ ∗‖.	

	به طور مشابه داريم

			‖ ∗‖ 			 ‖ ∗‖ 	 , 	 			 	 	 	‖ ‖
2	

		 		‖	 		 	 		 	‖.										

.‖ با توجه به تحدب		   داريم ‖

‖ ∗‖ 						 , 		‖		 	 ∗ 		 		 	 			 	 	 ‖ 	

, 	‖ ∗‖ 			 	 		 ‖ 	 	 ‖ 	

						2	〈 ∗, 	 		 	 	 	 〉 	

, 	‖ ∗‖ 	 		 		 ‖ 	 	 ‖ 		 	2	 		 	 			 		
1
	 ‖ 	 	 ‖

				 ‖ ∗‖ 	 ,

			

	μ 	
2	

	 	μ 	‖ 	 	 ‖ 	.	
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  كند كهين ايجاب ميا																	

					‖ ∗‖ ‖ 	 	 1 		 			 	 ∗‖	

									 	‖ 	 	 ∗		‖ 	 1 	 			‖ 	 ∗		‖										

									 	‖ 	 		 ∗ 		‖ 	 	‖ ∗ 		 ∗		‖ 		 1 	 				‖ 	 ∗		‖	

									 	‖ 	 ∗	‖ 	 	‖ ∗ 		 ∗		‖ 	 1 	 				‖ 	 ∗		‖ 

									 1 1 ‖ 	 ∗	‖ 	 	‖ ∗ 		 ∗		‖	

								 1 1 ‖ 	 ∗	‖ 	 	‖ ∗ 		 ∗		‖.	

  :داريم  	∋	nاستفاده از استقرا رياضي براي هر   با						

 					‖ ∗‖ max 	 	 ‖ ∗‖, | ∗ ∗| .	 

}بنابراين  } ,{	  كران دار است. علاوه براين داريم {  }و  { 	 روابط  باشند. با توجه بهنيز كراندار مي {
  فوق داريم

‖ ∗‖ 		 			‖ 	 		 ∗		‖ 		 1 	 			‖ 	 ∗		‖	  
1 	 	‖ 	 ∗		‖‖ 	 		 ∗		‖ 
			‖ 	 		 ∗		‖ 	 1 	 	‖ 	 ∗		‖‖ 	 		 ∗		‖ 

		 1 	 			 	 1 	 		 , 	
2	

		 ‖ ‖ 	‖	 	 		 	 		 	 	‖  

-	 1 	 ∑ , 	 			 	
	
	 	 	‖ ‖ 		‖	 		 	 		 	‖									 

		 1 	 ∑ ,
			 	μ 	

	
	 	μ 	‖ 	 	 ‖ .    (2) 

  داريم:  i ∈{1,2,...m}بنابراين براي هر 

1 	 	 , 	μ 	
2	

	 	μ 	‖ 	 	 ‖  

|| ∗|| || ∗|| 			‖ 	 		 ∗		‖  

1 	 	‖ 	 ∗		‖‖ 	 		 ∗		‖ .        (3) 

→ دهيمحال نشان مي   .گيريمحالت زير را درنظر مي .  براي اثبات اين منظور دو   ∗
||}. فرض كنيم 1حالت  ||}دنباله يكنوا باشد. چون  ||∗ -  كران دار است بنابراين همگراست. از  ||∗ - 

limآنجا كه 
→

 داريم: (3) از نامساوي  n{x{و  )f}{(وجه به كران دار بودن و با ت 0

 					 lim
→

‖ 	 	 ‖ 0,			 1,2,… , .																		 										 
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  داريم  i ∈{1,2,...m})  براي هر 2با استفاده از بحث مشابه، از نامساوي ( 
lim
→

‖	 	 		 	 		 	 ‖ 0,								  

 و
lim
→

‖	 		 	 		 ‖ 0.    (6) 

  ) داريم:1با توجه به الگوريتم (

lim
→

‖ ‖ lim
→

‖ ‖ 	0.	

  هم چنين 

lim
→

‖ ‖ 0. 

  ) داريم:1جه به الگوريتم (بنابراين با تو

lim
→

‖ ‖ lim
→

‖ ‖ 	0.	

  دهيم:حال نشان مي

lim	sup	
→

〈 ∗, ∗ 〉 0.	

  كنيم كهرا طوري انتخاب مي  	از  دنباله زير  براي اثبات اين منظور،

lim
→

	 	 ∗, ∗ 	 	 lim	sup	
→

〈 ∗, ∗ 〉.	

	چون 		اي مانند كران دار است، زيردنباله		 ت بدون اين كه به كلي	باشد.مي موجود است كه همگراي ضعيف به  	از	
limاست. با توجه به اين كه  همگراي ضعيف به  		توان فرض كردبرهان خللي وارد شود مي

→
| |  		داريم 	0

⋂داريم  		و با توجه به نيم بسته بودن 4باشد. از رابطه مي همگراي ضعيف به  	 طور مشابه با استفاده . به		
  داريم: 	و  	و با توجه به نيم بسته بودن  6و   5 هايرابطه	از 

B ⋂ 	 A	و 		 ⋂ 	 			

		جا كه . از آن Ωبنابراين   ∗ 		و	∗ ∈ Ω	 داريم  

lim	sup	
→

〈 ∗, ∗ 〉 lim
→

	 	 ∗, ∗ 	 ∗,	 ∗ 0.	

||با استفاده از رابطه 	 	 || 	 || || 	 2 ,   داريم: 		

|| ∗|| || 1 ∗ || 	2 ∗,			 ∗ 	

	 1 || ∗ || 	2 ∗ ,			 ∗ 	

	2 ∗ ∗,			 ∗  
	 1 || ∗ || 	2 	 	‖ ∗‖‖ ∗‖	
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	2 ∗ ∗,			 ∗ 	

 + 	 	 ||			 ∗		|| ||			 ∗||		 

	 1 || ∗ || 	2 ∗ ∗,			 ∗  

1 	|| ∗ || 	 	 ||			 ∗||		  

	2 ∗ ∗,			 ∗  

  كنداين ايجاب مي

|| ∗||
1 2

1
|| ∗||  

  
	

∗ ∗,			 ∗  

1
2 1
1

|| ∗||
1

|| ∗||  

2
1 	

∗ ∗,			 ∗  

	 1
2 1
1

|| ∗||  

+( ∗ ∗,			 ∗  

1 || ∗|| +	  

			و		در آنكه  	 || ∗||  و   

2 1
	 	

1
1

∗ ∗,			 ∗ . 

∑كنيم كهمشاهده مي →	و    		∞ همگراي قوي  }{شود كه دنباله نتيجه مي  10,2حال  بنابر لم  . 0
  است.  	∗به

براي يك   (   0nnاز اعداد صحيح را  براي هر  }n{دنباله يكنوا نباشد. دنباله  }|| - ||∗: فرض كنيم 2حالت 
  كنيم:به صورت زير تعريف مي  )به اندازه كافي بزرگ 	

n max k ∈ ; k :	‖ 	 ∗‖ ‖ 	 ∗‖ . 
}  توجه داريم n nدنباله نانزولي و  { →   داريم n.  براي هر ∞ → nهنگامي كه   ∞

|| 	 	 ∗|| 	 || 	 	 ∗||	.					 

  ) داريم2حال از رابطه ( 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 m

m
r.

kh
u.

ac
.ir

 o
n 

20
24

-0
7-

03
 ]

 

                            12 / 18

https://mmr.khu.ac.ir/article-1-3276-en.html


 
 

  الگوريتمي جديد براي حل مساله نقطه ثابت مشترك شكافتني و كاربردهاي آن
  

 

 

45 

		‖ ∗‖ 		‖ ∗‖  

	 			‖ ∗‖ 2 || ∗||  

+2 1 ‖ ∗‖‖ ∗‖	.					 

limاز آنجا كه 
→

)f}و با توجه به كرانداري    0 }و  {(   داريم {

lim
→

|| ∗|| || ∗|| 0 

 بيان شد داريم 1با بحث مشابه آنچه در حالت 

|| ∗|| 	 1 || ∗|| 			 		 

limكه در آن 
	 →

	η ||		 . از آنجا كه0 	 ∗|| 	 || 	   داريم||∗

		|| ∗|| 	 		η . 

			 با توجه به اين كه   گيريم كه  نتيجه مي	0	

|| ∗|| η . 

sup	lim  از
→

	 limداريم  0
→

|| 	 ∗||   داريم 9,2. حال با استفاده از لم  0

0 || 	 ∗|| 	 	max	 || 	 	 ∗||	, ||	 ∗	|| 	 || 	 ∗||	. 

  مي باشد.  x =  *x (f)*همگراي قوي به  n{x{بنابراين 
 

  نتايج و كاربردها. 4
 ش، نتايج و كاربردهايي از قضيه اصلي را بيان مي نماييم.در اين بخ

 دهيم.اي ارايه ميشكافتني چند مجموعه پذيري مساله امكاندر ابتدا كاربردي از قضيه اصلي براي حل  

 

: فضاهاي هيلبرت و  E و Hكنيم فرض  : 1-4قضيه 	 اگردار باشند. عملگرهاي خطي و كران → 	 اي خانواده	
	 و Hهاي محدب، بسته و ناتهي از فضاي از زيرمجموعه 	 هاي محدب، بسته و ناتهي از اي از زيرمجموعهخانواده	

.كهطوريبه باشند E فضاي Ω 	⋂ 	 	 		⋂ 	 	 :فرض كنيم   		∅ نگا شت انقباض باشد.  →
	دنباله توليد شده با  گر ا 	   و الگوريتم   ∋
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		 , 	 		 ∗		 	 	 	 		 	 	

		 , 				 			 																																							

												
				 	 	 	 1 		 				,												 																													

 

  كنند:در شرايط زير  صدق  مي و  ، , ، ,هاي باشد كه در آن دنباله
	)الف , 	, , ⊂ 	 0,1 ∑و       				 , ∑ , 1.  
inf	limب)  	 , 	 inf	lim	  و 0 	 , 	 0. 

lim ج)
→

0, ∑ ∞ .        

0.		د) 	 	
|| ||

             
∋همگراي قوي به   گاه دنباله آن  باشد.مي 	

 دانيمچنين ميهم باشد.ميم يافته مينيم متريك تع -1نگاشت هاي   	 و 	توجه داريم  نگاشت هاي تصوير   برهان:
	 ,1حال با قراردادن  باشند.در صفر نيم بسته مي 	 و 	 ,  1,3در قضيه   ,

 گردد.نتيجه مطلوب حاصل مي

 
هاي اكيد شبهنقطه ثابت مشترك شكافتني براي نگاشتحال با استفاده از قضيه اصلي، الگوريتم زير را براي حل مساله  

 دهيم.انقباضي در فضاهاي هيلبرت ارايه مي

:فضاهاي هيلبرت وE و  H فرض كنيم  : 2-4قضيه → 	اگر ر باشد.داعملگر خطي و كران  	 : → براي   
∈ 1,2, … :و  ضياكيد شبه انقبا  -هاي اي از نگاشتخانواده،  , اكيد  -خانواده اي از نگاشت هاي  →

:باشند.  فرض كنيم  شبه انقباضي  نگاشت انقباض باشد و داشته باشيم →

		Ω 	 	 	 		 	 	 ∅. 

	دنباله توليد شده با  اگر  	 	                                                     و الگوريتم  ∋

		 , 	 		 ∗		 	 	 		 	 		 	

		 , 	 				 	 	 	

					 	 	 	 1 		 				,										 																													

 

	، , ،,هاي باشد كه در آن دنباله   كنند:صدق مي در شرايط زير   و	
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	الف)   , 	, , ⊂ 	 0,1 ∑و     , ∑ , 1  
inf	limب)  	 , 	 inf	lim	 و   0 	 , 	 0  

limج)   
→

0,			 ∑ ∞  

0  د )   	 			
|| ||

0و 	  μ 	 1 		.  
∋همگراي قوي به   گاه دنباله آن  باشد.مي 	

		  اكيد شبه انقباضي، نگاشتي -ηتوجه داريم هر نگاشت  برهان:
ƞ

 4,2با توجه به لم   است. تعميم يافته نيم متريك -
برابر تابع دانيم در يك فضاي هيلبرت، نگاشت دوگاني چنين ميهم در صفر نيم بسته مي باشند.   و  داريم

,1هماني مي باشد. حال با قرار دادن    F H	,   گردد.نتيجه مطلوب حاصل مي 1,3در قضيه   ,
2به  	 نگاشتي از يك فضاي باناخ و   فرض كنيم  

نشان داده و عبارت است   را با    باشد. دامنه موثر  ∗
.		 از ∈ : ∅   را يكنوا گوييم هرگاه   روي   چند مقدارينگاشت 

〈 , 〉 0 
, براي هر ∋و هر  ∋ , ∈  .  

قرار    گوييم هر گاه گراف آن به طور محض در گراف عملگر يكنواي ديگري روي را ماكزيمال  روي    يكنواي عملگر  
2به  	 عملگر يكنواي ماكزيمال  از يك فضاي باناخ  به طوريكنواخت محدب با نرم مشتق پذير گاتو و  اگرنگيرد.  

∗    
		 و ∋باشد.  براي هر    گيريم:معادله زير را درنظر مي0

0 ∈ 	
گوييم. مجموعه نقاط  را حلال متريك   . نگاشت 	كنيم ريف ميمي باشد. تع اين معادله داراي جواب منحصر به فرد

  كنيم:به صورت زير تعريف مي	را  صفر
	 0 	 ∈ :	0 ∈ .	

			 داريم 	 متريك  نيم -1نگاشتي    چنين حلال متريك ). هم 16 باشدمجموعه اي محدب و بسته  مي 	0
  .	14باشد تعميم يافته مي

  را معرفي نمودند:  1مساله نقطه صفر مشترك شكافتني  20بيرنه و همكارانش   2009در سال 
	∋	iبرايفضاهاي هيلبرت و   Kو Hفرض كنيم   1,	2,	…,r 		 ، : عملگرهاي خطي و كران دار باشند.   →

:اگر → 2 :  و  		 → مساله نقطه صفر مشترك شكافتني عبارت است  عملگرهاي يكنواي ماكزيمال باشند.  2
		با اين ويژگي كه  ∗از يافتن  ∗ ∈ ⋂ 0 	∋	كه براي هر طوريبه	 1,	2,	…,r i   داشته باشيم. ∗	 ∈

0   
  دهيم.مساله نقطه صفر مشترك شكافتني ارايه ميز قضيه اصلي براي حل در اينجا كاربردي ا

:فضاهاي هيلبرت و E	و  Hفرض كنيم   : 3-4قضيه → ∋اگر براي  ر باشد.عملگر خطي و كران دا  	 1,2, … ,     

                                                            
1 Split common null point problem 
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F : → :و   2 →   به طوري كه 		اي از عملگرهاي يكنواي ماكزيمال  باشندخانواده  2
Ω 	⋂ 	 0		 ⋂ 	 	0 ∅.  

μفرض كنيم براي  :فرض كنيم  باشند. و  	به ترتيب حلال   و   ،  0و  0 نگاشت   →
	ه توليد شده با دنبال اگر 		انقباض باشد. 	   و الگوريتم  ∋

	
																																																																												

		 , 	 		 ∗ 		 	 	 	 		 	

		 , 				 		 																																				

												
							 	 	 	 1 		 				,												 																													

 

  كنند:در شرايط زير  صدق  مي و  ، ,،   ,هاي باشد كه در آن دنباله
	 الف)  , 	, , ⊂ 	 0,1 ∑و 				 , ∑ , 1  
inf	limب)  	 , 	 inf	lim	و    0 	 , 	 0	

limج) 
→

0,				 ∑ ∞   	

0.		 د) 		 	
|| ||

             
∋همگراي قوي به   گاه دنباله آن   باشد.مي 	

 دانيمچنين ميهم باشد.نيم متريك تعميم يافته مي -1نگاشت هاي    و توجه داريم عملگرهاي حلال برهان:
	 ,1 حال با قراردادن باشند.در صفر نيم بسته مي و   		 ,  1,3در قضيه    ,

  گردد.نتيجه مطلوب حاصل مي
	

اي از نگاشتعضوي در مجموعه نقاط ثابت مشترك خانوادهالگوريتمي براي يافتن  اي از قضيه اصلي،در پايان، به عنوان نتيجه
	دهيم.هاي اكيد شبه انقباضي و نقاط صفر مشترك خانواده اي از عملگرهاي يكنواي ماكزيمال ارايه مي

	

∋اگر براي  يك فضاي هيلبرت باشد. H: فرض كنيم   4-4قضيه 1,2, … ⊃ اشيمداشته ب , 0,1 ،
		 : F اكيد شبه انقباضي و -هاي نگاشت→ : → كه        عملگرهاي يكنواي ماكزيمال باشند به طوري 2

Ω 	⋂ 	 	 		⋂ 	 0 	 μ. فرض كنيم براي  ∅ :باشد. اگر   حلال   ،  0 →  
  																																																										دنباله توليد شده با الگوريتم  نقباض باشد و نگاشت ا
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		 , 	 				 		 		 	 			 																		

		 , 				 	 																																											

							 	 	 	 1 		 				,										 																													

	

  كننددر شرايط زير  صدق مي ، 	، ,،   ,هاي باشد كه در آن دنباله
	الف)			 , 	, , ⊂ 0,1 ∑و 			 , ∑ , 1  

inf	lim  ب) 	 , 	 inf	lim	   و 0 	 , 	 0	

lim  ج)
→

0,				 ∑ ∞         
0د) 	 1 	.  
	همگراي قوي به   گاه دنباله آن ∗ ∈ 	 	باشد.مي 	

		،  	با قراردادن   برهان: 	 	گردد.نتيجه مطلوب حاصل مي 1,3در قضيه و	

	

مورخ  19290877دانشگاه علم و فناوري مازندران به شماره  : اين طرح تحقيقاتي با استفاده از اعتبارات ويژه پژوهشيقدرداني
	انجام شده است.  04/04/1401
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