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Introduction 
The concept of the measure of non-compactness was introduced by Kuratowski 
which plays an essential role in the study of systems of integral and differential 
equations. On the other hand, integral equations are used in applied sciences, such 
as physics and engineering. 
Up to now, many authors and researchers investigated the solvability of integral 
and differential equations. In this paper, we investigate the existence of solution of 
integral equations 
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The main goal is to study the existence of solution integral equations (1) by the 
technique of measure of non-compactness. 

Material and Methods 
We first state and prove some fixed point theorems that extend Darbo’s fixed point 
theorem. Then by using these theorems and helping the technique measure of non-
compactness, we present an existence result for a system of large class nonlinear 
functional integral equations of Stochastic type. 

Results and discussion 
As an application of the obtained results, we deal with the solvability of a system 
of integral equations of Stochastic type in a Banach space. Our results generalize 
and extend a lot of comparable results in the literature. Finally, a concrete example 
is also included, which demonstrates the applicability of the obtained results. 

Conclusion 
The following conclusion was drawn from this research. 
The system of integral equations of Stochastic type (1) has at least one solution in 
	BC 	  space.  
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  قضيه نقطه ثابت داربو.
  

در اين مقاله با استفاده از مفهوم اندازه نافشردگي، يك انقباض جديد توسعه يافته از عملگرها در فضاي باناخ 
آوريم. در ادامه، به عنوان يك كاربرد قضيه نقطه ثابت داربو را بدست ميهايي از را معرفي مي كنيم و تعميم

هايمان پردازيم. يافتهمعادلات انتگرالي نوع تصادفي مي پذيري يك دستگاهاز نتايج بدست آمده، به حل 
دهد. درآخر يك مثال عيني نيز ارايه در پيشينه تحقيق بسط و توسعه مي بسياري از نتايج قابل مقايسه را

  مي دهيم تا كاربرد نتايج بدست آمده را نشان دهد.
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

 9، هاي رياضيپژوهش. پذيري يك دستگاه معادلات انتگرالي نوع تصادفي با استفاده ازتكنيك اندازه نافشردگيحلبررسي  ).1402( شهرام، بنائي : استناد
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 مقدمه

خطي است. معادلات انتگرالي غير نتگرالي يكي از موضوعات مورد علاقه پژوهشگران در آناليز تابعيمطالعه معادلات ا
. تا به در مسائل متعددي در فيزيك دارند مله در رياضيات كاربردي و همچنينكاربردهاي وسيعي در علوم مختلف، از ج

  - 13 [و  ]9 [،  ]7 [،  ]4 [به عنوان مثال مراجع  حال نويسندگان زيادي در اين زمينه مقا له هاي مختلفي نوشته اند، 
 را ببينيد. لذا، در اين مقاله حل پذيري يك دستگاه معادلات انتگرالي نوع تصادفي را مطالعه مي كنيم.   ]11

متري و خطي، نظريه نقطه ثابت د و قدرتمند در آناليز تابعي غيراز طرف ديگر مفهوم  اندازه نافشردگي يك ابزار بسيار مفي
نظريه عملگرها در فضاهاي باناخ است. از اين نظريه براي مطالعه معادلات ديفرانسيل معمولي و جزئي، نظريه كنترل بهينه، 
معادلات تابعي، معادلات ديفرانسيل جزئي كسري، معادلات انتگرالي و همچنين براي مطالعه ويژگي هاي عملگرهاي فشرده 

براي اولين بار مفهوم اندازه نافشردگي را معرفي  ]10 [ 1كوراتفسكي 1930ه است. در سال بين فضاهاي با نا خ  استفاده شد
يك قضيه نقطه ثابت را با استفاده از اندازه نافشردگي كوراتفسكي ثابت كرد كه هم   ]8 [ 2داربو 1955كرد. بعدها، در سال 

تعريف ديگري از اندازه  3باناس 1980د. در سال را تعميم دا باناخ انقباض اصل قضيه كلاسيك نقطه ثابت شاودر و هم
  نافشردگي را بر اساس اصول موضوعه معرفي كرد كه در كاربردها بسيار مفيد بود.             

 ]8 [در اين مقاله، با استفاده از  روش هاي مربوط به تكنيك اندازه نافشردگي به تعميم و توسعه قضيه نقطه ثابت داربو  
 به عنوان يك كاربرد از اين قضايا به مطالعه مسئله وجود جواب براي يك رده از معادلات انتگرالي نوع تصادفي پردازيم و مي

  كه در يك شرط انقباض خاص صدق مي كند،  مي پردازيم.
د آوري مي در ادامه بعضي از تعاريف، نمادها و نتايج مقدماتي كه در سراسر اين مقاله مورد استفاده قرار خواهند گرفت را يا

,0نشان دهنده  مجموعه اعداد حقيقي و  كنيم. خاطر نشان مي كنيم كه  اد نشان دهنده مجموعه اعد ∞

Eكنيم حقيقي نامنفي مي باشد. فرض مي , ‖. گوي  ,بعلاوه ك فضاي  باناخ حقيقي با عنصر صفر باشد و ي 	‖
زير  مي باشد. هرگاه  ,0نشان دهنده گوي  در اين فضا باشد. لازم به ذكر است كه  و شعاع  بسته به مركز 

	مجموعه اي  ناتهي از نمايش   و Xرا به ترتيب با  و كوچك ترين مجموعه ي محدب شامل  باشد بستار  	
زيرخانواده اي از  و  	خانواده ي تمام زير مجموعه هاي ناتهي و كراندار  رداد مي كنيم كهمي دهيم. همچنين قرا

  باشد كه شامل تمام  زير مجموعه هاي بطور نسبي فشرده است.  

:) : يك نگاشت  ] 6 [(  1.1 تعريف → 0,∞ اگر در شرايط  گوييم را يك اندازه نافشردگي در فضاي باناخ   
  زير صدق كند:

∋مجموعه  )1 : Ker ناتهي باشد و  0 ⊆، 

 ، آنگاه  ⊇اگر  )2

                                                            
1 Kuratowski 
2 Darbo 
3 Banas 
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3(  ، 

4( ، 

λ هر براي )5 ∈ 	داشته باشيم  0,1 1 1، 

} اگر )6 }nX باشد به قسمي كه به ازاي هر هاي بسته اي از مجموعهدنباله 	 1،⊆ 
			و →  ..∋ناتهي است و  ⋂آنگاه  مجموعه ي ، 	0

 
شود كه مجموعه اشتراك نامند. مشاهده ميمي 	شرح داده شد را هسته اندازه نافشردگي  )1كه در ( مجموعه 

	لذا  	، nاست. در واقع، چون براي هر  ) يك عضو گردايه 6در (  يعني 0
∈.  

ك اندازه نافشردگي روي به ساختن ي غيره برداري و يك قضيه مفيد راجعاكنون تعريف زوج نقطه ثابت براي يك تابع دومت
 فضاي حاصل ضرب متناهي را ارائه مي دهيم كه در اثبات نتايج اصلي به آنها نياز داريم.

,يك عنصر  ) : ] 1 [(  2.1 تعريف 	را يك زوج نقطه ثابت نگاشت  ∋ : گوييم اگر  →
  .,و    ,

,فرض كنيد :  3.1 قضيه , . . . ,به ترتيب اندازه هاي نافشردگي در فضاهاي باناخ  , , . . . باشند. بعلاوه  ,
:فرض كنيد تابع  0,∞ → ,محدب باشد و  ∞,0 , . . . , براي ، 0اگر و فقط اگر  0
1,2, . . . ,آنگاه . , , . . . .يك اندازه نافشردگي در  , . . 

	 براي بتوي  نشان دهنده تصوير طبيعي از  تعريف مي كند كه در آن  1,2, . . .   . ] 2 [ است  ,

  .مثال هاي زير را ارائه مي دهيم 3.1اكنون بعنوان نتيجه اي از قضيه 

:، تابع   يك اندازه نافشردگي روي فضاي باناخ 	فرض كنيد :  4.1مثال  0,∞ → محدب باشد و  ∞,0
	 , يك اندازه نافشردگي  ,. آنگاه 1,2براي  0اگر و فقط اگر  0

 .است 1,2براي   بتوي  نشان دهنده تصوير طبيعي از  تعريف مي كند كه در آن  در 

:باشد. تابع   يك اندازه نافشردگي روي فضاي باناخ 	فرض كنيد  5.1مثال  0,∞ → با ضابطه  ∞,0
,محدب است  و  , y xاگر و فقط اگر  0 y   3.1، از اين رو تمام شرايط قضيه  0

نشان  تعريف مي كند كه در آن  يك اندازه نافشردگي در    ,ار است. بنابراينبرقر
  .است 1,2براي   بتوي  دهنده تصوير طبيعي از 

:Fباشد.  اگر تابع  Eيك اندازه نافشردگي روي فضاي باناخ  μ	: فرض كنيد  6.1 مثال   0,∞ → را با   ∞,0
F ضابطه x, y max x, y  براي هرx, y ∈ برقرار است  3.1تعريف كنيم آنگاه تمام شرايط قضيه  ∞,0
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μ	و X max μ X , μ X Eيك اندازه نافشردگي در   E كند كه در آن تعريف ميX  نشان دهنده تصوير
iبراي   Eبتوي  Xطبيعي از    .  ] 2 [است  1,2

 يك تعميم مهم از قضيه شاودر  و شامل بخش وجودي قضيه نقطه ثابت باناخ است. قضيه نقطه ثابت داربو

:Tنگاشت  دو فضاي خطي نرمدار باشند. Yو  Xفرض كنيد ) :  ]1 [( 7.1 تعريف  X → Y  را فشرده گويند اگرT X  در
Y  .فشرده نسبي باشدA ∈ Y  را فشرده نسبي گويند هر گاه بستارA رد	Y  .فشرده  باشد  

باشد. آنگاه هر نگاشت فشرده  Eيك زير مجموعه بسته و محدب از فضاي باناخ  Ωفرض كنيد   ) ]1 [ (شاودر 8.1 قضيه
:Tو محدب  Ω → Ω .حداقل يك نقطه ثابت دارد  

باشد و  Eيك زير مجموعه ناتهي، بسته، كراندار، و محدب از فضاي باناخ  Ωفرض كنيد  ) : ]8 [(داربو   9.1قضيه 
T: Ω → Ω  يك نگاشت پيوسته باشد. فرض كنيد كه يك عدد ثابتk ∈ موجود باشد به قسمي كه براي هر   0,1
X ⊂ Ω  

. 
   يك نقطه ثابت دارد. آنگاه 

: نشان دهنده مجموعه تمام توابع Σفرض كنيد   :10.1 تعريف 0,∞ → باشد كه در شرايط زير صدق   ∞,1
 :كنندمي

 صعودي و پيوسته است. تابع 	 .1

	⊇تمام دنباله هاي  	براي .2 1,∞  ،lim
→

limاست اگر و تنها اگر  1
→

0	 . 

:نشان دهنده مجموعه تمام توابع   Φهمچنين فرض كنيد  1,∞ →  :كنندباشد كه در شرايط زير صدق مي ∞,1

 پيوسته است.تابع صعودي و    .1

∋ براي هر .2 limداشته باشيم،  ∞,1
→

1. 

 توسط آلتن و ترك اغلو بيان شده است. ] 3 [در   , .)	A(fمفهوم  

			 فرض كنيد 		 	 ∞,0توابع كلاس تمام∞,0 → 0,∞   كلاس تمام توابع  باشد و  :   
A ; 	 . ∶ 	 		 	 0,∞ 		→ 		 	 0,∞ 		و	 	 → A f	; 	 .  

  باشد كه در شرايط زير صدق مي كنند:
1. A f	, 0 Aبراي هر   و  0 f	, x 0			،	x 0 

Aبراي هر  .2 f	, x A f	, y 			،	x y 

3. lim
→

A f	, x A f	, lim
→

x 

f براي هر  .4 ∈ F		 	 	max داشته باشيم، ∞,0 A f	, x , A f	, y A f	,max 	 x, y	 
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  هاو  يافته نتايج اصلي - 2
يك اندازه نافشردگي  و  مجموعه ناتهي، بسته، كراندار و محدب از فضاي باناخ يك زير فرض كنيد  : 1.2 قضيه

:دلخواه باشد. بعلاوه  در شرط  Cاز  يك نگاشت پيوسته باشد به طوري كه براي هر زير مجموعه ناتهي  →
  انقباضي زير صدق كند :

 )1.2 (                                  V A f	; 	 A f	; 	   
V	،كه در آن  ∈ Σ  ∈ Φ ، A ; 	 .   دارد. Cحداقل يك نقطه ثابت در  . آنگاه  ∋

C،  ⋯,1,2و براي هر  C	 C	سازيم كه را به قسمي مي Cدنباله  با استفاده از استقرابرهان: 

Conv C در اين صورت .  
C  C	 ⊆ C C , 
C C ⊆ C 	, 

 بنابراين با ادامه اين روند داريم :

                          ⋯ ⊆ C ⊆ ⋯ ⊆ C ⊆ C .    
	اگر يك عدد صحيححال  C  مي كهموجود  باشد به قس  0 بنابراين  .فشرده نسبي است آنگاه ،   0
  حداقل يك نقطه ثابت دارد. 	كند كه ايجاب مي  8.1قضيه 

  از طرفي ، 
V A f	; C 	 V A f	; C 	  

																																										 	 A f	; C 	  

 ⋮																																																																																			    
																																															 	 A f	; C 	  

 يك دنباله همگرا است،  لذا مي توان فرض كرد كه Cچون  

   lim
→

C 	 r																																																																 

 است.  0حال نشان مي دهيم كه 

  و حد گرفتن از نامساوي بالا، داريم 	با استفاده از خواص تابع 
lim
→

V A f	; C 	 1 
 بنابراين،

lim
→

A f	; C 	 0						 
Aبا استفاده از خواص  ; 	   نتيجه مي گيريم،  .

A 	f	; 	 lim
→

C 	 0 
Aحال با استفاده از اولين خاصيت  ; 	   : در تساوي بالا داريم  .

lim
→

C 0																	 
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Cكه آن ايجاب مي كند   → →وقتي كه  0 ∞  .  
،	چون  ⊆ C  ) نتيجه مي شود كه مجموعه  1.1يف از تعر)  6لذا  بنابر اصل ⋂ C  ،ناتهي، بسته

  است.    Cداراي حداقل يك نقطه ثابت در  ،  8.1است. اكنون بنابر قضيه  	متعلق به  و محدب و پايا تحت عملگر 

,Xفرض كنيد  : 2 .2قضيه d ( و   يك فضاي متريك كامل باشد	T: X → X  كه به طوريk  صحيح مثبت  يك عدد
  همچنين .است

d T x , x , … , x , T x , x , … , x μ d x , x  

  
xبراي تمام  , x , … , x μكه   Xدر     ∑	 و  0 μ ϵ اين نقطه  .است xداراي يك نقطه ثابت  T. آنگاه 0,1

x )  =T	ناميم.  (  ابت از نوع پرشيچ ميثابت را نقطه ث x, x, … , x (  

يك اندازه نافشردگي  و  يك زير مجموعه ناتهي، بسته، كراندار و محدب از فضاي باناخ   فرض كنيد  :2 .3 قضيه 
:دلخواه باشد. بعلاوه  در شرط انقباضي زير  Cاز  ي ناته يك نگاشت پيوسته باشد كه براي هر زير مجموعه →

  صدق كند :
 )2.2 (    V A f	; ⋯ 	 A f	; ⋯ 	     

V	،كه در آن  ∈ Σ  φ ∈ Φ و A ; 	 .              . دارد Cحداقل يك نقطه ثابت  از نوع  پرشيچ در  T.  آنگاه ∋

:Tر ابتدا عملگبرهان:     را با ضابطه →
T , , … , T , , … , , … , , , … ,  

صدق مي كند.  1.2در تمام شرايط قضيه   Tپيوسته است. حال نشان مي دهيم كه    Tتعريف مي كنيم. واضح است كه  
ايجاب مي كنند كه   6.1و  5.1مجموعه ناتهي باشد. مي دانيم كه مثالهاي ريك زي ⊃فرض كنيد 
μو    ⋯ X max 	μ X , μ X , …  ،دنباشمي اندازه نافشردگي  		
,1,2براي  كه در آن  … , n  1.1تعريف ) از 2در اين صورت بنابر ( .است بتوي  نشان دهنده تصاوير طبيعي از 

  :) داريم 2.2و  ( 
V A f	; T 	 A f	; ⋯ ⋯ ⋯ 	  

 						 V A 	f	; 	 	 ⋯ 	 																																																							  
																							 n	V A f	; 	 	 ⋯ 	 	 																												 

      		 	V A f	; ⋯ 																																							  
																																									 V A f	; 	 																																																																								 

 )3.2( 

			، 1.2از اين رو بنابر قضيه  ,داراي حداقل يك نقطه ثابت است و اين موضوع ايجاب مي كند كه عناصر  		 , … ,  
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,وجود داشته باشند به طوري كه  ⋯ , , , … داراي يك نقطه ثابت از  و اين يعني   ,
  نوع پرشيچ است.

يك اندازه نافشردگي  و  يك زير مجموعه ناتهي، بسته، كراندار و محدب از فضاي باناخ   فرض كنيد: 204قضيه   
:دلخواه باشد. بعلاوه  در شرط انقباضي زير  Cاز  ناتهي هاي  يك نگاشت پيوسته باشد كه براي زير مجموعه →

  صدق كند :
 )4.2(      V A f	; 	 ⋯ 	 A f	; 	max	 	 ,⋯ , 	       

V	،كه در آن  ∈ Σ  ∈ Φ  و A ; 	 .  دارد. Cدر از نوع  پرشيچ  حداقل يك نقطه ثابت  .  آنگاه ∋

:ابتدا عملگر برهان:     را با ضابطه →
, , … , T , , … , , … , , , … ,  

صدق مي كند.  1.2در تمام شرايط قضيه    پيوسته است. حال ادعا مي كنيم كه  تعريف مي كنيم. واضح است كه 
كه   ايجاب مي كند 5. 1 ناتهي باشد. مي دانيم كه مثالمجموعه يك زير ⊃فرض كنيد 

max	 	 , , … , ,1,2براي  كه در آن  ،يك اندازه نافشردگي است 	 … , n  نشان دهنده
  :) داريم 4.2و (  1.1تعريف ) از 2در اين صورت بنابر ( .است بتوي  تصاوير طبيعي از 

V A f	;	 	 A f	; ⋯ ⋯ ⋯ 	  
 							 V A 	f	; 	max 	 ⋯ , ⋯ , 	 ⋯ 	 	  

																 		V A f	; 	 ⋯ 	 																																					 
      						 	V A f	;max 	 ,⋯ , 	 																																									  

   V A f	; 	 																																																																																						 

 )5.2( 

,داراي حداقل يك نقطه ثابت است و اين موضوع ايجاب مي كند كه عناصر   	 ، 1.2از اين رو بنابر قضيه  , … ,  
,به طوري كه   وجود داشته باشند ⋯ , , , … داراي يك نقطه ثابت از  و اين يعني  ,

  نوع پرشيچ است.

A	با انتخاب f	; 	t	 f	 و    I ) I  نتيجه زير را داريم. 204تابع هماني ) در قضيه   

يك اندازه نافشردگي  و  يك زير مجموعه ناتهي، بسته، كراندار و محدب از فضاي باناخ   فرض كنيد:  205نتيجه 
:دلخواه باشد. بعلاوه  در شرط ا نقباضي  Cاز  ناتهي هاي  يك نگاشت پيوسته باشد كه براي زير مجموعه →

  زير صدق كند :
 )6.2(      V 	 ⋯ 		 	 , ⋯ , 	       

Vكه در آن  ∈ Σ  و ∈ Φ .  در از نوع  پرشيچ  حداقل يك نقطه ثابت آنگاهC .دارد  
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  كاربرد - 3
‖با نرم سوپريمم   امل همه توابع حقيقي كراندار و پيوسته روي ش در اين بخش فضاي باناخ  ‖

sup | |: :را در نظر مي گيريم. فرض كنيد تابع   0 تعريف شده باشد به طوري كه براي هر  →
, , 	 ∈    ،, ,  -  6 [كه در مراجع  شردگي روي در ادامه از يك اندازه نافباشد.   0

آمده است استفاده خواهيم كرد. به منظور تعريف اين اندازه نافشردگي يك مجموعه ناتهي و كراندار و از اين پس ثابت   ]5
پيمانه پيوستگي يا  0و  ∋را در نظر مي گيريم. براي عضو دلخواه  0و عدد حقيقي  از  
  نشان مي هيم، به عبارتي  ,را با نماد  ,0روي بازه  ب پيوستگي ضري

, sup | |: , ∈ 0, , | |  
  بعلاوه قرار مي دهيم :

, sup , : ∈ , 
lim
→

, ,																				 
lim
→

		 																																																																										                                  
:باشد، آنگاه قرار مي دهيم  يك عدد ثابت در  اگر  را  روي  . سرانجام تابع ∋

 بصورت زير تعريف مي كنيم :

 
              )1  .3(                           limsup

→
	                

  كه در آن 
sup | |: , ∈  

كه در تمام اصول موضوعه تعريف بطوريندازه نافشردگي است يك ا نشان داده شده است كه تابع  ]5 - 6 [در منابع  
از معادلات  تايي n، قصد داريم وجود جواب براي يك دستگاه 205صدق مي كند. حال بعنوان يك كاربرد از نتيجه  1.1

  انتگرالي نوع تصادفي  زير را بررسي كنيم :
				

, 	 , ⋯ , 	 	 , , , 	 , ⋯ , 	 													 

 

					 	 , 	 , ⋯ , 	 	 	, , , 	 , ⋯ , 	 																         
(	1 i	 n	 																																																				                                     

)2  .3(  
  براي اين منظور شرايط زير را در نظر مي گيريم :

  
,توابع  )١ : 		 و براي هر و پيوسته هستند كراندار → , و هر ∋



 
 

    ...فيپذيري يك دستگاه معادلات انتگرالي نوع تصادحلبررسي 

 

 

215 

		, …	 , 	, 		 		, … , ∈ BC،  
  

| , 		, …	, , 		 		, … , | 										
	 | | max | 		 		|, … , | |  

| , 		, …	 , , 		 		, … , | 										
	 | | max | 		 		|, … , | |  

     
  و بعلاوه 

N sup max| , 0,⋯ ,0 |, | , 0,⋯ ,0 | ∶ ∈ ∞ 
 

,توابع  )٢ ν, γ, , : ,پيوسته اند و  → → →وقتي   ∞ ∞. 

 
,هاي تابع )٣ : توابع پيوسته  اي هستند به قسمي كههتوابع پيوست →

, :  وجود دارند طوري كه  →

  

                     | , , 	, ⋯ , 	 | 																											 3	. 3 		         

                     همچنين                                                                                                                                

         lim
→

0                                                                                       
 نامساوي  )٤

  
	 max	 r, Z r 

 

 كه    		مي	باشدداراي جواب مثبت       

 .Z sup . 
  رت بندي مي كنيم:اكنون ادعاي خود را بصورت زير صو

BC	حداقل يك جواب در فضاي )3.  2( آنگاه دستگاه معادلاتبالا برقرار باشند،   4- 1شرايط  اگر :301قضيه  	    
  دارد.

,ابتدا عملگرهاي برهان  : ⋯   هايرا با ضابطه  Ωو   →
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	, … , 	

, 	 , ⋯ , 	 	 , , , 	 , ⋯ , 	 	,								 

  
	, … , 	

	 	 , 	 , ⋯ , 	 	 	, , , 	 , ⋯ , 	 ,										 

                       
                               

Ω .                                                              )4  .3(  

  داريم :  4-1كنيم. اكنون با به كار گيري مفروضات تعريف مي
  

| 	, … , 	 |																																																																																																																							   
      , 	 , ⋯ , 	 	 , , , 	 , ⋯ , 	 		

																																					 , 0,0 	 | , 0,0 |																																																															              	  
																																																																																																																								 

								 	 	 max 	 	 ,⋯ , 	 , 	 , ,

																																																																																										 	 , ⋯ , 	 N 

 

									 	 	 max	 	 	 ,⋯ , 	 , |Z| 			 	N																								 

  

								 	 	 max 	 	∥ 	 	 	 ∥	 , … , ∥ 	 	 	 ∥, |Z| 			 N	.																																			 
                                                                                                                                            بنابراين ،

  

∥ 	 	, … , 	 	 ∥	 	 	 max 	∥ 	 	 	 ∥	 , … , ∥ 	 	 	 ∥, Z	 N.																										 

)5  .3(  
  به و به طريق مشا

∥ 	, … , 	 	 ∥	 	 	 max 	∥ 	 	 	 ∥	 , … , ∥ 	 	 	 ∥, Z	 N.																										 

)6  .3(  
Ωنشان مي دهند كه  301قضيه  4) و  شرط 3.  6) ، (3.  5نامساوي هاي ( B ⊆ B .  

دلخواه باشد و  0پيوسته است. براي اين منظور فرض مي كنيم  Bروي  Ωاكنون نشان مي دهيم 
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	, … , 	 ∈ B   را انتخاب مي كنيم. بعلاوه	, … , 	 ∈ Bرا به قسمي در نظر مي گيريم كه،  
‖ 	 	‖, … , ‖ 	 	‖  

  :برآورد زير را داريم در اين صورت
  

| 	, … , 	 	, … , 	 | =                                                                            

, 	 , … , 	 , , , 	 , … , 	 								

														 , 	 , … , 	 , , , 	 , … , 	

 

 

	 	 max	 	 	 		, … , 	 	 	 ,            

 

, , 	 , … , 	 				 		 , , 	 , … , 	 			  

 

	 	 max	 	 	 	 	 , … , 	 	 	 ,          

 

, , 	 , … , 	 				 		 , , 	 , … , 	 			 . 

  :فرض كنيد

, sup
| , , 	, … , 	 , , 	, … , 	 |: x ∈ 0, , ∈ 0, ,
			| 	 	| ⋯ 	 | 	 	| 	,			 	, 	 ∈ 	, 	

 

  
		 	 			=		sup { : t	 ∈ 0,  }. 

    
  داريم :  ,0ثابت و دلخواه در بازه    tاي هر بنابراين بر

| 	, … , 	 	, … , 	 | 			
				 	 	 max	 	 	 	 	 , … , 	 				

	 	 , 		 	 , 	  
					)7  .3(                 

,0روي  با استفاده از پيوستگي  0, β T →شود كه نتيجه مي , →وقتي كه   0 0 .
	يك تابع پيوسته  روي  هاي بالا ايجاب مي كنند كه  	نامساوي) و 3.  7از اين رو ( B .دقيقا مشابه با اين  است
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	يك تابع پيوسته  روي  ه مي شود كه  اثبات نتيج B   است. لذاΩ 	روي يك تابع پيوسته  	 B  
 است.

,و  ∋ ,كنيم  فرض كند.صدق مي 205 شرايط نتيجه تمام در Ωاكنون بايد نشان دهيم   … مجموعهزير ,
	 باشند. از  و كرانداري هاي ناتهي |كنيم كه را به قسمي انتخاب مي,0 ∋ , . بدون كاستن |

,در اين صورت براي  . 	 كنيماز كليت فرض مي … , ∈ …  داريم : .

  
| , … , , … , |                                                              

         

	 	 	 	 	 			
, , … , 	 , , , 	 , … , 	 								

														 , 	 , … , 	 , , , 	 , … , 	

   

																																																																																 

						
, , … , 	 , , , 	 , … , 	 								

														 , 	 , … , 	 , , , 	 , … , 	

       

 

												 							
, , … , 	 , , , 	 , … , 	 								

														 , 	 , … , 	 , , , 	 , … , 	

  

 
 

												 						
, , … , 	 , , , 	 , … , 	 								

														 , 	 , … , 	 , , , 	 , … , 	

  

 
      

 		 	 		| | 	 		 		, … , 	 	 	 		   

 

  +	 , , 	 , … , 	  + T  ,  

 
		 	 	 	 	 		| | 															

	 max	 	 	 , … , 	 	 		  

 
+ ( ) ,   + T  ,  

)8  .3(           

  كه در آن
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, sup | |: , ∈ 0, , | | , 
 

, , sup | |: , ∈ 0, , | | , , 
 

T sup	 	 t 	 ∶ t ∈ 0,  
 

, sup	 | x, , , … , |: x ∈ 0, , ∈ 0, T , , … , ∈ , 		 

  
																													                                 

,

sup
| , , , … , , , , … , |: , ∈ 0, , | | , ∈ 0, T ,
, … , ∈ ,

																				 

   
,چون  …   ) است لذا 3.  8در ( …يك عضو دلخواه  ,

… 	 , 					
		 		 	 		 	 		| | 	
	 max	 	 , , , … , , , 	  

                        + ( ) ,  + T  , .                             

    )9  .3(        
,0روي 	g	پيوستگي يكنواخت حال T 0, β T r , r ,0 روي βو    T كه  كندمي ايجاب

ω g, ε → β) و  0 x β x )G g, ε → εوقتي  0 →  روي β	و	ξ. همچنين پيوستگي يكنواخت 0
	 0, T  ايجاب مي كندω ξ, ε → 0 ،ω β, ε → εوقتي   0 → ε) وقتي 3.  9( بنابراين با حد گرفتن در .0 →

    داريم : 0
… 	 	 	 max	 	 , … , 	 																											    

   )10  .3(       
→)3.  10(حال اگر در    آنگاه 		∞

															 … 	 	 	 			 max	 	 , … , 									  )11  .3(  
,بعلاوه براي هر  … , , , … , ∈   دلخواه داريم : ∋و   …

| , … , , … , | 																																																																																		    

	 	 	 		 max	 	 x 	 x , … , x 					

	 x 	 	, 2 		 																						 

)12  .3(  
          و مفهوم قطر يك مجموعه داريم :  )3.  12(حال با استفاده از نامساوي 
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	 … 		 	 	 	 			 max	 max		 	diam	 x , … ,

diam	 x , 2 		   
                                                                                                                                      بنابراين ،  

   
.limsup

→
	 …

										 	 	 	 	 	max	 	 limsup
→

	diam	 x , … , limsup
→

	diam	 			 	 																 3	.13 	

  
  )3.  13) و  (3.  11سرانجام با تلفيق (

 

… 		 … limsup
→

… 					    

																																																								 		 		 	 				 max	 	 , … , 	 																	    

																																																														 	 		 max	 limsup
→

	diam	 x , … , limsup
→

	diam	 	
					

         	 		 				 max	 	μ , … , μ 	 . 
  پس ،

  
	 … 	 			 max	 	μ , … , μ  

حداقل يك نقطه ثابت پرشيچ دارد.  توان گفت كه  مي 205اندازه نافشردگي است. حال با توجه به نتيجه  كه در آن 
Ω	حداقل يك نقطه ثابت پرشيچ دارد. لذا  نيز ث بالا مي توان نتيجه گرفت كه مشابه مباح t F t 	 

  حداقل يك نقطه ثابت پرشيچ دارد. و اثبات تمام است.نيز
 

  مثال -4
  .در اين بخش يك مثال براي بررسي وجود جواب براي  يك دستگاه از معادلات انتگرالي از نوع تصادفي ارائه مي دهيم

  دستگاه معادلات انتگرال تابعي زير را در نظر مي گيريم :1.4مثال 
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	 x
∑ 	

∑ 	
	

∑ 	 							

	 ∑ 	
	

				

∑ 	 							

	 ∑ 	
	

				

																																																																⋮

	 x 	
∑ 	

∑ 	

		
∑ 	 							

	 ∑ 	
	

				

		
∑ 	 							

	 ∑ 	
	

				

             )1  .4(  

 
  ) است.3.  2انتخاب هاي زير به آساني ديده مي شود كه اين دستگاه يك حالت خاص از دستگاه معادلات انتگرال (با 

, , , …
1
5

1
3
	
U

1 U
⋯

1
3
	
U

1 U
 

  

, , , … , 	
∑ 	 y 							

cosh	 7∑ 	 y
 

 
						 , , , … 1 

 
t, t,			 t ,			 0 

  
                                                         را بررسي مي كنيم.                                301حال شرط هاي قضيه 

 
| , 		, …	 , , 		 		, … , |  

 

ln
	

| | 	 ⋯ 	 	 		 	 	⋯ 		 	
				

3
		 

 
 

		 ln 	
	 	 	 			 	 ⋯ 			 			

							
 

 

                          		 ln
	 	 	 	 	 		 	 	 ⋯ 			 	 		 	 			
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		 ln
	 		 		|		 		 		 			|	 ⋯ 			| 		|	 				

 

 
 پس

| , 		, …	 , , 		 		, … , | 
 

	 	 	 | | max 	|		 		 	 			| 	 ⋯ 		 | 		|  
 

		 آن كه در
					,					 	 x 			.  

																																																																														 
  بعلاوه   

N sup | , 0,⋯ ,0 |: ∈ sup : ∈ 0.2. 
                    همچنين                                                                                                                       

              

| , , , … , | 	 	 		
∑ 	 y 							

cosh	 7∑ 	 y
	 					 

 

																																																																		 			 																																																																				 
  

                                                 	, 			   
                بنابراين ،                                           

 از طرفي،

  

		Z sup sup ∶ 		 , 0 	≅ 0.2338												    
     

   0   همچنين براي هر 

	 max	 r, Z  ln
	 	 		,					 . 			

0.2  ln	 	
	 	 	

	 0.2 3.2 

 

) حداقل يك جواب در 4.  1( اه معادلات انتگرالبرقرار است و دستگ 301بنابراين تمام شرايط قضيه 
	فضاي 	  .دارد 	

	 )  مقدار3.  2معادلات انتگرالي (دستگاه اگر در  : 2.4تبصره     ا نتخاب شود و  2
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, , , …
1
8

		
ln 1 | |

6 2
	 					

ln 1 | |

4
												 

																																																									 ln 	1

	
1
3
			

	 1 							
	

				

	 												 

  
, , , … 1 

 

	مرجع   در 3.  2  به مثال    )  ما تعميم و توسيع كار آنهاست.3.  2دستگاه معادلات انتگرالي (مي رسيم.  لذا 9
  

  يريگ يجهنت -4
دستگاه معادلات وسيع ت يج بدست آمده از اين تحقيق) حداقل يك جواب دارد و نتا3.  2دستگاه معادلات انتگرالي (

	انتگرالي بررسي شده در مرجع    است. 9
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