
 

Quasi-Semiprime Comultiplication Modules over Pullback 

 F. Farzalipour1 , P. Ghiasvand2   

1. Corresponding Author, Department of Mathematics, Payame Noor University, Tehran, Iran.  E-mail: 

f_farzalipour@pnu.ac.ir 

2. Department of Mathematics, Payame Noor University, Tehran, Iran. E-mail: p_ghiasvand@pnu.ac.ir 

Article Info ABSTRACT  

Article type: 

Research Article 

 

 

Article history:  
Received: 5 August 2022 

Received in revised form: 

    11 July 2023 

Accepted: 10 August 2023 

Published online:  

    10 July 2024 

 

 

Keywords:  
Dedekind domain,  

Pullback ring,  

Separated module,  

Separated module. 

 

 

Introduction 

The idea of investigating a mathematical structure via its representations in 

simpler structures is commonly used and often successful. One of the aims of 

the modern representation theory is to solve classification problems for 

subcategories of modules over a unitary ring 𝑅. 

Let 𝑣1: 𝑅1 ⟶ �̅� and 𝑣2: 𝑅2 ⟶ �̅� be a homomorphism of two local Dedekind 

domains 𝑅𝑖, 𝑖 = 1,2, onto a common field �̅�. Denote the pullback 𝑅 =

{(𝑟1, 𝑟2) ∈ 𝑅1 ⊕ 𝑅2: 𝑣1(𝑟1) = 𝑣2(𝑟2)} by (𝑅1 ⟶
𝑣1

�̅� ⟵
𝑣2

𝑅2). Then 𝑅 is a ring 

under coordinate-wise multiplication. Denote the kernel of  
 𝑣𝑖 , 𝑖 = 1,2, by 𝑃𝑖 . Then 𝐾𝑒𝑟(𝑅 ⟶ �̅�) = 𝑃 = 𝑃1 × 𝑃2, 𝑅/𝑃 ≅ �̅� ≅ 𝑅1/𝑃1 ≅
𝑅2/𝑃2, and 𝑃1𝑃2 = 𝑃2𝑃1 = 0 (so 𝑅 is not a domain). Furthermore, for 𝑖 ≠ 𝑗, 

0 ⟶ 𝑃𝑖 ⟶ 𝑅 ⟶ 𝑅𝑗 ⟶ 0 is a exact sequence of 𝑅-modules. In the present 

article, we introduce a new class of 𝑅-modules, called quasi-semiprime 

comultiplication modules, and we study it in details from the classification 

problem point of view. We are mainly interested in case either 𝑅 is a Dedekind 

domain or 𝑅 is a pullback of two local Dedekind domains. First, we give a 

complete description of the quasi-semiprime comultiplication modules over a 

local Dedekind domain. Let 𝑅 be a pullback of two local Dedekind domains 

over a common factor field. Next, the main purpose of this paper is to give a 

complete description of the indecomposable quasi-semiprime 

comultiplication 𝑅-modules with finite-dimensional top over 𝑅/𝑟𝑎𝑑(𝑅) (for 

any module 𝑀 we define its top as 𝑀/𝑟𝑎𝑑(𝑅)𝑀). 

Material and Methods 

The classification is divided into two stages: the description of all 

indecomposable separated quasi-semiprime comultiplication 𝑅-modules and 

then, using this list of separated quasi-semiprime comultiplication 

modules, we show that non-separated indecomposable quasi-semiprime 

comultiplication 𝑅-modules with finite-dimensional top are factor modules of 

finite direct sums of separated indecomposable quasi-semiprime 

comultiplication 𝑅 -modules. Then we use the classification of separated 

indecomposable quasi-semiprime comultiplication modules   with results of 

Levy on the possibilities for amalgamating finitely generated separated 

modules, to classify the non-separated indecomposable quasi-semiprime 

comultiplication modules 𝑀 with finite-dimensional top.   

Results and discussion 

We collect basic properties concerning quasi-semiprime comultiplication 

modules. Then we classify quasi-semiprime comultiplication modules over a 
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local Dedekind domain. Finally, we descript all indecomposable separated 

quasi-semiprime comultiplication 𝑅-modules and we find the indecomposable 

non-separated quasi-semiprime comultiplication modules with finite-

dimensional top. 

Conclusion 

The following conclusions were drawn from this research.  

• The class of quasi-semiprime comultiplication modules 

contains the class of semiprime comultiplication modules, and the 

class semiprime comultiplication modules contains the class 

weak comultiplication modules. 

• The non-separated indecomposable quasi-semiprime 

comultiplication 𝑅-modules with finite-dimensional top are factor 

modules of finite direct sums of separated indecomposable quasi-

semiprime comultiplication 𝑅-modules.  

 
How to cite: Farzalipour, Farkhondeh & Ghiasvand, Peyman. (2024). Quasi-semiprime Comultiplication Modules over 
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  های کلیدی:واژه

 ، ددکینددامنه 

  ،حلقه پولبک

  ،مدول جداپذیر

 .اولنیمضربی شبهمدول هم

 

های پولبک از دو دامنه روی حلقهاول بهنیمضربی شبههای همبندی همه مدولهدف اصلی این مقاله دسته

هایی های انژکتیو محض روی چنین حلقهاول و مدولنیمضربی شبههای همددکیند و بیان ارتباط بین مدول

بندی های ددکیند موضعی دستهاول را معرفی و آنها را روی دامنهنیمضربی شبههای هماست. ابتدا، مدول

آوریم و با استفاده از میدستناپذیر جداپذیر را بهاول تجزیهنیمضربی شبههای همکنیم. سپس، همه مدولمی

 دهیم.را مورد بررسی قرار می ناپذیر جداناپذیراول تجزیهنیمضربی شبههای همآنها مدول
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 نیازهامقدمه و پیش .1

های یکدار است که در دو مرحله ها روی حلقهاز مدول 𝐶بندی زیر رسته یکی از اهداف نظریه نمایش مدرن حل مسائل دسته

به  𝐶ها بندی مدولو مرحله دوم، کاهش دسته 𝐶ناپذیر در های تجزیهبندی همه مدولپذیر است: مرحله اول، دستهانجام

، عنوان مثال. بههای دلخواه غیرممکن استبندی مدولها، دستهمرحله اول است. متاسفانه، در اکثریت قریب به اتفاق حلقه

روی یک حلقه  𝑀)برای هر مدول  𝑅/𝑟𝑎𝑑(𝑅)البعد روی ناپذیر با تاپ متناهیهای انژکتیو محض تجزیهبندی مدولدسته

𝑅 تاپ آن را ،𝑀/𝑟𝑎𝑑(𝑅)𝑀 کنیم( روی حلقه پولبک تشکیل شده از دو دامنه ددکیند تعریف می𝑅1  و𝑅2  روی یک

های بندی نظریهعنوان مثال، دستههای انژکتیو محض از نظر تئوری، مدل هستند. بهشود. مدولسختی انجام میبه �̅�میدان 

های کوچک )با بعد متناهی، ها، مدولیابد. همچنین، برای برخی حلقههای انژکتیو محض کاهش میها به مدولمدول-𝑅کامل 

حض های انژکتیو مبندی مدولتواند به دستهبندی میر بسیاری موارد، این دستهشوند و دبندی میبامولد متناهی، ...( دسته

 های بامولدهای مدولمولد متناهی و خانواده با های انژکتیو محضتوسیع داده شود. در واقع، یک ارتباط قوی بین مدول

[(. یک بخش از این مقاله، 19[ و ]18] ،[13)] مطالعه مدول های انژکتیو محض اهمیت زیادی داردمتناهی است. بنابراین 

 های انژکتیو محض است.معرفی یک زیردسته از مدول

:𝑣1فرض کنید       𝑅1 ⟶ �̅�  و𝑣2: 𝑅2 ⟶ �̅� یک همریختی از دو دامنه ددکیند موضعی𝑅𝑖   به ازای𝑖 = 1,2  

𝑅باشد. حلقه پولبک  �̅�روی یک میدان مشترک به = {(𝑟1, 𝑟2) ∈ 𝑅1 ⊕ 𝑅2: 𝑣1(𝑟1) = 𝑣2(𝑟2)}  را با

(𝑅1 ⟶
𝑣1

�̅� ⟵
𝑣2

𝑅2) برای دهیم. نشان می𝑖 =  نمایش می دهیم. لذا  𝑃𝑖را با  𝑣𝑖 هسته  1,2

𝐾𝑒𝑟(𝑅 ⟶ �̅�) = 𝑃 = 𝑃1 × 𝑃2, 𝑅/𝑃 ≅ �̅� ≅ 𝑅1/𝑃1 ≅ 𝑅2/𝑃2 

𝑃1𝑃2و  = 𝑃2𝑃1 = 𝑖یک دامنه نیست(. بعلاوه، برای  𝑅)بنابراین  0 ≠ 𝑗 ،0 ⟶ 𝑃𝑖 ⟶ 𝑅 ⟶ 𝑅𝑗 ⟶ یک دنباله  0

شود اول خوانده مینیمضربی شبههای همها که مدولدر این مقاله، کلاس جدیدی از مدول [(.14)] است هامدول-𝑅 از دقیق

یک حلقه پولبک  𝑅فرض کنید . دهیمبندی مورد مطالعه قرار میو آن را از نکته نظر دسته ،(5.2کنیم )تعریف را معرفی می

اول نیمضربی شبههای هممدول-𝑅شرح کاملی از  ،از دو دامنه ددکیند روی یک میدان مشترک باشد. هدف اصلی این مقاله

ناپذیر را اول جداپذیر تجزیهنیمضربی شبههای هممدول-𝑅شود: همه بندی به دو مرحله تقسیم میدسته ناپذیر است.تجزیه

ر با ناپذیرجداناپذیاول تجزیهنیمضربی شبههای همدهیم که مدولها، نشان میبا استفاده از این مدول کنیم و سپسبیان می

 هستند.ناپذیرجداپذیر اول تجزیهنیمضربی شبههای همالبعد جمع مستقیم تعداد متناهی از مدولتاپ متناهی

جابجایی و یکدار  هاکنیم. در این مقاله همه حلقهرا بیان میتعاریف و نمادهای مورد استفاده در سراسر این مقاله  حال     

جداپذیر گفته  𝑆مدول -𝑅حلقه پولبک بیان شده در ابتدای مقدمه باشد. یک  𝑅ها یکانی هستند. فرض کنید و همه مدول

𝑖به ازای  𝑆𝑖های مدول-𝑅𝑖شود هرگاه می = 𝑆1یک زیرمدول  𝑆که طوریموجود باشند به 1,2 ⊕ 𝑆2 عبارتی، باشد. به𝑆 

های حلقهبرای نماد یکسان استفاده از ، با عبارتیبهمدول باشد -R2مدول و یک -R1جداپذیر است اگر آن یک پولبک از 

𝑆 خواهیم داشت پولبک = (𝑆/𝑃2𝑆 ⟶ 𝑆/𝑃𝑆 ⟵ 𝑆/𝑃1𝑆) [14 و ]𝑆 ⊆ (𝑆/𝑃2𝑆) ⊕ (𝑆/𝑃1𝑆) ،همچنین .𝑆 
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𝑃1𝑆اگر  تنها و جداپذیر است اگر ∩ 𝑃2𝑆 = مدول یک تصویر همریخت -𝑅یک حلقه پولبک باشد، آنگاه هر  𝑅[. اگر 14] 0

یک  𝑀مدول -𝑅یک از مدول یک نمایش مینیمال دارد: یک نمایش جداپذیر -𝑅هر لذا مدول جداپذیر است، -𝑅یک 

𝜑همریختی  = (𝑆 ⟶
𝑓

𝑆′ ⟶ 𝑀)  از𝑅-ها است که مدول𝑆  جداپذیر است و اگر𝜑  یک تجزیه𝜑: 𝑆 ⟶
𝑓

𝑆′ ⟶ 𝑀 

𝐾یک به یک است. مدول  𝑓جداپذیر داشته باشد، آنگاه  ′𝑆با  = 𝐾𝑒𝑟(𝜑)  یک�̅�- مدول است، چون�̅� = 𝑅/𝑃  و

𝑃𝐾 = 0[. یک دنباله دقیق 13] 0 ⟶ 𝐾 ⟶ 𝑆 ⟶ 𝑀 ⟶ مدول، یک -�̅�یک  𝐾جداپذیر و  𝑆با  هامدول-𝑅 از 0

𝑖 ،𝑃𝑖𝑆اگر برای هر  تنها و است اگر 𝑀نمایش جداپذیر از  ∩ 𝐾 = 𝐾و  0 ⊆ 𝑃𝑆  هر مدول  ،[(14از ] 3.2)گزاره𝑀  یک

ها با نمایش جداپذیر، حافظ همریختی-𝑅[(. بعلاوه، 14از ] 8.2نمایش جداپذیر دارد، که در حد یکریختی یکتا است )قضیه 

 [(.16از ] 6.2. )قضیه هستند هاها و تکریختیبرویختی

𝑟}آل باشد. ایده 𝑀مدول -𝑅یک زیرمدول  𝑁یک حلقه و  𝑅)الف( فرض کنید   1.1تعریف  ∈ 𝑅: 𝑟𝑀 ⊆ 𝑁}  را با

(𝑁: 𝑀) 0)دهیم و نمایش می: 𝑀)  را پوچساز𝑀 .گوییم 

𝑟 اول( گوییم، هرگاه برای هر ترتیب، به را اولیه ) 𝑀مدول -Rاز یک  𝑁)ب( یک زیرمدول سره  ∈ 𝑅 𝑚 ∈ 𝑀 که   و

𝑟𝑚 ∈ 𝑁،  آنگاه𝑚 ∈ 𝑁  یا𝑟𝑛 ∈ (𝑁: 𝑀) (𝑚 ∈ 𝑁  یا𝑟 ∈ (𝑁: 𝑀) بنابراین .) 𝑅𝑎𝑑(𝑁: 𝑀) = 𝑃 

((𝑁: 𝑀) = 𝑃′) آل اول یک ایده𝑅  است و𝑁  زیرمدول یک𝑃-به اولیه(،ترتیب𝑃′-گفته می )شود. مجموعه همه اول

 [.17] شودنمایش داده می (𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑀)ترتیب، )به 𝑝𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑀) با  𝑀اول( ترتیب، بههای اولیه )زیرمدول

𝑎اول گوییم، هرگاه برای هر را نیم 𝑅از یک حلقه جابجایی  𝐼آل سره )پ( ایده ∈ 𝑅  و هر عدد صحیح مثبت𝑘  که

𝑎𝑘 ∈ 𝐼داشته باشیم ، آنگاه 𝑎 ∈ 𝐼 [8]. 

𝑎 ،اول گوییم، هرگاه برای را نیم 𝑀مدول -𝑅از یک  𝑁)ت( زیرمدول سره  ∈ 𝑅 𝑚 ∈ 𝑀 و𝑘 ∈ ℕ  که𝑎𝑘𝑚 ∈ 𝑁 ،

𝑎𝑚آنگاه  ∈ 𝑁اول های نیم. مجموعه تمام زیرمدول𝑀  را با نماد𝑠𝑒𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑀) [8] دهیمنمایش می. 

که قسمیموجود باشد به 𝑅از  𝐼آل ، یک ایده𝑀از  𝑁ضربی گوییم، هرگاه به ازای هر زیرمدول را هم 𝑀مدول -𝑅)ث( یک 

𝑁 = (0:𝑀 𝐼)،داریم  . در این حالت𝑁 = (0:𝑀 𝑎𝑛𝑛(𝑁)) [1.] 

𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑀)ضربی ضعیف گوییم، هرگاه را هم 𝑀مدول -𝑅)ج( یک  = ، یک 𝑀از  𝑁یا به ازای هر زیرمدول اول  ∅

𝑁که قسمیموجود باشد به 𝑅از  𝐼آل ایده = (0:𝑀 𝐼) [9.] 

𝑝𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑀)ضربی اولیه گوییم، هرگاه را هم 𝑀مدول -𝑅)چ(  = آل ، یک ایده𝑀از  𝑁یا به ازای هر زیرمدول اولیه  ∅

𝐼  از𝑅 که قسمیموجود باشد به𝑁 = (0:𝑀 𝐼) [10.] 

𝑠𝑒𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑀)اول گوییم، هرگاه ضربی نیمرا هم 𝑀مدول -𝑅)ح(  = ، یک 𝑀از  𝑁اول یا به ازای هر زیرمدول نیم ∅

𝑁که قسمیموجود باشد به 𝑅از  𝐼آل ایده = (0:𝑀 𝐼) [8.] 
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که  𝑁ها روی را یک زیرمدول محض گوییم، هرگاه هر سیستم متناهی از معادله 𝑀مدول -𝑅از یک  𝑁)خ( زیرمدول 

پذیر )یا را یک زیرمدول نسبتاً تقسیم 𝑀مدول -𝑅از یک  𝑁پذیر است. زیرمدول نیز حل 𝑁باشد، روی  𝑀پذیر روی حل

𝑅𝐷- زیرمدول( گوییم، هرگاه برای هر𝑟 ∈ 𝑅 ،𝑟𝑁 = 𝑁 ∩ 𝑟𝑀 [18 .19.] 

داشته  خود های دقیق محض، هرگاه خاصیت انژکتیو را روی همه دنبالهشودنامیده میرا انژکتیو محض  𝑀مدول -𝑅)د( 

 [. 19. 18باشد ]

 𝑀در  𝑁صورت باشد. دراین 𝑀یک زیرمدول  𝑁مدول و -𝑅یک  𝑀یک دامنه ددکیند،  𝑅( فرض کنید الف)  1.2 نتیجه

𝑅 ،𝐼𝑁از  𝐼آل اگر برای هر ایده تنها و محض است اگر = 𝑁 ∩ 𝐼𝑀 [19.] 

اگر برای هر  تنها و است اگر 𝑀زیرمدول -𝑅𝐷یک  𝑁باشد. واضح است که  𝑀زیرمدول -𝑅یک  𝑁( فرض کنید ب)

𝑚 ∈ 𝑀  و𝑟 ∈ 𝑅 ؛𝑟𝑚 ∈ 𝑁 گیریم نتیجه می𝑟𝑚 = 𝑟𝑛  که در آن𝑛 ∈ 𝑁 بعلاوه، اگر .𝑀  باشد،  بدون تابیک مدول

𝑚زیرمدول است اگر و تنها اگر برای هر -𝑅𝐷یک  𝑁آنگاه  ∈ 𝑀  و هر𝑟 ∈ 𝑅 𝑟𝑚 ∈ 𝑁 ، ، آنگاه𝑚 ∈ 𝑁 ،در این حالت .

𝑁  یک𝑅𝐷-اگر  تنها و زیرمدول است اگر𝑁  [.19]باشد یک زیرمدول اول 

 

 موضعیروی یک دامنه ددکیند اول بهنیمضربی شبههای هممدول. 2

روی یک دامنه ددکیند موضعی است. ابتدا، خاصیتاول بهنیمضربی شبههای همبندی مدولهدف اصلی این بخش دسته     

 دهیم.اول را مورد بررسی قرار مینیمضربی شبههای همهای اساسی مدول

اول گفته نیم، شبه𝑀از  𝑁مدول باشد. یک زیرمدول سره -𝑅یک  𝑀یک حلقه جابجایی و  𝑅فرض کنید   2.1تعریف 

:𝑁)شود، هرگاه می 𝑀) اول آل نیمیک ایده𝑅 اول نیمهای شبهباشد. مجموعه همه زیرمدول𝑅- مدول𝑀  را با نماد

𝑞𝑠𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑀) دهیم.نشان می 

واضح است که هر زیرمدول  اول باشد.نیمزیرمدول شبهاول گوییم، هرگاه زیرمدول صفر آن یک نیمرا شبه 𝑀مدول -𝑅یک 

های ها برقرار نیست. مثالاول است. ولی عکس آننیماول یک زیرمدول شبهاول است و هر زیرمدول نیماول یک زیرمدول نیم

 : کننداین نتایج را تایید میزیر 

𝑀مدول -ℤ  2.2مثال  = ℤ × ℤ  و زیرمدولN =< (4,0) :𝑁)صورت را در نظر بگیرید. در این 𝑀از  < 𝑀) = 0 

2اول نیست، زیرا یک زیرمدول نیم 𝑁اول است. اما نیمیک زیرمدول شبه 𝑁 لذااست و  ℤاول آل نیمیک ایده
2
(1,0) ∈ N 

(1,0)2ولی  ∈ N . 

𝑀مدول -ℤ  3.2مثال  = ℤ30  را در نظر بگیرید. فرض کنید𝑁 =< 6 یک  𝑁صورت باشد. در این 𝑀یک زیرمدول  <

 نیست.  𝑀یک زیرمدول اول  𝑁است، اما  𝑀اول نیمزیرمدول 
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 زیر برقرارند: هایعبارتصورت مدول باشد. در این-𝑅یک  𝑀فرض کنید   4.2گزاره 

𝐾( فرض کنید 1) ⊂ 𝑁 های زیرمدول𝑀 صورت باشند. در این𝑁 اول نیمیک زیرمدول شبه𝑀  است اگر و تنها اگر𝑁/𝐾 

 باشد. 𝑀/𝐾اول نیمیک زیرمدول شبه

 اول است. نیممدول شبه-𝑅یک  𝑀/𝑁باشد، آنگاه  𝑀اول نیمیک زیرمدول شبه 𝑁( اگر 2)

 واضح است. : اثبات

اول گوییم، هرگاه نیمضربی شبهرا یک مدول هم 𝑀مدول -𝑅یک حلقه جابجایی باشد.  𝑅فرض کنید   5.2تعریف 

𝑞𝑠𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑀) = 𝑁که طوریموجود باشد به 𝑅از  𝐼آل ، یک ایده𝑀از  𝑁اول نیمیا برای هر زیرمدول شبه ∅ = (0:𝑀 𝐼) . 

خواهیم  𝑁اول نیماول باشد، آنگاه برای هر زیرمدول شبهنیمضربی شبهمدول هم-𝑅یک  𝑀شود که اگر به آسانی دیده می

𝑁داشت  = (0:𝑀 𝑎𝑛𝑛(𝑁)). 

𝐼باشد که  به قسمی 𝑅آل یک ایده 𝐼و  𝑀یک زیرمدول سره  𝑁مدول، -𝑅یک  𝑀فرض کنید   6.2لم  ⊂ (0: 𝑀) در .

 :صورتاین

𝐼( فرض کنید 1) ⊆ 𝐽. صورت در این𝐽 اول آل نیمیک ایده𝑅  است اگر و تنها اگر𝐽/𝐼 اول آل نیمیک ایده𝑅/𝐼 باشد. 

(2 )𝑁  یک𝑅-اول نیمزیرمدول شبه𝑀  است اگر و تنها اگر𝑁 اول نیمیک زیرمدول شبه𝑅/𝐼- مدول𝑀 .باشد 

(3 )𝑀  یک𝑅-اول است اگر و تنها اگر نیمضربی شبهمدول هم𝑀  یک𝑅/𝐼-اول باشد. نیمضربی شبهمدول هم 

 ( بدیهی است.1) :اثبات

𝑁:𝑅) که ( واضح است2) 𝑀)/𝐼 = (𝑁:𝑅/𝐼 𝑀)( 1. لذا حکم از قسمت ).برقرار است 

:0) چون( 3) 𝑁)/𝐼 = (0:𝑅/𝐼 𝑁) ، .لذا حکم برقرار است 

 های زیر برقرارند:صورت گزارهباشد. در این 𝑅اول روی یک حلقه جابجایی نیمضربی شبهیک مدول هم 𝑀فرض کنید   7.2لم 

 است.اول نیمضربی شبهمدول هم-𝑅یک  𝑀/𝑁باشد، آنگاه  𝑀یک زیرمدول محض  𝑁( اگر 1)

 ضربی است. اول همنیممدول شبه-𝑅، یک 𝑀( هر جمعوند مستقیم 2)

اول نیمیک زیرمدول شبه 𝐾 ،4.2باشد. لذا با توجه به گزاره  𝑀/𝑁اول نیمیک زیرمدول شبه 𝐾/𝑁( فرض کنید 1) :اثبات

𝑀 آل است، بنابراین یک ایده𝐼  از𝑅 که طوریموجود است به𝐾 = (0:𝑀 𝐼) دهیم می. نشان𝐾/𝑁 = (0:𝑀/𝑁 𝐼) فرض .

𝑥کنید  + 𝑁 ∈ 𝐾/𝑁 بنابراین .𝑥𝐼 = 𝐼(𝑥 داریم ، لذا0 + 𝑁) = 𝑥، درنتیجه 0 + 𝑁 ∈ (0:𝑀/𝑁 𝐼) حال فرض .

𝑦کنید  + 𝑁 ∈ (0:𝑀/𝑁 𝐼)صورت . در این𝐼𝑦 ⊆ 𝑁 ∩ 𝐼𝑀 = 𝐼𝑁 ⊆ 𝐼𝐾 = 𝑦. بنابراین 0 ∈ 𝐾 در نتیجه، و 

𝐾/𝑁 = (0:𝑀/𝑁 𝐼). 

 ( برقرار است. 1به ) یک زیرمدول محض است، لذا حکم بنا 𝑀( چون هر جمعوند مستقیم 2)
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:𝑓های جابجایی، حلقه ′𝑅و  𝑅فرض کنید   8.2لم  𝑅 → 𝑅′  یک همریختی پوشا و𝑀  یک𝑅′-صورت مدول باشد. در این

 های زیر برقرارند:گزاره

 اول است.نیممدول شبه-′𝑅یک  𝑀اول باشد، آنگاه نیممدول شبه-𝑅یک  𝑀( اگر 1)

 است. 𝑀اول نیمزیرمدول شبه-′𝑅یک  𝑁باشد، آنگاه  𝑀اول نیمزیرمدول شبه-𝑅یک  𝑁( اگر 2)

 اول است. نیمضربی شبهمدول هم-𝑅یک  𝑀اول باشد، آنگاه نیمضربی شبهمدول هم-′𝑅یک  𝑀( اگر 3)

 ( واضح است.1): اثبات

یک  𝑁اول است. بنابراین نیممدول شبه-′𝑅یک  𝑀/𝑁(، 1اول است، پس بنا به )نیممدول شبه-𝑅یک  𝑀/𝑁( چون 2)

𝑅′-اول نیمشبه زیرمدول𝑀 .است 

است.  𝑀اول نیمزیرمدول شبه-𝑅یک  𝑁(، 2صورت بنا به )باشد. در این 𝑀اول نیمزیرمدول شبه-𝑅یک  𝑁( فرض کنید 3)

𝑁که طوریموجود است به ′𝑅از  ′𝐼آل لذا ایده = (0:𝑀 𝐼′) قرار دهید .𝐼 = 𝑓−1(𝐼′) بنابراین .𝐼 آل یک ایده𝑅  است و

𝑓(𝐼) = 𝑓(𝑓−1(𝐼′)) = 𝐼′ 0)؛ پس:𝑀 𝐼) = (0:𝑀 𝑓(𝐼)) = (0:𝑀 𝐼′) = 𝑁 درنتیجه .𝑀  یک𝑅- مدول

 اول است. نیمضربی شبههم

𝑃آل ماکسیمالایدهیک دامنه ددکیند موضعی با 𝑅 فرض کنید  (1)  9.2 مثال = 𝑅𝑝  .همچنین باشد 𝑀 = 𝑅 عنوان را به

𝑅-اول نیمشبه مدول در نظر بگیرید. برای یک زیرمدول𝑃  از𝑅 0) خواهیم داشت:𝑅 (0:𝑅 𝑃)) = 𝑅 بنابراین .𝑀 = 𝑅 

 اول نیست.نیمضربی شبهمدول هم-𝑅یک 

𝑃آل ماکسیمال یک دامنه ددکیند موضعی با ایده 𝑅( فرض کنید 2) = 𝑅𝑝  .صفر هر زیرمدول غیر ،[3از ] 6.2لم  بنا بهباشد

𝐿  از𝐸 = 𝐸(𝑅/𝑃) انژکتیو هال .𝑅/𝑃 به فرم ،𝐿 = 𝐴𝑛 = (0:𝐸 𝑃𝑛) (𝑛 ≥ 𝐿است و  (1 = 𝐴𝑛 = 𝑅𝑎𝑛  و

𝑃𝐴𝑛+1 = 𝐴𝑛 بنابراین .𝐸(𝑅/𝑃)  یک𝑅-ضربی است و لذا یک مدول هم𝑅-باشد.اول مینیمضربی شبهمدول هم 

𝑃آل ماکسیمال یک دامنه ددکیند با ایده 𝑅( فرض کنید 3) = 𝑅𝑝  .باشد𝑅- مدول𝑄(𝑅)  میدان خارج قسمتی(𝑅 را در )

:𝑄(𝑅) ،(𝐿از  𝐿برای هر زیرمدول ناصفر  ،[3از ] 6.2نظر بگیرید. بنا به لم  𝑄(𝑅)) =  𝑅اول )اول( آل نیمیک ایده 0

اول باشد، آنگاه برای هر نیمضربی شبهیک مدول هم 𝑄(𝑅)اول است. اگر نیم، شبه𝑄(𝑅)است. لذا هر زیرمدول ناصفر 

𝑁داریم  𝑁اول نیمزیرمدول ناصفر شبه = (0:𝑄(𝑅) 𝑎𝑛𝑛(𝑁))شود که . به آسانی دیده می𝑎𝑛𝑛(𝑁) = . بنابراین 0

𝑁 = 𝑄(𝑅)  که این تناقض است. پس𝑄(𝑅) اول نیست. چون نیمضربی شبهیک مدول هم𝑠𝑒𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑄(𝑅)) = {0} ،

 اول نیست. ضربی نیماول لزوماً یک مدول همنیمضربی شبهاول است. لذا یک مدول همضربی نیمیک مدول هم 𝑄(𝑅)پس 

اول ضربی نیمهای هماول و کلاس مدولضربی نیمهای هممدولاول شامل کلاس نیمضربی شبههای همبنابراین کلاس مدول 

 ضربی ضعیف است. های همشامل کلاس مدول

𝑝باشد و  𝑃آل ماکسیمال یک دامنه ددکیند با ایده 𝑅اگر   10.2 تذکر ∈ 𝑃\𝑃2آل تولید شده توسط ، آنگاه ایده𝑝  برابر𝑃 

𝑛 ،𝑃𝑛است. لذا برای هر  = 𝑝𝑛𝑅علاوه، هر عنصر ناصفر . به𝑅  به شکل𝑢𝑝𝑚  است که در آن𝑢  .یک عنصر یکه است
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𝑛 ،𝑃𝑛باشد، آنگاه برای هر عدد صحیح مثبت  𝑅یک عنصر یکه در  𝑢همچنین، اگر  = 𝑢𝑃𝑛 0}. درنتیجه, 𝑃, 𝑃2, … } 

 است.  𝑅های سره آلی همه ایدهمجموعه

𝑃آل ماکسیمال یک دامنه ددکیند با ایده 𝑅فرض کنید   11.2لم  = 𝑅𝑝 صورت اگر باشد. در این𝐼 اول آل نیمیک ایده𝑅 

𝐼باشد، آنگاه  = 𝐼یا  0 = 𝑃 . 

𝐼اول )اول( هستند. اگر نیم 𝑃و  0های آلایده :اثبات = 𝑃𝑛  با𝑛 ≥ 𝑝𝑛. آنگاه 2 ∈ 𝐼  اما𝑝 ∈ 𝐼 لذا برای هر .𝑛 ≥ 2 ،

𝑃𝑛 یست. اول نآل نیمیک ایده 

𝑃آل ماکسیمال یک دامنه ددکیند با ایده 𝑅فرض کنید   12.2قضیه  = 𝑅𝑝 تنهاهای زیر، صورت مدولباشد. در این 

 ناپذیر هستند.اول تجزیهنیمضربی شبههای هممدول

(1 ) 𝑅/𝑃𝑛 (𝑛 ≥  ؛(1

(2 )𝐸(𝑅/𝑃)،  انژکتیو هال𝑅/𝑃 . 

1ناپذیر هستند. چون برای [، تجزیه2از ] 3.1ها باتوجه به گزاره ابتدا توجه کنید که هر یک از این مدول :اثبات ≤ 𝑖 ≤ 𝑛، 

𝑃𝑖/𝑃𝑛 = (0:𝑅/𝑃𝑛 𝑃𝑛−𝑖)  پس 𝑅/𝑃𝑛 (𝑛 ≥ ضربی بنابراین یک مدول هم [(،7ضربی است )]یک مدول هم (1

ها تنها یناکه دهیم اول است. حال نشان مینیمضربی شبهیک مدول هم 𝐸(𝑅/𝑃) ،9.2 مثالبه ا توجه اول است. بنیمشبه

𝑅-فرض کنید  اول هستند.نیمضربی شبههای هممدل𝑀 ناپذیر باشد و اول تجزیهنیمضربی شبهیک مدول هم𝑎 ∈ 𝑀  یک

ℎ(𝑎)صورت را به 𝑎عنصر ناصفر دلخواه باشد. ارتفاع  = 𝑠𝑢𝑝{𝑛|𝑎 ∈ 𝑃𝑛𝑀} لذاکنیم. تعریف می ℎ(𝑎)  یک عدد صحیح

:0)علاوه، . بهنهایت استبی ناصفر است یا برابر با 𝑎) = {𝑟 ∈ 𝑅|𝑟𝑎 =   اگر است. 0یا  𝑃𝑛آل به فرم یک ایده {0

(0: 𝑎) = 𝑃𝑛+1 = 𝑝𝑛+1𝑅  با𝑛 + 1 ≥ :0)  ، آنگاه 2 𝑝𝑛𝑎) = 𝑃و 𝑝𝑛𝑎 ≠ را طوری انتخاب  𝑎توان ذا می، ل0

:0)کرد که  𝑎) = 𝑃  0)یا: 𝑎) = :0)و  ℎ(𝑎)های مختلفی برای حالت اکنون. 0 𝑎) گیریم.در نظر می 

𝑞𝑠𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑀)اگر  :حالت اول = 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑀)آنگاه  ∅ ⊆ 𝑞𝑠𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑀) .بنابراین 𝑀  یک𝑅-پذیر دار تقسیممدول تاب

𝑃𝑀با  = 𝑀 [، 17از ] 4.1و گزاره  3.1به لم  است و بنا𝑀 0)توان فرض کرد مولد متناهی نیست. پس می با: 𝑎) = 𝑃 .

𝑀[، 3از ] 7.2توجه به حالت دوم گزاره  با ≅ 𝐸(𝑅/𝑃)توان فرض کرد . حال می𝑞𝑠𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑀) ≠ ∅. 

ℎ(𝑎)اگر  :حالت دوم = 𝑛،  0)آنگاه: 𝑎) = 𝑃 0). )فرض خلف( فرض کنید: 𝑎) = 𝑎. فرض کنید 0 = 𝑝𝑛𝑏 در .

𝑟𝑏صورت این = 𝑟𝑎دهد نتیجه می 0 = 𝑟و پس  0 = 𝑅𝑏. لذا 0 ≅ 𝑅[، 5از ] 12.2به حالت اول قضیه  . بنا𝑅𝑏  یک

یک  𝑅𝑏، 1.2 نتیجهتوجه به  تاب است، پس بامدول بدون-𝑅یک  𝑀[، 12از ] 10به قضیه  است. بنا 𝑀زیرمدول محض 

𝑅𝑏اول( است. لذا نیمزیرمدول اول )شبه ≅ 𝑅/𝑃𝑛+1 چون .𝑅𝑏 یرمدول محض یک ز𝑀 [، 12از ] 5به قضیه  است، پس بنا

𝑅𝑏  یک جمعوند𝑀 نتیجه  باشد، درمی𝑀 ≅ 𝑅𝑏 ≅ 𝑅/𝑃𝑛+1. 

ℎ(𝑎)  و :حالت سوم = ∞ (0: 𝑎) = 𝑃 . آوریم دست می [، به3از ] 12.2مشابه حالت چهارم قضیه𝑀 ≅ 𝐸(𝑅/𝑃) .
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𝑞𝑠𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑀)، 9.2 مثالبه  لذا بنا =  که این یک تناقض است. ∅

ℎ(𝑎) و :حالت چهارم = ∞ (0: 𝑎) = 𝑀 داریم[،  3از ] 12.2صورت مشابه حالت سوم قضیه در این. 0 ≅ 𝑄(𝑅)  و

 . داردتناقض  9.2 مثالاین با 

 

 اول جداپذیرنیمضربی شبههای هممدول. 3

 طوری که کنیم بهاول را تعیین مینیمضربی شبههای هممدول-𝑅در این بخش، همه 

𝑅 = (𝑅1 ⟶
𝑣1

�̅� ⟵
𝑣2

𝑅2)                     (∗) 

,𝑅2یک حلقه پولبک با دو دامنه ددکیند موضعی  𝑅1 های ماکسیمال آلترتیب با ایدهبه𝑃2, 𝑃1  که با𝑝2, 𝑝1 شوند تولید می

𝑃1است و  ⊕ 𝑃2  را با𝑃 دهیم و همچنین نمایش می𝑅1/𝑃1 ≅ 𝑅2/𝑃2 ≅ 𝑅/𝑃 ≅ �̅� صورت یک میدان است. در این

𝑅 آل ماکسیمالیک حلقه جابجایی نوتری موضعی با ایده 𝑃 شود که است. به آسانی دیده می𝑃1 ⊕ 0و  0 ⊕ 𝑃2 آلایده

 هستند. 𝑅های اول دیگر 

𝑟فرض کنید       = (𝑎, 𝑏) ∈ 𝑅 این شرط که با 𝑎 ≠ 𝑏و  0 ≠ , 𝑚. لذا اعداد صحیح مثبت 0 𝑛 که طوریوجود دارند به

𝑎 = (𝑝1
𝑛, 𝑝2

𝑚) پس ،𝑎𝑛𝑛(𝑎) = 𝑅𝑎، لذا 0 ≅ 𝑅 اگر .𝑎 = (0, 𝑝2
𝑚)  که در آن𝑚  ،یک عدد صحیح مثبت است

𝑎𝑛𝑛(𝑎)آنگاه  = 𝑃1 ⊕ ,𝑅(0 بنابراین خواهیم داشت و 0 𝑝2
𝑚) ≅ 𝑅/(𝑃1 ⊕ 0) ≅ 𝑅2داریم علاوه،. به 

𝑅(𝑝1
𝑛, 0) ≅ 𝑅/(0 ⊕ 𝑃2) ≅ 𝑅1آل های دیگر . ایده𝑅  به فرم𝐼 = 𝑃1

𝑛 ⊕ 𝑃2
𝑚 = (< 𝑝1

𝑛 >, < 𝑝2
𝑚 >) 

 [(.3از ] 4045هستند )صفحه 

زیرمدول، مدول جداپذیر -𝑅یک  𝑇فرض کنید  همچنین ( باشد.*در ) بیان شده حلقه پولبک 𝑅فرض کنید   1.3 یادآوری

𝑆 = (𝑆1 ⟶
𝑓1

𝑆̅ ⟵
𝑓2

𝑆2)  با تابع های پوشا𝜋𝑖: 𝑆 → 𝑆𝑖 باشد. قرار دهید 

𝑇1 = {𝑡1 ∈ 𝑆1: ∃𝑡2 ∈ 𝑆2; (𝑡1, 𝑡2) ∈ 𝑇}  و𝑇2 = {𝑡2 ∈ 𝑆2: ∃𝑡1 ∈ 𝑆1; (𝑡1, 𝑡2) ∈ 𝑇}. 

𝑇𝑖 ،𝑖برای هر  = 𝑇و  𝑆𝑖زیرمدول -𝑅𝑖یک   1,2 ≤ 𝑇1 ⊕ 𝑇2علاوه، تابع . به𝜋′1 = 𝜋1|𝑇: 𝑇 → 𝑇1  را با ضابطه

𝜋′1(𝑡1, 𝑡2) = 𝑡1 کنیم. بنابراین تعریف می 

𝑇1 ≅ 𝑇/(0 ⊕ 𝐾𝑒𝑟(𝑓2)) ∩ 𝑇 ≅ 𝑇/(𝑇 ∩ 𝑃2𝑆) ≅ (𝑇 + 𝑃2𝑆)/𝑃2𝑆 ⊆ 𝑆/𝑃2𝑆. 

[. توجه 9] فرض کرد 𝑆2را زیرمدولی از  𝑇2توان فرض کرد. به طور مشابه، می 𝑆1را به عنوان زیرمدولی از  𝑇1توان لذا می

𝐾𝑒𝑟(𝑓1)کنید که  = 𝑃1𝑆1  و𝐾𝑒𝑟(𝑓2) = 𝑃2𝑆2 . 

𝑃1، . 0های آلصورت ایده( باشد. در این*حلقه پولبک بیان شده در ) 𝑅فرض کنید   2.3لم  ⊕ 0 0 ⊕ 𝑃2 و𝑃1 ⊕ 𝑃2 

 اول هستند. نیم

,𝑎)فرض کنید : اثبات 𝑏)𝑛 ∈ ,𝑎)که در آن  {0} 𝑏) ∈ 𝑅  و𝑛 ∈ ℕ لذا .𝑎𝑛 = 𝑏𝑛و  0 = 𝑎. بنابراین 0 = و  0

𝑏 = 𝑅𝑖 𝑖،اول آل نیمایده 0؛ زیرا 0 = 𝑃1 که  آنجاییاست. از  𝑅اول آل نیمایده 0است. پس   1,2 ⊕ 0 ، 0 ⊕ 𝑃2 و
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𝑃1 ⊕ 𝑃2 اول می باشند. های اول هستند، پس نیمآلایده 

 های زیر برقرارند:صورت گزاره( باشد. در این*حلقه پولبک بیان شده در ) 𝑅فرض کنید   3.3گزاره 

𝑆مدول ناصفر جداپذیر -𝑅اول یک نیمیک زیرمدول شبه 𝑇( اگر 1) = (𝑆/𝑃2𝑆 = 𝑆1 ⟶
𝑓1

𝑆̅ ⟵
𝑓2

𝑆/𝑃1𝑆 = 𝑆2) 

 است. 𝑆2اول نیمیک زیرمدول شبه 𝑇2و  𝑆1اول نیمیک زیرمدول شبه 𝑇1باشد، آنگاه 

𝑇 که وجود دارد 𝑆از  𝑇باشد، آنگاه یک زیرمدول جداپذیر  𝑆1اول نیمیک زیرمدول شبه 𝐿1( اگر 2) + (0 ⊕ 𝑃2)𝑆  یک

 است. 𝑆اول نیمزیرمدول شبه

′𝑇وجود دارد که  𝑆از  ′𝑇باشد، آنگاه یک زیرمدول جداپذیر  𝑆2اول نیمیک زیرمدول شبه 𝐿2( اگر 3) + (𝑃1 ⊕ 0)𝑆  یک

 است.  𝑆اول نیمزیرمدول شبه

𝑎1( فرض کنید 1) :اثبات
𝑛 ∈ (𝑇1:𝑅1

𝑆1) ⊆ 𝑃1 که در آن 𝑎1 ∈ 𝑅1  و𝑛 ∈ ℕصورت . در این(𝑎1
𝑛, 0) ∈ 𝑅  زیرا

𝑣1(𝑎1
𝑛) = 0 = 𝑣2(0) فرض کنید .(𝑠1, 𝑠2) ∈ 𝑆 چون .𝑎1

𝑛𝑠1 ∈ 𝑃1𝑆1 ∩ 𝑇1  0و ∈ 𝑃2𝑆2 ∩ 𝑇2 همچنین و 

𝑓1(𝑎1
𝑛𝑠1) = 0 = 𝑓2(0)  پس(𝑎1

𝑛, 0)(𝑠1, 𝑠2) ∈ 𝑇 بنابراین .(𝑎1, 0)𝑛 ∈ (𝑇:𝑅 𝑆)  و لذا(𝑎1, 0) ∈ (𝑇:𝑅 𝑆) 

𝑇:𝑅)زیرا  𝑆) اول آل نیمیک ایده𝑅  است. در نتیجه𝑎1 ∈ (𝑇1:𝑅1
𝑆1) بنابراین .𝑇1 اول نیمیک زیرمدول شبه𝑆1  .است

 است. 𝑆2اول نیمیک زیرمدول شبه 𝑇2به طور مشابه، 

𝑇اول جداپذیر نیمباشد، آنگاه یک زیرمدول شبه 𝑆1اول نیمیک زیرمدول ناصفر شبه 𝐿1( اگر 2) = (𝑇1 ⟶ �̅� ⟵ 𝑇2) 

𝑇1که  موجود است 𝑆از  = 𝐿11.3 یادآوریبه  . بنا، 𝑇1 ≅ (𝑇 + (0 ⊕ 𝑃2)𝑆)/(0 ⊕ 𝑃2)𝑆 ⊆ 𝑆/(0 ⊕ 𝑃2)𝑆 .

𝑇)بنابراین  + (0 ⊕ 𝑃2)𝑆)/(0 ⊕ 𝑃2)𝑆 اول نیمزیرمدول شبه𝑆/(0 ⊕ 𝑃2)𝑆  .4.2به گزاره  با توجه بنابرایناست ،

𝑇 + (0 ⊕ 𝑃2)𝑆 اول نیمیک زیرمدول شبه𝑆 .است 

 است. ( 2( مشابه اثبات )3)

𝑆فرض کنید   4.3گزاره  = (𝑆/𝑃2𝑆 = 𝑆1 ⟶
𝑓1

𝑆̅ = 𝑆/𝑃𝑆 ⟵
𝑓2

𝑆2 = 𝑆/𝑃1𝑆)  یک مدول جداپذیر روی حلقه

𝑞𝑠𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑆)صورت ( باشد. در این*پولبک بیان شده در ) = 𝑖تنها اگر برای هر اگر و ∅ = 1,2 ،𝑞𝑠𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑆𝑖) = ∅ . 

𝑞𝑠𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑆)برای اثبات لزوم فرض کنید  :اثبات = 𝑞𝑠𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑆1)باشد. فرض کنید  𝑅𝑖به  𝑅تابع پوشا از  𝜋و  ∅ ≠ ∅ 

𝑇1، 4.2به گزاره در نتیجه با توجه باشد،  𝑆1اول نیمیک زیرمدول شبه 𝑇1و  ≅ 𝑇/(0 ⊕ 𝑃2)𝑆  یک𝑅-از زیرمدول 

𝑆/(0 ⊕ 𝑃2)𝑆 ≅ 𝑆1  است، بنابراین𝑇 ∈ 𝑞𝑠𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑆)  و𝑞𝑠𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑆) ≠ طور مشابه،  که این تناقض است. به ∅

𝑞𝑠𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑆2) =  (، اثبات کفایت برقراراست. 1) 3.3. با توجه به گزاره ∅

𝑆فرض کنید   5.3قضیه  = (𝑆/𝑃2𝑆 = 𝑆1 ⟶
𝑓1

𝑆̅ = 𝑆/𝑃𝑆 ⟵
𝑓2

𝑆2 = 𝑆/𝑃1𝑆)  یک مدول جداپذیر روی حلقه

𝑖اول است اگر و تنها اگر برای نیمضربی شبهمدول هم-𝑅یک  𝑆صورت ( باشد. در این*پولبک بیان شده در ) = 1,2 ،Si 

 اول است. نیمضربی شبهمدول هم-𝑅𝑖یک 
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𝑞𝑠𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑆) ،4.3بنابه گزاره : اثبات = 𝑖اگر و تنها اگر برای  ∅ = 1, 2 ،𝑞𝑠𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑆𝑖) = توان فرض . بنابراین می∅

𝑞𝑠𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑆)کرد  ≠ اول نیمیک زیرمدول شبه 𝐿اول باشد و فرض کنید نیمضربی شبهمدول هم-𝑅یک  𝑆. فرض کنید ∅

𝑇یک زیرمدول  ،(2) 3.3به گزاره  باشد. بنا 𝑆1ناصفر  = (𝑇1 → �̅� ← 𝑇2)  از𝑆  موجود است به قسمی که𝐿 = 𝑇1 و 

′𝑇 همچنین = 𝑇 + (0 ⊕ 𝑃2)𝑆 اول نیمیک زیرمدول شبه𝑆 واضح است کهاست . 

𝑎𝑛𝑛(𝑇′) = 𝑎𝑛𝑛(𝑇) ∩ 𝑎𝑛𝑛((0 ⊕ 𝑃2)𝑆) = 𝑎𝑛𝑛(𝑇′)یا  0 = 𝑃1
𝑛 ⊕ 0 

𝑆یک عدد صحیح مثبت است. چون  𝑛که در آن  = (0:𝑆 آوریم می دست اول است، بهنیمضربی شبهیک مدول هم 𝑆و  (0

𝑇′ = (0:𝑆 𝑃1
𝑛 ⊕ 𝐿. حال کافی است نشان دهیم (0 = 𝑇1 = (0:𝑆1

𝑃1
𝑛) فرض کنید .𝑡1 ∈ 𝑇1راین . بناب𝑡2 ∈ 𝑇2 

,𝑡1)که طوریموجود است به 𝑡2) ∈ 𝑇 ⊆ 𝑇′;  لذا(𝑃1
𝑛 ⊕ 0)(𝑡1, 𝑡2) = 𝑇1. در نتیجه 0 ⊆ (0:𝑆1

𝑃1
𝑛) برای اثبات .

𝑠1عکس رابطه شمول، فرض کنید  ∈ (0:𝑆1
𝑃1

𝑛) .یک عنصر  لذا𝑠2 ∈ 𝑆2 که طوریموجود است به(𝑠1, 𝑠2) ∈ 𝑆 و 

𝑃1) همچنین
𝑛 ⊕ 0)(𝑠1, 𝑠2) = ,𝑠1). لذا 0 𝑠2) ∈ 𝑇′  و𝑠1 ∈ 𝑇1  در نتیجه𝐿 = 𝑇1 = (0:𝑆1

𝑃1
𝑛) بنابراین .𝑆1 

,𝑆1اول است. برعکس، فرض کنید نیمضربی شبهیک مدول هم 𝑆2اول است. به طور مشابه، نیمضربی شبهیک مدول هم 𝑆2 

, 𝑇2 ،3.3 باشد. بنابه گزاره 𝑆اول نیمیک زیرمدول شبه 𝑇اول باشند و نیمضربی شبههم 𝑇1 اول نیمهای شبهبه ترتیب، زیرمدول

𝑆2 , 𝑆1  ،هستند. بنا به فرض𝑇1 = (0:𝑆1
𝑃1

𝑛)  و𝑇2 = (0:𝑆2
𝑃2

𝑚)  که در آن𝑛, 𝑚  اعدادصحیح مثبت هستند. لذا به

𝑇توان نشان داد راحتی می = (0:𝑆 𝑃1
𝑛 ⊕ 𝑃2

𝑚) در نتیجه .𝑆  یک𝑅-اول است. نیمضربی شبهمدول هم 

ضربی های همهای جداپذیر زیر، مدولمدول-𝑅صورت ( باشد. در این*حلقه پولبک بیان شده در ) 𝑅فرض کنید   6.3لم 

 ناپذیر هستند.اول تجزیهنیمشبه

(1 ) 𝑆 = (𝐸(𝑅1/𝑃1) ⟶ 0 ⟵ 𝑆و    (0 = (0 ⟶ 0 ⟵ 𝐸(𝑅2/𝑃2))  که در آن𝐸(𝑅𝑖/𝑃𝑖)  یک𝑅𝑖- انژکتیو

 است. 𝑅𝑖/𝑃𝑖هال 

(2 )𝑆 = (𝑅1/𝑃1
𝑛 ⟶ �̅� ⟵ 𝑅2/𝑃2

𝑚) که طوریبه𝑚, 𝑛  .اعداد صحیح مثبت هستند 

ضربی ، هم5.3و قضیه  12.2ناپذیر هستند و با توجه به قضیه این مدول ها تجزیه ،[2از ] 8.2با استفاده از لم : اثبات

 شود. ها نتیجه میاول بودن این مدولنیمشبه

𝑆فرض کنید   7.3قضیه  = (𝑆/𝑃2𝑆 = 𝑆1 ⟶
𝑓1

𝑆̅ = 𝑆/𝑃𝑆 ⟵
𝑓2

𝑆2 = 𝑆/𝑃1𝑆) اول نیمضربی شبهیک مدول هم

 6.3های بیان شده در لم با یکی از مدول 𝑆صورت ( باشد. در این*ناپذیر روی حلقه پولبک بیان شده در )جداپذیر تجزیه

 یکریخت است. 

𝑆ناپذیر باشد. ابتدا فرض کنید اول جداپذیر تجزیهنیمضربی شبهمدول هم-𝑅یک  𝑆فرض کنید  :اثبات = 𝑃𝑆صورت . در این

𝑆[، 2از ] 7.2بنابه لم  = 𝑆1  یا𝑆 = 𝑆2  و پس برای𝑖 ای𝑆𝑖  یک𝑅𝑖-ناپذیر است، چون اول تجزیهنیمضربی شبهمدول هم

𝑆 = 𝑃𝑆 ( است. لذا می1لذا از نوع )کرد توان فرض𝑆 ≠ 𝑃𝑆  برای هر  ،5.3. بنابه قضیه𝑖 = 1,2 ،𝑆𝑖  یک𝑅𝑖- مدول

 (،12.2اول روی یک دامنه ددکیند موضعی )قضیه نیمضربی شبههای هماول است. با توجه به ساختار مدولنیمضربی شبههم
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𝑆𝑖 داریم = 𝑅𝑖/𝑃𝑖
𝑛(𝑛 ≥ 𝑆𝑖یا  (1 = 𝐸(𝑅𝑖/𝑃𝑖) چون .𝑆 ناپذیر است و تجزیه𝑆/𝑃𝑆 ≠ 𝑖برای هر  0 = 1 ,2 ،𝑆𝑖 ،

𝑅𝑖-صحیح مثبت  داعداصورت پذیر است. در ایننادار تقسیممدول تاب𝑚 , 𝑛  و𝑘 که طوری وجود دارند به𝑃1
𝑚𝑆1 = 0، 

𝑃2
𝑘𝑆2 = 𝑃𝑛𝑆 و  0 = 𝑡. فرض کنید 0 ∈ 𝑆  و𝑜(𝑡)  کوچکترین عدد صحیح مثبت𝑙 که طوریگیریم بهدر نظر می

𝑃𝑙𝑡 = 𝑡 اکنون. 0 ∈ 𝑆1 ∪ 𝑆2  با𝑡̅ ≠ 𝑡ماکسیمال است. یک  𝑜(𝑡)که طوریکنیم بهرا انتخاب می 0 = (𝑡1, 𝑡2) 

𝑜(𝑡) کهطوریوجود دارد به = 𝑛،  𝑜(𝑡1) = 𝑚  و𝑜(𝑡2) = 𝑘صورت برای . در این𝑖 = 1,2 ،𝑅𝑖𝑡𝑖  در𝑆𝑖  محض است

𝑅1𝑡1 [(. بنابراین 2از ] 9.2)قضیه  ≅ 𝑅1/𝑃1
𝑚 (𝑅2𝑡2 ≅ 𝑅2/𝑃2

𝑘)  یک جمعوند مستقیم 𝑆1 (𝑆2) است زیرا برای هر

𝑖 ،𝑅𝑖𝑡𝑖  انژکتیو محض است. چون𝑆1 بنابراینناپذیر است، تجزیه 𝑆1 = 𝑅1𝑡1 ≅ 𝑅1/𝑃1
𝑚  خواهیم داشت طور مشابهبهو 

𝑆1 = 𝑅2𝑡2 ≅ 𝑅2/𝑃2
𝑘 . فرض کنید حال�̅� ،�̅�- زیرفضای تولید شده توسط𝑡̅  باشد. بنابراین�̅� ≅ �̅� فرض کنید .

𝑀 = (𝑅1𝑡1 = 𝑀1 ⟶ �̅� ⟵ 𝑀2 = 𝑅2𝑡2)5.3به قضیه  صورت بنا. در این، 𝑀  یک𝑅- زیرمدول𝑆  است که

𝑆اول است و لذا یک جمعوند مستقیم است؛ این نتیجه می دهد که نیمضربی شبههم = 𝑀  و𝑆 های بیان شده از نوع مدول

 [(. 2از ] 9.2( است )قضیه 2در )

اول جداپذیر، نیمی شبهضربمدول هم-𝑅صورت هر ( باشد. در این*حلقه پولبک بیان شده در ) 𝑅فرض کنید   8.3نتیجه 

 انژکتیو محض است. 

 [ حکم برقرار است. 2از ] 9.2و لم  7.3بنابه قضیه  :اثبات

 

 اول جداناپذیرنیمضربی شبههای هممدول. 4

های حلقه پولبک بیان شده در این بخش همان حلقه پولبک بیان شده در بخش قبل است. در این بخش به بررسی مدول

داد ها به وسیله آمیختن تعپردازیم. هر یک از این مدولالبعد میناپذیر با تاپ متناهیاول جداناپذیر تجزیهنیمشبهضربی هم

 آید.دست میناپذیر جداپذیر بهاول تجزیهنیمضربی شبههای هممتناهی مدول

اول نیمضربی شبهمدول هم-𝑅یک  𝐸(𝑅/𝑃)صورت ( باشد. در این*حلقه پولبک بیان شده در ) 𝑅فرض کنید   1.4گزاره 

 جداناپذیر است. 

یک  𝐸(𝑅/𝑃)[، 2از ] 4053به صفحه  ضربی است. لذا بنایک مدول هم 𝐸(𝑅/𝑃) ،[7از ] 4.2به گزاره ا توجه ب :اثبات

𝑅-اول جداناپذیر است. نیمضربی شبهمدول هم 

0 ومدول -𝑅یک  𝑀 ،(*حلقه پولبک بیان شده در ) 𝑅فرض کنید   2.4گزاره  ⟶ 𝐾 ⟶ 𝑆 ⟶ 𝑀 ⟶ یک نمایش  0

𝑞𝑠𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑆)صورت باشد. در این 𝑀جداپذیر از  = 𝑞𝑠𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑀)اگر و تنها اگر  ∅ = ∅ . 

𝑞𝑠𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑆)فرض کنید  :اثبات = 𝑞𝑠𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑀)و  ∅ ≠ 𝑀، 4.2. بنابراین با توجه به گزاره ∅ ≅ 𝑆/𝐾  یک زیرمدول
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است که این یک تناقض است. حال فرض کنید  𝑆اول نیمیک زیرمدول شبه 𝑇که طوریدارد به 𝑇/𝐾اول مانند نیمشبه

𝑞𝑠𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑀) = 𝑞𝑠𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑆)و  ∅ ≠ از  4.3به گزاره  باشد. لذا بنا 𝑆 از اولنیمیک زیرمدول شبه 𝑇. فرض کنید ∅

[7]، 𝐾 ⊆ 𝑇  و در نتیجه𝑇/𝐾 اول نیمیک زیرمدول شبه𝑀  این یک تناقض است. است و 

0 و مدول-𝑅یک  𝑀 ،(*حلقه پولبک بیان شده در ) 𝑅فرض کنید   3.4لم  ⟶ 𝐾 ⟶ 𝑆 ⟶ 𝑀 ⟶ یک نمایش  0

𝑅:0)اگر صورت باشد. در این 𝑀جداپذیر  𝑆) ∈ {𝑃1
𝑚 ⊕ 0, 0 ⊕ 𝑃2

𝑛,  جداپذیر است. 𝑀آنگاه ، {0

 [، حکم برقرار است. 5از ] 4.2با توجه به لم  :اثبات

اول جداناپذیر باشد. فرض نیمضربی شبهمدول هم-𝑅یک  𝑀( و *حلقه پولبک بیان شده در ) 𝑅فرض کنید   4.4گزاره 

0 کنید ⟶ 𝐾 ⟶
𝑖

𝑆 ⟶
𝜑

𝑀 ⟶  𝑀/𝑁باشد، آنگاه  𝑀زیرمدول ناصفر -𝑅یک  𝑁باشد. اگر  𝑀ک نمایش جداپذیر ی 0

 اول است. نیمضربی شبهمدول هم-𝑅یک 

اول نیمیک زیرمدول شبه 𝐿 ،4.2صورت بنابه گزاره باشد. در این 𝑀/𝑁اول نیمیک زیرمدول شبه 𝐿/𝑁فرض کنید  :اثبات

𝑀  است، لذا𝐿 = (0:𝑀 𝑎𝑛𝑛(𝐿)) چون .𝑎𝑛𝑛(𝑀) ⊆ 𝑎𝑛𝑛(𝐿) ≠ مدول جداناپذیر است، با توجه -𝑅یک  𝑀و  0

,𝑚، اعداد صحیح مثبت 3.4به لم  𝑛 که طوریبه ندموجود𝑎𝑛𝑛(𝐿) = 𝑃1
𝑛 ⊕ 𝑃2

𝑚  و همچنین اگر(𝑎𝑛𝑛(𝑀) = 0 

𝑎𝑛𝑛(𝑆)آنگاه  ⊆ (𝐾:𝑅 𝑆) = 𝑎𝑛𝑛(𝑀) = 𝐿/𝑁، دهیممی نشان (.0 = (0:𝑀/𝑁 (𝑃1
𝑛 ⊕ 𝑃2

𝑚))  برای این

𝑥فرض کنید  منظور + 𝑁 ∈ 𝐿/𝑁این که . از (𝑃1
𝑛 ⊕ 𝑃2

𝑚)𝑥 = 𝑃1) لذا 0
𝑛 ⊕ 𝑃2

𝑚)(𝑥 + 𝑁) = و در نتیجه  0

𝑥داریم  + 𝑁 ∈ (0:𝑀/𝑁 (𝑃1
𝑛 ⊕ 𝑃2

𝑚)) فرض کنید .𝑦 + 𝑁 ∈ (0:𝑀/𝑁 (𝑃1
𝑛 ⊕ 𝑃2

𝑚)). بنابراین خواهیم داشت 

(𝑃1
𝑛 ⊕ 𝑃2

𝑚)𝑦 ⊆ 𝑁 ⊆ 𝐿کنیم . ادعا می(𝑃1
𝑛 ⊕ 𝑃2

𝑚)𝑦 = این رابطه داشته   . فرض کنید این طور نباشد، یعنی0

0 باشیم ≠ (𝑃1
𝑛 ⊕ 𝑃2

𝑚)𝑦 ⊆ 𝐿داریم صورت. در این (𝑃1
2𝑛 ⊕ 𝑃2

2𝑚)𝑦 = کوچکترین عدد صحیح  𝑡. فرض کنید 0

𝑃𝑡𝑦مثبتی باشد که  = 𝑃𝑡−1𝑦)پس  0 ≠ 𝑥(. لذا 0 ∈ 𝑆 که طوریموجود است به𝑦 = 𝜑(𝑥)  و𝜑(𝑃𝑡𝑥) = پس  0

𝜑(𝑃1
𝑡𝑥) = 𝜑(𝑃2

𝑡𝑥) = خواهیم  است، در نتیجه 𝑃𝑖𝑆یک روی بهیک تابع یک 𝜑 ،[15از ] 3.2به گزاره  با توجه. 0

𝑃2 داشت
𝑡𝑥 = 𝑃1

𝑡𝑥 = 𝑃𝑡𝑥و  0 = 𝑈. قرار دهید 0 = 𝑃𝑡−1𝑦 .[4از ] 1.3به لم  بنا پس، 

0 → 𝐾 → 𝜑−1(𝑈) = 𝑃𝑡−1𝑥 → 𝑈 → 0 
𝐾  هکاست  𝑈 از یک نمایش جداپذیر ⊆ 𝑃(𝑃𝑡−1𝑥) = 𝑃1)این یک تناقض است. لذا  و 0

𝑛 ⊕ 𝑃2
𝑚)𝑦 = و در  0

𝐿/𝑁نتیجه  = (0:𝑀/𝑁 (𝑃1
𝑛 ⊕ 𝑃2

𝑚)). 

اول جداناپذیر باشد. فرض نیمضربی شبهمدول هم-𝑅یک  𝑀( و *حلقه پولبک بیان شده در ) 𝑅فرض کنید   5.4قضیه 

0کنید ⟶ 𝐾 ⟶
𝑖

𝑆 ⟶
𝜑

𝑀 ⟶ اول است نیمضربی شبهیک مدول هم 𝑆صورت باشد. در این 𝑀یک نمایش جداپذیر   0

 اول است. نیمضربی شبهیک مدول هم 𝑀اگر و تنها اگر 

𝑞𝑠𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑆)توان فرض کرد می ،4.2به گزاره  بنا: اثبات ≠  𝑇اول و نیمضربی شبهمدول هم-𝑅یک  𝑀. فرض کنید ∅
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K ،[7از ] 4.3به گزاره  باشد. بنا 𝑆اول ناصفر یک زیرمدول شبه نیم ⊆ T و بنابراین ،𝑇/𝐾 اول نیمیک زیرمدول شبه𝑆/𝐾 

𝑀چون از طرفی است.  ≅ 𝑆/𝐾 اعداد صحیح  بنابرایناول است، نیمضربی شبههم𝑚, 𝑛 که طوریبه هستند موجود

𝑇/𝐾 = (0:𝑆/𝐾 𝑃1
𝑛 ⊕ 𝑃2

𝑚)گیریم [ نتیجه می7از ] 4.4توجه به قضیه  . با𝑇 = (0:𝑆 𝑃1
𝑛 ⊕ 𝑃2

𝑚)  و لذا𝑆 ضربی هم

𝑀 ،4.4به گزاره  اول باشد، آنگاه بنانیمضربی شبههم 𝑆اول است. برعکس، اگر نیمشبه ≅ 𝑆/𝐾 اول است نیمبهضربی شهم

 و اثبات کامل است. 

ناپذیر و اول جداناپذیر تجزیهنیمضربی شبهمدول هم-𝑅یک  𝑀( و 1حلقه پولبک بیان شده در ) 𝑅فرض کنید   6.4گزاره 

𝑀/𝑃𝑀 البعد روی با تاپ متناهی�̅�  0باشد. اگر ⟶ 𝐾 ⟶ 𝑆 ⟶ 𝑀 ⟶  𝑆باشد، آنگاه  𝑀یک نمایش جداپذیر  0

 البعد دارد و انژکتیو محض است. تاپ متناهی

𝑆/𝑃𝑆 ،[2از ] (𝑖)قسمت  6.2به گزاره  بنا :اثبات ≅ 𝑀/𝑃𝑀 پس .𝑆 و  5.4البعد دارد. لذا حکم از قضیه تاپ متناهی

 آید. دست میبه 8.3نتیجه 

ناپذیر اول جداناپذیر تجزیهنیمضربی شبهمدول هم-𝑅یک  𝑀( و *حلقه پولبک بیان شده در ) 𝑅فرض کنید   7.4گزاره 

0باشد و همچنین  ⟶ 𝐾 ⟶
𝑖

𝑆 ⟶
𝜑

𝑀 ⟶ 𝑆̅صورت باشد. در این 𝑀یک نمایش جداپذیر از  0 = 0. 

𝑆̅)فرض خلف( فرض کنید  :اثبات ≠ است  6.3( قضیه 2از نوع ) 𝑆اول است، لذا نیمضربی شبههم 𝑆 ،5.4به قضیه  . بنا0

𝑃𝑚𝑆که طوریای موجود است به𝑚. پس عدد صحیح ناپذیر هستندکه تجزیه = 𝑃𝑚𝑀و بنابراین خواهیم داشت  0 = 0 .

𝑚اگر  = 𝑃1)آنگاه  ،1 ⊕ 0)𝑀 ⊆ 𝑃𝑀 = 𝑃1) و بنابراین 0 ⊕ 0)𝑀 ∩ (0 ⊕ 𝑃2)𝑀 = که این یک تناقض  0

𝑚است. لذا فرض کنید  ≥ 𝑃𝑘𝑀کوچکترین عدد صحیح مثبتی باشد که  𝑘و  2 = 𝑃𝑘−1𝑀)پس  0 ≠ (. لذا برای 0

𝑥هر  ∈ 𝑆 ،𝜑(𝑃𝑘𝑥) = 𝜑(𝑃1. بنابراین 0
𝑘𝑥) = 𝜑(𝑃2

𝑘𝑥) = یک  به یک 𝜑 ،[11از ] 3.2بر گزاره  . از طرفی بنا0

𝑃1است، لذا داریم  𝑃𝑖𝑆روی 
𝑘𝑥 = 𝑃2

𝑘𝑥 = 𝑃𝑘𝑥. پس 0 = 𝑃𝑘𝑆و بنابراین  0 = 𝑁. قرار دهید 0 = 𝑃𝑘−1𝑀 در .

0[، 4از ] 1.3به لم  صورت بنااین ⟶ 𝐾 ⟶ 𝜑−1(𝑁) = 𝑃𝑘−1𝑆 ⟶ 𝑁 ⟶ است. لذا  𝑁نمایش جداپذیر روی  0

𝐾 ⊆ 𝑃𝑃𝑘−1𝑆 = 𝑃𝑘𝑆 = 𝑆̅جداناپذیر است و در نتیجه  𝑀و این تناقض دارد با این که  0 = 0 . 

 مدول و -𝑅یک  𝑀دهیم. فرض کنید برای بیان قضیه زیر نیاز به مطالبی هست که در ادامه شرح می     

0 ⟶ 𝐾 ⟶
𝑖

𝑆 ⟶
𝜑

𝑀 ⟶ 0 

ضربی هم 𝑆، 4.5اول جداناپذیر باشد، آنگاه بنابه قضیه نیمضربی شبهمدول هم-𝑅یک  𝑀باشد. اگر  𝑀یک نمایش جداپذیر 

𝑆، خواهیم داشت اول است. در این حالتنیمشبه = 𝑆1 ⊕ 𝑆2  که در آن𝑆𝑖 ( قضیه 1از نوع )است. در هر نمایش  6.3

0جداپذیر  ⟶ 𝐾 ⟶
𝑖

𝑆 ⟶
𝜑

𝑀 ⟶ از  𝑀است. بنابراین  𝑠𝑜𝑐(𝑆)در  شود، لذا مشمولپوچ می 𝑃با  𝜑، هسته تابع 0

 اول جداناپذیرنیمضربی شبهمدول هم-𝑅یک  𝑀آیند. فرض کنید می دستبه 𝑆های جمعوندهای مستقیم آمیختن سوکول

جمعوندهای  های با طول متناهی مابینمدول ،1.4به گزاره  باشد. بنا 𝑀یک نمایش جداپذیر  𝜑ناپذیز باشد و فرض کنید تجزیه



 
 

 1403دوم، ، شماره دهم دوره ،های ریاضیپژوهش

 

 

114 

𝑆  ،اتفاق نمی افتند𝑆 = 𝑆1 ⊕ 𝑆2  که در آن𝑆𝑖 ( قضیه 1از نوع )( وجود داشته باشد، 1است. اگر دو مدول از نوع ) 6.3

پروفر، -𝑃2پروفر و دو کپی از -𝑃1پوچ شوند. این تناقض دارد با وجود دو کپی از  𝑃𝑖توانند توسط ها نمیآنگاه مولدهای آن

آیند، می دستهایی که از این آمیختن بهپروفر است. واضح است که در حقیقت، مدول-𝑆2 ،𝑃2پروفر و -𝑆1 ،𝑃1پس 

𝐸(𝑅/𝑃)  انژکتیو هال𝑅/𝑃 یک 1.4به گزاره  است که بنا ،𝑅-ناپذیر است. در اول جداناپذیر تجزیهنیمضربی شبهمدول هم

 نتیجه قضیه زیر را داریم:

اول جداناپذیر نیمضربی شبهمدول هم-𝑅صورت تنها ( باشد. در این*حلقه پولبک بیان شده در ) 𝑅فرض کنید  8.4قضیه 

 است.  𝐸(𝑅/𝑃)ناپذیر تجزیه

اول جداناپذیر نیمضربی شبهمدول هم-𝑅صورت هر ( باشد. در این*حلقه پولبک بیان شده در ) 𝑅فرض کنید   9.4نتیجه 

 ناپذیر، انژکتیو محض است. تجزیه

 حکم برقرار است.  8.4[ و قضیه 2از ] 5.3با توجه به قضیه  :اثبات
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