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Introduction 
A Banach algebra ܣ is called contractible if for any Banach ܣ-bimodule ܧ, 
every continuous derivation from ܣ into ܧ is inner. Contractibility is among 
of the various notions of amenability which have been defined after a very 
bold paper of Johnson on cohomology of Banach algebras. It is well-known 
that full matrix algebras and their finite direct sum are contractible. Also, 
every finite-dimensional contractible Banach algebra is of this form. One of 
the oldest unconfirmed conjectures in amenability says that every contractible 
Banach algebra is finite dimensional. The special case of this conjecture which 
is still unconfirmed says that for any Banach space ܺ, if the Banach algebra 
-ሺܺሻ of all bounded linear operators on ܺ, is contractible then ܺ is finiteܤ
dimensional. 

Results and discussion 
It is well-known that a Banach algebra A is contractible if and only if it is 
unital and has a diagonal, that is a member ܯ in the Banach algebra ܣ⊗గ  ܣ
such that satisfies in ∆ሺܯሻ ൌ 1 and ሺܽ ⊗ 1ሻܯ ൌ ⊗ሺ1ܯ ܽሻ for every ܽ in ܣ. 
Here,  ⊗గ denotes the completed projective tensor product of Banach spaces, 
and ∆:	ܣ ⊗గ ܣ → is the unique bounded linear operator defined by ሺܽ ܣ ⊗
ܾሻ ⟼ ܾܽ. For a Banach space ܺ of finite dimension ݉, ܤሺܺሻ is isomorphic 
to the matrix algebra ॸ௠. It is well-known that ॸ௠ has a unique diagonal of 
the form ݉ିଵߑ௜௝ߜ௜௝ ⊗  .௜௝’s denote the standard basis of ॸ௠ߜ ௝௜ whereߜ
The aim of this short note is to prove a property (Theorem 6) for the diagonal 
of any contractible ܤሺܺሻ when ܺ is infinite-dimensional. For the proof we use 
the famous estimate of Kadec and Snobar on the norms of projection operators 
on finite-dimensional subspaces. We hope that this property of diagonal and 
the technics we have used here, helps to solve the mentioned conjecture on 
finite-dimensionality of ܺ. Consider the following operator:  
ሺܺሻ⊗గܤ	:ߖ ሺܺሻܤ ⟶ ሺܺܤ ⊗గ ܺሻ,							ߖሺܶ ⊗ ܵሻሺݔ ⊗ ሻݕ ൌ ܶሺݔሻ⊗ ܶሺݕሻ. 
Then ߖ is a Banach algebra homomorphism with norm equals to 1. We denote 
the image of ܯ ∈ ሺܺሻ⊗గܤ  ௢௣. The main result of thisܯ by ߖ ሺܺሻ underܤ
note is Theorem 6: 
Theorem 6. Suppose that there is an infinite-dimensional Banach space ܺ 
such that ܤሺܺሻ is contractible. Then for every diagonal ܯ of ܤሺܺሻ we have 
௢௣ܯ ൌ 0. 
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 از پيوسته اشتقاق هر ،E باناخ دومدول-A ازاي هر به هرگاه شودمي پذير گفتهانقباض ܣبه يك جبر باناخ 
A به E باناخ ظاهر  جبرهاي پذيريكوهمولوژي و ميانگين مبحث در پذيريانقباض مفهوم .باشد دروني
كي ي، از بعد متناهي هستند. درواقع، پذيري كه تا كنون شناخته شده اندباناخ  انقباض تنها جبرهاي گردد.مي

پذير با بعد نامتناهي است. حالت ها در اين مبحث، عدم وجود جبرهاي باناخ  انقباضترين حدساز قديمي
، جبر ሺܺሻܤاگر   ܺباناخ گويد كه براي يك فضاي پاسخ  است، ميبيآن نيز  هنوز  خاص اين حدس، كه 

ست. براساس نتيجه از بعد متناهي ا ܺآنگاه  پذيرباشد،  انقباضܺروي  باناخ  همه عملگرهاي خطي و پيوسته
గ⊗ܣقطر در  ناماي بهپذير است اگر و  فقط اگر عنصر ويژهانقباض  ܣيك جبر باناخ  اي شناخته شده، ، ܣ

از  ܺاگر  دهيم كهيادداشت كوتاه، نشان ميدر اين  موجود باشد.با خودش،  ܣحاصلضرب تانسوري تصويري 
در  ، تحت نگاشت كانوني،ሺܺሻܤباشد، آنگاه تصوير هر قطر  پذيرانقباض ሺܺሻܤو  بعد نامتناهي باشد
ሺܺܤ ⊗గ ܺሻ  كَدت. براي اثبات از برآورد معروف با عملگر صفر اسبرابراسنوبار درباره نرم عملگرهاي -ك

روشي  و دواريم كه دانستن چنين ويژگي قطركنيم. اميزيرفضاهاي با بعد متناهي، استفاده مي تصويرگر روي
  شود. ܺكنيم، در آينده منجر به حل شدن حدس متناهي بعد بودن كه در اين يادداشت ارائه مي
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 مقدمه. 1

، هر اشتقاق پيوسته ܧدومدول باناخ -ܣشود هرگاه به ازاي هر پذير گفته ميانقباض ܣجبر باناخ باشد. به  ܣفرض كنيد 
و پرشمار  متنوعاي از مفاهيم گونهدر مبحث كوهمولوژي جبرهاي باناخ، پذيري دروني باشد. مفهوم انقباض ܧبه  ܣاز 

اند. براي توضيحات مفصل در اين معرفي شده ]3[ساز جانسون پذيري است كه پس از مقاله بسيار شاخص و جريانميانگين
پذير دانيم كه جبرهاي ماتريسي كامل و جمع مستقيم هر تعداد متناهي از آنها انقباضرا ببينيد. مي ]6 ،5 ،4 [زمينه مراجع 

ها را ببينيد) . اين  ]6[ از مرجع 4.1.2 باشد (قضيهپذير از بعد متناهي به اين شكل مير باناخ انقباضهستند. همچنين هر جب
هاي ترين پرسشواقع، يكي از قديمي اند. درپذير هستند كه تا كنون شناخته شدههايي از جبرهاي باناخ انقباضتنها مثال
پرسد كه آيا هر جبر باناخ ) مي]5[ از مرجع 224پذيري جبرهاي باناخ (مسئله پانزدهم صفحه نشده در ميانگينپاسخ داده

را ببينيد)   ]5[ از مرجع 224و مسئله شانزدهم صفحه  ]1[پذير از بعد متناهي است؟ حالت خاص اين پرسش (مرجع انقباض
ሺܺሻܤ پذيري،  آيا از انقباضܺپرسد كه براي يك فضاي باناخ است مينيز هنوز پاسخ داده نشده كه آن ൌ ,ሺܺܤ ܺሻ،  جبر

هاي براي آگاهي از حالت از بعد متناهي است؟  ܺ توان نتيجه گرفت كهمي ،ܺبه  ܺ ازباناخ همه عملگرهاي خطي و كراندار 
  را ببينيد.   ]6[ از مرجع 4.1 و بخش 196، صفحه شده اين مسائلخاص حل

دار و داراي قطر باشد. يك ܣپذير است اگر و فقط اگر انقباض ܣرا ببينيد) جبر باناخ  ]5[ از مرجع 84(صفحه دانيم كه مي
గ⊗ܣاز جبر باناخ  ܯعنصري مانند  ܣمقصود از يك قطر براي  ሻܯሺ∆ باشد كهمي ܣ ൌ   ،ܣدر  ܽازاي هر بهو   1

ሺܽ ⊗ 1ሻܯ ൌ ⊗ሺ1ܯ ܽሻ. 
ܣ	:∆دهد و ضرب تانسوري تصويري كامل شده فضاهاي باناخ را نشان مي గ⊗جا، دراين ⊗గ ܣ → نگاشت خطي  ܣ

ሺܽمنحصربفرد و كرانداري است كه با   ⊗ ܾሻ ⟼  	ሺܺሻܤباشد، مي ݉از بعد متناهي  ܺوقتي كه   شود.تعريف مي ܾܽ
݉با جبر ماترسيهاي  ൈ݉ ି݉شكل قطر اين جبر منحصربفرد و به يكريخت است. ميدانيمଵߑ௜௝ߜ௜௝ ⊗ باشد كه مي ௝௜ߜ

در پايين نتيجه  3و اثبات لم  1توان از گزاره دهند. (اين مطلب را با اندكي دقت ميها پايه استاندارد را نشان مي ௜௝ߜجا دراين
  گرفت.) 

باشد. پذير است، مي، وقتي كه انقباضሺܺሻܤ) براي قطر جبر 6هدف از اين يادداشت كوتاه بيان يك ويژگي (قضيه  
ሺܺܤتحت نگاشت كانوني در   ሺܺሻܤكنيم كه در اين حالت تصوير هر قطر درواقع، ثابت مي ⊗గ ܺሻ  برابر با عملگر صفر

تصويرگر روي زيرفضاهاي ) درباره نرم عملگرهاي ]2[از مرجع  6.28اسنوبار (قضيه -كاست. براي اثبات از برآورد معروف كَد
از بعد متناهي استفاده خواهيم كرد. اميدواريم كه دانستن اين ويژگي كمك كند تا در آينده حدس اصلي اين مبحث (يعني، 

  ) پاسخ داده شود.ܺاز بعد متناهي بودن 

فرمودند و مدت زماني اي كه گوشزد بدين وسيله مراتب امتنان خود را از داوران محترم بابت نكات ارزندهسپاسگذاري. 
  دارم.كه براي خواندن مقاله صرف كردند، اعلام مي
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 . نتايج2

ሺܺሻ⊗గܤ	:ߖ، همريختي جبري  ܺبراي فضاي باناخ  ሺܺሻܤ ⟶ ሺܺܤ ⊗గ ܺሻ را با ضابطه  

ሺܶߖ ⊗ ܵሻሺݔ ⊗ ሻݕ ൌ ܶሺݔሻ ⊗ ܵሺݕሻ 

نگاشت دوخطي   باشند  ሺܺሻܤدر ܵ و ܶ دهيم: فرض كنيد تفصيل شرح ميرا به ߖكنيم. در زير تعريف همريختي تعريف مي
ܶ ⊙ ܵ: ܺ ൈ ܺ ⟶ ܺ⊗గ ,ݔሺرا با ضابطه  ܺ ሻݕ ↦ ܶሺݔሻ ⊗ ܵሺݕሻ  كنيم. از آنجايي كه  تعريف مي⊗గ  يك
  دانيم كه) ميرا ببينيد ]5[از مرجع  B.2ضرب تانسوري اريب است (پيوست 

∥ ܶሺݔሻ ⊗ ܵሺݕሻ ∥ൌ∥ ܶሺݔሻ ∥∥ ܵሺݕሻ ∥. 
ܶبنابراين نرم  ⊙ ௫∥,∥௬∥ୀଵ∥݌ݑݏ بعنوان يك نگاشت دوخطي ( يعني مقدار عددي  ܵ 	 ∥ ܶሺݔሻ ⊗ ܵሺݕሻ ∥ (  

∥برابر با  ܶ ∥∥ ܵ دانيم كه عملگر خطي ) ميرا ببينيد ]5[از مرجع  B.2است. از خواص ضرب تاسوري تصويري (پيوست  ∥
ሺܶمنحصربفرد و كراندار  ⊗ ܵሻ௢௣: ܺ ⊗గ ܺ ⟶ ܺ⊗గ   موجود است كه  ܺ

ሺܶ ⊗ ܵሻ௢௣ሺݔ ⊗ ሻݕ ൌ ܶ ⊙ ܵሺݔ,  ሻݕ

ሺܶو همچنين نرم عملگري  ⊗ ܵሻ௢௣  نيز برابر با∥ ܶ ∥∥ ܵ   است. حال نگاشت دوخطي  ∥

ሺܺሻܤ	:଴ߖ ൈ ሺܺሻܤ ⟶ ሺܺܤ ⊗గ ܺሻ 

,ሺܶرا با ضابطه  ܵሻ ↦ ሺܶ ⊗ ܵሻ௢௣ ߖكنيم. نرم تعريف مي଴  است. بنابراين با  1بعنوان يك نگاشت دوخطي برابر با
ሺܺሻ⊗గܤاز  ߖدانيم كه عملگر خطي منحصربفرد استفاده دوباره از خواص ضرب تانسوري تصويري مي به  ሺܺሻܤ

ሺܺܤ ⊗గ ܺሻ  ߖچنان موجود است كهሺܶ ⊗ ܵሻ ൌ ,ሺT	଴ߖ Sሻ	 همچنين داريم . ∥ ߖ ∥ൌ از خواص جبري   .1
ሺܺሻ⊗గܤضرب جبر باناخ  ߖتوان ديد كه ضرب تانسوري مي ሺܺܤرا به ضرب جبر باناخ  ሺܺሻܤ ⊗గ ܺሻ كند.منتقل مي  

ሺܺሻ⊗గܤتصوير يك عنصر  ሺܺሻܤ ∋ ∥دهيم. از آنجايي كه نشان مي ௢௣ܯرا با  ߖتحت  ܯ ߖ ∥ൌ   داريم  1

∥ ௢௣ܯ ∥൑∥ ܯ ∥గ. 
∗ܺگونه كه نگاشت كانوني از يك به يك نيست. (در واقع، همان ߖدقت كنيد كه در حالت كلي  ⊗గ به فضاي   ∗ܺ

نيز چنين  ߖتوان نتيجه گرفت كه را ببينيد)، مي ]7[ از مرجع 2.6اي لزوما يك به يك نيست (بخش عملگرهاي هسته
  است.)

ሺܺሻ⊗గܤعنصري در  ܯفرض كنيد . 1گزاره    داشته باشيم  ሺܺሻܤدر  ܶازاي هر اي كه بهگونهباشد به  ሺܺሻܤ

ሺܶ ⊗ 1ሻܯ ൌ ⊗ሺ1ܯ ܶሻ. 

  موجود است كه ሺܺሻܤدر  ߁صورت، عملگر منحصربفرد در اين
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௢௣ܯ )1( ൌ ሺ1⊗   																																																								.ܨሻ௢௣߁
  جاگر است:عملگر جابه ܨجا، در اين 

:ܨ ܺ ⊗గ ܺ ⟶ ܺ⊗గ ܺ,												ሺݔ ⊗ ሻݕ ⟼ ሺݕ⊗  .ሻݔ

ݕفرض كنيد  اثبات. ∈ ሻݕሺ݂چنان باشد كه  ܺروي  ݂ناصفر باشد. فرض كنيد تابعك خطي و كراندار  ܺ ൌ  ܶ. عملگر 1
ݔرا با  ሺܺሻܤدر  ↦ ݂ሺݔሻكنيم. داريم تعريف مي ݕሺܶ ⊗ 1ሻ௢௣ܯ௢௣ ൌ ⊗௢௣ሺ1ܯ ܶሻ௢௣ݔازاي هر . بنابراين، به 

  داريم

)2( ሺܶ ⊗ 1ሻ௢௣ܯ௢௣ሺݔ ⊗ ሻݕ ൌ ݔ௢௣ሺܯ ⊗  																																		.ሻݕ

ሿሿݕሾሾصورت توان بهرا مي ܺفضاي  ⊕  ݕبعدي توليد شده توسط زيرفضاي يك ሿሿݕሾሾتجزيه كرد كه در اينجا  ሺ݂ሻݎ݁݇
  دهد. بنابراين داريمرا نشان مي

ܺ⊗గ ܺ ≅ ሺሾሾݕሿሿ ⊗గ ܺሻ⊕ ሺ݇݁ݎሺ݂ሻ⊗గ ܺሻ ൌ ሺሾሾݕሿሿ ⊗ ܺሻ⊕ ሺ݇݁ݎሺ݂ሻ ⊗గ ܺሻ. 

بمعني همسانريختي خطي بين دو فضاي باناخ است. همچنين دقت كنيد كه ضرب تانسوري يك فضاي باناخ  ≅در اينجا 
 ]5[از مرجع مرجع  B.2.18دلخواه با يك فضاي خطي متناهي بعد، با ضرب تانسوري جبري دو فضا يكسان است. (تمرين 

ሺ݂ሻݎ݁݇در  ݖ.) لذا را ببينيد ⊗గ   موجودند كه  ܺدر  ݓو   ܺ

ݔ௢௣ሺܯ ⊗ ሻݕ ൌ ݓ⊗ݕ ൅  .ݖ

ݔ௢௣ሺܯشود كه ) نتيجه مي2حال از ( ⊗ ሻݕ ൌ ݔشود كه تناظر سادگي ديده مي. بهݓ⊗ݕ ↦ خطي است. بنابراين  ݓ
:௬߁نگاشت خطي  ܺ → ݔ௢௣ሺܯموجود است كه  ܺ ⊗ ሻݕ ൌ ݕ ⊗ از كرانداري نگاشت  ௬߁. كرانداري نگاشت ሻݔ௬ሺ߁

ݔ ↦ ݔ௢௣ሺܯ ⊗   شود. نتيجه مي ሻݕ

,′ݕفرض كنيد    مستقل خطي باشند. داريم ܺدر  ݕ

ݔ௢௣ሺܯ ⊗ ሺݕ ൅ ሻሻ′ݕ ൌ ݕ ⊗ ሻݔ௬ሺ߁ ൅ ′ݕ ⊗  ሻݔ௬ᇱሺ߁
  و

ݔ௢௣ሺܯ ⊗ ሺݕ ൅ ሻሻ′ݕ ൌ ሺݕ ൅ ሻ′ݕ ⊗  .ሻݔ௬ା௬ᇱሺ߁

௬߁بنابراين  ൌ 0 ازاي هر اسكالر  شود كه به. همچنين ديده مي௬ᇱ߁ ് ఒ௬߁اريم د ߣ ൌ . بنابراين نگاشت خطي و كراندار ௬߁
ݔ௢௣ሺܯچنان موجود است كه  ܺروي  ߁ ⊗ ሻݕ ൌ ⊗ݕ   ∎) برقرار است. 1عبارت ديگر (. بهሻݔሺ߁

  گزاره جالب زير را نيز داريم.

 جاگر تحت نگاشت جابه ܯمتقارن باشد، يعني  ܯفرض كنيد كه  1همراه با مفروضات گزاره . 2گزاره 

:തܨ ሺܺሻ⊗గܤ ሺܺሻܤ ⟶ ሺܺሻܤ ⊗గ ሺܶ															ሺܺሻ,ܤ ⊗ ܵሻ ↦ ሺܵ ⊗ ܶሻ	 
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  مضرب اسكالري از عملگر هماني است. ߁صورت، به خودش نگاشته شود. در اين

ሺهاي دانيم دنبالهمي اثبات. ௡ܶሻ௡  وሺܵ௡ሻ௡  ܤدرሺܺሻ  چنان موجودندكه سري∑௡ ௡ܶ ⊗ ܵ௡  ܯبطور مطلق به 
  همگراست. داريم 

ሾܨതሺܯሻሿ௢௣ሺݔ ⊗ ሻݕ ൌ ∑௡ሺܵ௡ ⊗ ௡ܶሻ௢௣ሺݔ ⊗ ሻݕ ൌ ∑௡ሺܨሺ ௡ܶ ⊗ ܵ௡ሻ௢௣ܨሻሺݔ ⊗  .ሻݕ

ሻሿ௢௣ܯതሺܨሾبنابراين،   ൌ ሻܯതሺܨ. پس از  ܨ௢௣ܯܨ ൌ ܨ௢௣ܯܨداريم  ܯ ൌ ) نتيجه 1. از اين اتحاد همراه با (௢௣ܯ
⊗ሺ1ܨشود كه مي ሻ௢௣߁ ൌ ሺ1⊗   ريمدا ݕو  ݔازاي هر . بنابراين، بهܨሻ௢௣߁

ሻݕሺ߁ ⊗ ݔ ൌ ⊗ݕ  .ሻݔሺ߁

 ∎مضرب هماني است.   ߁دهد كه اين نشان مي

,ܼفرض كنيد  ܻ′,   را مشابه بالا درنظر بگيريد: ߖفضاهاي باناخ از بعد متناهي باشند. نگاشت  ܻ

,ሺܻܤ	:ߖ ܼሻ ⊗గ ,ሺܼܤ ܻ′ሻ ⟶ ሺܻܤ ⊗గ ܼ, ܼ ⊗గ ܻ′ሻ,					ܰ ↦ ܰ௢௣. 

  عملگر خطي يك به يك است. پس چون بعد دامنه و برد آن متناهي و برابرند لذا پوشا نيز است.  ߖواضح است كه 

ሺܻሻ݉݅݀همراه با مفروضات بالا، فرض كنيد  .3لم  ൌ ݀݅݉ሺܻ′ሻ  ݉݅݀وሺܼሻ ൌ :ܶ. فرض كنيد ݉ ܻ ⟶ ܻ′ 
  يكريختي خطي باشد و قرار دهيد

:ܮ ܻ ⊗గ ܼ ⟶ ܼ⊗గ ܻ′,													ሺݕ ⊗ ሻݖ ⟼ ሺݖ ⊗ ܶሺݕሻሻ. 

  ) مستقل است موجود است كهܼ(نرم و بعد  ܼكه از فضاي  ܿصورت ثابت عددي مثبت در اين

∥ ሻܮଵሺିߖ ∥గ൒ ܿିଵ݉. 

,ଵݕفرض كنيد  اثبات. . . . , ,ଵݖو  ܻاي براي پايه ௞ݕ . . . , ௜ሻݕሺܶباشد. قرار دهيد  ܼاي براي پايه  ௠ݖ ൌ عملگرهاي  .௜′ݕ
:௜ܵ௝خطي  ܻ → :௝௜′ܵو  ܼ ܼ →   را با ′ܻ

ܵ′௝௜ሺݖ௝ሻ ൌ ,௜′ݕ ܵ′௝௜ሺݖ௣ሻ ൌ 0		ሺ݌ ് ݆ሻ,										 ௜ܵ௝ሺݕ௜ሻ ൌ ,௝ݖ ௜ܵ௝ሺݕ௤ሻ ൌ 	0			ሺݍ ് ݅ሻ				 
ܰتعريف كنيد. قرار دهيد  ൌ ௜,௝ߑ ௜ܵ௝ ⊗ ܵ′௝௜ܰشود كه سادگي ديده مي. به௢௣ ൌ ሻܮଵሺିߖ. درنتيجه ܮ ൌ . براي ܰ

:ܷعملگر خطي  ܻ → ܻ′ ،݂ሺܷሻ ି݇هنجارشده (را برابر اثر بهଵهاي نسبت به پايه ܷ) ماتريس متناظر با ݁ܿܽݎݐ
,ଵݕ . . . , ,ଵ′ݕو  ௞ݕ . . . , ,ሺܻܤيك تابعك خطي كراندار و ناصفر روي   ݂كنيم. بنابراين تعريف مي ௞′ݕ ܻ′ሻ  است. اگر نرم

  مستقل است. تابعك دوخطي ܼاز فضاي  ܿوضوح هفرض كنيم، آنگاه ب ܿرا   ݂تابعكي 

,ሺܻܤ	:݃ ܼሻ ൈ ,ሺܼܤ ܻ′ሻ ⟶ ԧ 
  كنيم:صورت زير تعريف ميرا به

݃ሺܲ, ܳሻ ൌ ݂ሺܳܲሻ. 
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  بزرگتر نيست. در واقع: ܿبعنوان يك تابعك دوخطي از  ݃نرم 

|௉∥,∥ொ∥ୀଵ|݂ሺܳܲሻ∥݌ݑܵ ൑ ௉∥,∥ொ∥ୀଵ∥݌ݑܵ ∥ ݂ ∥∥ ܳ ∥∥ ܲ ∥൑ ܿ. 
:̅݃بنابراين اگر  ,ሺܻܤ ܼሻ ⊗గ ,ሺܼܤ ܻ′ሻ ⟶ ԧ  تابعك خطي تعريف شده با  

݃̅ሺܲ ⊗ ܳሻ ൌ ݃ሺܲ, ܳሻ 
  نيست. پس داريم ܿنيز بزرگتر از  ̅݃دانيم كه نرم را نشان دهد، آنگاه از خواص ضرب تانسوري تصويري مي

|ܿିଵ݃̅ሺܰሻ| ൑∥ ܰ ∥గ. 
  از طرف ديگر داريم

݃̅ሺܰሻ ൌ ݃̅ሺߑ௜,௝ ௜ܵ௝ ⊗ ܵ′௝௜ሻ ൌ ௜,௝݂ሺܵ′௝௜ߑ ௜ܵ௝ሻ ൌ ݇/௜,௝1ߑ ൌ ݉. 

  ∎اثبات كامل است.     

  ) است نياز خواهيم داشت.]2[از مرجع  6.28اسنوبار (قضيه -كبه گزاره زير كه بياني از قضيه معروف كَد

0ازاي هر باشد. دراينصورت، به ݉از بعد متناهي  ܺزيرفضاي برداري  ܼفضاي باناخ و  ܺفرض كنيد  .4گزاره  ൏ يك  ߝ
:௓ܲعملگر خطي تصويري  ܺ ⟶ ∥چنان موجود است كه  ܼ ௓ܲ ∥൏ √݉ ൅   .ߝ

௢௣ܯ،  فرض كنيد 1همراه با مفروضات گزاره  .5گزاره  ്   از بعد متناهي است. ܺصورت . دراينΓ≠0ارز صورت هميا به 0

,′ݕبردارهاي ناصفر  اثبات. ሻݕሺ߁موجودند كه  ܺدر  ݕ ൌ ,′ܻ. فرض كنيد ′ݕ ترتيب زيرفضاهاي يك بعدي توليد به ܻ
,′ݕشده توسط  :ܶباشند. عملگر خطي  ݕ ܻ ⟶ زيرفضاي برداري  ܼتعريف كنيد. فرض كنيد  ܻبه  ߁را برابر با تحديد  ′ܻ

:௒ܧباشد.  فرض كنيد  ܺدر  ݉دلخواهي از بعد  ܻ → :௓ܧو  ܺ ܼ → :௒ܲᇱهاي نشاننده باشند و نگاشت ܺ ܺ → ܻ’ 
  دانيم يك نگاشت تصويري پيوستهمي 4خواهي باشد. از گزاره دل يرگر پيوستهتصو نگاشت

௓ܲ: ܺ → ܼ 
∥چنان موجود است كه  ௓ܲ ∥൏ √݉ ൅   . قرار دهيد:1

ܰ ൌ ሺ ௓ܲ ⊗ ௒ܲᇱሻܯሺܧ௒ ⊗ ௓ሻܧ ∈ ,ሺܻܤ ܼሻ ⊗గ ,ሺܼܤ ܻ′ሻ. 
∥توان بررسي كرد كه مي ܰ ∥గ൑∥ ௓ܲ ∥∥ ௒ܲᇱ ∥∥ ܯ ∥గ  ܰو௢௣ ൌ تعريف شده باشد. حال،  3با لم  ܮكه ، درجاييܮ

  شود كه نتيجه مي 3از لم 

݉ሺ√݉ ൅ 1ሻିଵܿିଵ ∥ ௒ܲᇱ ∥ିଵ൑∥ ܯ ∥గ. 

   ∎از بعد متناهي است.     ܺاز بالا كراندار است. بعبارت ديگر  ܼبنابراين بعد زيرفضاي دلخواه 
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  شود. نتيجه مي 5از گزاره  قضيه زير، كه نتيجه اصلي مقاله است، مستقيما

ازاي صورت بهپذير باشد. دراينانقباض ሺܺሻܤاي كه گونهموجود باشد به ܺفرض كنيد فضاي باناخ نامتناهي بعد  .6قضيه 
௢௣ܯبايد داشته باشيم  ሺܺሻܤاز  ܯهر قطر  ൌ 0.  
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