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Introduction 

In recent years, the insurance industry in Iran has seen the emergence of 

private insurance companies, which has created competition to gain a higher 

position in the insurance market. It is clear that one of the basic issues in 

insurance science is determining premiums, because one of the most important 

sources of income for insurance companies is premiums that are collected 

through the issuance and sale of insurance policies in different fields such as 

fire, freight and cars. 

Material and methods 

In this paper, Bayesian and expected Bayesian (E-Bayesian) estimation of 

premium with exponential claim size is considered. After calculating the 

premium using the Heilmann principle, its Bayesian and E-Bayesian estimates 

are obtained under three priors of hyper-parameters. The formulas of expected 

mean square error (E-MSE) are provided. A Monte Carlo simulation is 

conducted for comparison of E-Bayesian estimators of premium. A real 

example is presented for illustration of the results. 

Results and discussion 

Through a simulation study, it was observed that an E-Bayesian estimator 

constructed with prior density function 𝜋1(𝛼, 𝛽) = 2(𝑐 − 𝛽)/𝑐2  has a lower 

E-MSE and as a result, it has a better performance compared to other 

estimators. The real data set of insurance claims payment in the field of 

accidents in 15 years was examined. The results show that there is a good 

agreement between the results obtained from the data and the simulation. 
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پرداخته  ییخسارت نما یهابا اندازه مهی( حق بیزیب -Eمورد انتظار ) یو بیز یبیز یدر این مقاله، به برآوردیاب

تابع  3آن تحت  یزیب -Eو  یزیب یبرآوردگرها لمن،یبا استفاده از اصل ه مهی. پس از محاسبه حق بشودیم

مورد انتظار  نیپس یتوان دوم خطا نیانگیم یابر ییها. سپس فرمولشوندیابرپارامترها محاسبه م یبرا چگالی

(E-MSEارائه م )یبرآوردگرها سهیمقا یبرا یسازهیمطالعه شب کی. شوندی E- انجام  مهیحق ب یزیب

  ارائه خواهد شد. کاربردیمثال  کیشده،  یمعرف یکاربست برآوردگرها یبرا ان،ی. در پاشودیم
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 مقدمه

رقابت جهت  یجادهای خصوصی بیمه بوده که این امر موجب ااخیر صنعت بیمه در ایران شاهد پیدایش شرکت هایسالدر 

گذاران  ل یافتن بازارهای جدید، جذب بیمهادنب بههای بیمه رو شرکتتر از سهم بازار بیمه شده است. از این کسب جایگاه بالا

 ینیبشیو پ مهیحق ب نییتع مه،یدر علوم ب یاساس لئاز مسا یکروشن است که یهستند.  هاخطر و ارائه خدمات به آن کم

است  ییهامهیحق ب مه،یب یهامنابع درآمد شرکت نیتراز مهم یکی رایز ،باشدمیمربوط به هر رشته  محتملمقدار خسارت 

  .آوردیدست م به لیو اتومب یباربر ،یسوزآتش لیمختلف از قب یهادر رشته هانامه مهیصدور و فروش ب قیکه از طر

مقدار خسارت مورد حق بیمه با استفاده از محاسبه ها، یکی از این روشها و اصول گوناگونی دارد. محاسبه حق بیمه روش

 دهد.اصولاً در محاسبه حق بیمه به دنبال تابعی هستیم که یک مقدار حقیقی را به خسارت وارده اختصاص می. استانتظار 

دهنده اندازه خسارت ادعا شده یا مقدار زیان حاصل از نشان f(x|θ)با تابع چگالی احتمال  Xکنیم متغیر تصادفی فرض می

ضرر ناشی   2Rє(x,P)یک تابع زیان است که به هر R2L:R→نیم  کهر قرارداد در یک بازه زمانی باشد. همچنین فرض می

 کردنمینیمم از طریق توان را می θ)(R=PRPدهد. ریسک حق بیمه را نسبت می xو مواجهه با نتیجه  Pاز اخذ تصمیم 

اندازه  Xکنیم ، فرض میمهیحق ب محاسبه یمقاله، برا نیدر ابدست آورد.  θبر حسب  E[L(X,P)]زیان مورد انتظار، 

 ( باشد.1خسارت و دارای توزیع نمایی با تابع چگالی احتمال )

     0,0;)|(     xexf x 

  به صورت 2P)-L(X,P)=(Xتحت تابع زیان توان دوم خطا  RPریسک حق بیمه یا حق بیمه 

 



1

)|(|
0

 


XEdxxxfPR
 

      آید.به دست می

بیزی استاندارد  روشها ترین آنحق بیمه وجود دارد. یکی از شناخته شده وردآبر برای یمختلف هایروشدر ادبیات بیمه،  

 به توانیمورد استفاده قرار گرفته است، که از آن جمله م مهیعلوم ب مطالعاتاز  یاریاستاندارد در بس یزیب لیتحلاست. 

پارامتر،  یفضا یرو نیشیپ یهاعیانتخاب معقول توزاشاره کرد. در استفاده از روش بیزی، [ 5و4و از کارهای اخیر به ] [3و2]

 برآورد دارد.  یخطا کاهشدر ینقش مهم

روش بیزی استاندارد، متکی به انتخاب یک توزیع پیشین است و برآوردگر بیزی به انتخاب توزیع پیشین حساس است. برای 

 [ و مراجع موجود در آن مراجعه کنید.1. برای مطالعه بیشتر به ]رفی شدرفع این مشکل، روش بیزی استوار مع

این روش بر اساس امیدریاضی  .[6] و توسعه داده شد ی( معرف1997توسط هان )یا بیز مورد انتظار  زیب -Eروش برآورد 

بیز مطالعات  -Eشود. در سال های اخیر در زمینه برآوردیابی برآوردگر بیز روی توزیع ابرپارامترهای توزیع پیشین بنا می

(1) 

(2) 
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[ به مطالعه 13و12در زمینه برآورد حق بیمه ]اشاره کرد.  [7-11]توان به زیادی صورت گرفته است که از آن جمله می

 بیزی پرداختند. -Eبرآوردگرهای 

( MSEق بیمه به کمک میانگین توان دوم خطا )ی حبیز -Eارزیابی و مقایسه خطای برآوردگرهای  هبدر مطالعات گذشته، 

بر اساس اطلاعات نویسندگان، ارائه داد.  یزیب -E یبرآوردگرهابرای مقایسه خطای را  E-MSE معیار [14] شد.پرداخته می

در این مقاله به ی حق بیمه به کمک آنها صورت نگرفته است. بیز -Eبرآوردگرهای و مقایسه  E-MSEتاکنون محاسبه 

 در توزیع نمایی تحت تابع زیان E-MSE با استفاده از معیارو مقایسه آنها  یبیز -Eبرآوردیابی 

   2, RR PPPPL  

ی حق بیمه با استفاده از زیب -Eشود. برآوردگرهای خواهیم پرداخت. در بخش دوم برآورد حق بیمه به روش بیزی ارائه می

در بخش چهارم، معرفی و برای مقایسه  E-MSE. معیار آیندمی به دستتوزیع پیشین برای ابرپارامتر در بخش سوم  سه

 یبرآوردگرها د. در بخش پنجم، یک مطالعه شبیه سازی برای مقایسه عملکردشومی محاسبهی ارائه شده، زیب -Eبرآوردگرهای 

E- شود و در نهایت، مقاله با بحث و در صنعت بیمه، در بخش ششم انجام میهای خسارت است. تحلیل داده ارائه شده یزیب

 رسد. نتیجه گیری به پایان می

 

 مهیحق ب یزیبرآورد ب. 1

,ام،iمقدار خسارت سال  iXفرض کنید  ,...i 1 , و 2 ,...X X1 2 
های تصادفی و ای از مقدار خسارتدنباله

 nXX ,...,1X  برای برآورد حق بیمه باشد ،θ)(R=PRP ( با استفاده از روش 3تحت تابع زیان )به ی، پیشین گاما زیب

 گیریم.در نظر می θرا برای  (4به فرم )با تابع چگالی عنوان پیشین مزدوج 

  ,
)(

,| 1 






 


 e ,0,0    

 ( و تابع درستنمایی به صورت 4پیشین )توزیع با ترکیب 

  ,| TneL  x  

 تابع چگالی پسین به صورت

  






 )(1

)(

)(
| 


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
 Tn

n

e
n

T
x  

آید که در آن به دست می nxx ,...,1x  و 


n

i ixT
1

برابر  RPبه عنوان برآوردگر  P. مخاطره پسین مورد انتظار 

 است با

(3) 

(4) 



 
 

 ...آنها سهیو مقا مهیمورد انتظار حق ب یزیب یبرآوردها

 

 

127 

)|()|(2]|)[(),( 222
xxx RRR PEPPEPPPEP   

 آید، برابر است بادر نتیجه، برآورد بیزی حق بیمه که از مینیمم کردن مخاطره پسین به دست می

      .
1)(

)1()(
|| 1









 










n

T

n

nT
EPEP R

B
xxx  

 

 مهیحق ب یزیب-Eبرآورد  .2

,)(( باید به نحوی انتخاب شوند که تضمین شود 4در رابطه ) βو  α(، ابرپارامترهای 1997بر اساس پژوهش هان )      

)|,(. برای تحقق این مسئله لازم است مشتق [6باشد ] θیک تابع نزولی بر حسب    نسبت بهθ  منفی شود. مشتق

),|(   نسبت بهθ  برابر است با 

 
  










  


 ee
d

d 121
),|(

 

 
 .12 


  



 


e  

)|,(0. اگر 0و  0 ،0توجه شود که   dd 10، آنگاه   و0 در نتیجه، بر اساس  و

نباید خیلی بزرگ باشد و برای  β، دهدتر، استواری برآوردگر بیز را کاهش میکوتاهاز آنجا که توزیع پیشین با دنباله [، 15]

10های محدودیت در نظر گرفتنبا  βو  αبنابراین ابرپارامترهای  گیریم.آن یک کران بالا در نظر می   وc 0 

  .c>0، که در آن شوندمیانتخاب 

 به صورت  کهحق بیمه روی ابرپارامترهای توزیع پیشین است  یحق بیمه، امید ریاضی برآورد بیز یبیز -Eبرآورد . 1تعریف 

   ddPP
D

BEB

 ,)()( xx 

و یبیز حق بیمه β ،)(xBPو  αدامنه  Dدر آن  وشود تعریف می   است. Dروی  βو  α توأمتابع چگالی  ,

مستقل بوده و دارای تابع چگالی دو متغیره  βو  α[، فرض کنید 8بنا بر ]      21,   .برای برآورد باشندE- 

که این توابع چگالی برای بررسی تأثیر  شود.در نظر گرفته می  βو  αبرای به صورت زیر  چگالیحق بیمه سه تابع  یبیز

 شوند.بیزی استفاده می-Eهای پیشین مختلف برای برآورد توزیع

;
)(2

),(
21

c

c 



 ,10  c 0 , (6) 

(5) 
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 ;
1

),(2
c

 ,10  c 0 ,  

;
2

),(
23

c


  ,10  c 0 . 

فرض کنید  .1قضیه  nxx ,...,1x ( باشد. در این صورت برآورد 1نمونه مشاهده شده از توزیع نمایی با تابع چگالی )

E- ( به ترتیب عبارتند از:8( و )7(، )6حق بیمه متناظر با توابع چگالی پیشین ) یبیز 

,
1
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 بااست  برابرحق بیمه  یبیز -Eبرآورد  1( باشد، با استفاده از تعریف 6به فرم رابطه )  βو  αتوأم اگر تابع چگالی  برهان:
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 بیزی حق بیمه برابر است با -E(، برآورد 7تحت تابع چگالی )
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 یزیب -Eبرآورد  E-MSEمحاسبه . 3

 شودبیز معرفی کرد، که به صورت زیر تعریف می -Eرا به عنوان معیاری برای ارزیابی خطای برآورد  E-MSE( 2020هان )

[14]. 

 پسین برآورد بیز است و به صورت  MSE، امیدریاضی زیب -Eبرآورد  E-MSE. 2تعریف 

        ( ) ( ) , ( ) ,EB B B

D
E MSE P MSE P d d E MSE P      x x x 

β  ،و  αدامنه  Dشود، که در آن تعریف می )(xBPMSE با ابرپارامترهای بیزی حق بیمه  پسین، میانگین توان دوم خطای

α  وβ و   است. Dروی  βو  α توأمتابع چگالی  ,

فرض کنید  .2قضیه  nxx ,...,1x ( باشد. 1نمونه مشاهده شده از توزیع نمایی با تابع چگالی )،داریم در این صورت 

 پسین حق بیمه بیزی برابر است با MSE -الف
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 توأمحق بیمه تحت توابع چگالی  یبیز-Eبرآورد  MSE-E -ب  (، به ترتیب 8( و )7(، )6داده شده در روابط ) ,

 عبارتند از



 
 

 1403سوم، ، شماره دهم دوره ،های ریاضیپژوهش

 

 

130 

   
   

,
1

1

2

1
ln

6

46
)(

222

1


































nnnn

nccTT
PMSEE

EB
x  

   
   

,
1

1

2

1
ln

3

33
)(

222

2


































nnnn

nccTT
PMSEE

EB
x  

   
   

.
1

1

2

1
ln

6

386
)(

222

3


































nnnn

nccTT
PMSEE

EB
x  

 پسین حق بیمه بیزی برابر است با MSEالف( برهان: 

  xxx |))(())(( 2PPEPMSE BB  , 

     xxx |)(|)|()(
2

 PVarPEPE  , 

















 xx |

1
|

1 2

2 
EE , 

22

1)(

)2()(



























n

T

n

nT , 

 
   21

2

2










nn

T . 

 برابرحق بیمه  یبیز-Eبرآورد  E-MSE، محاسبه 2( باشد، با استفاده از تعریف 6به فرم رابطه ) چگالی توأماگر تابع ( ب

 بااست 

       ddPMSEPMSEE
D

BEB

 ,)()( 1
1 xx 





dd

nn

T

c

c
c













   )2()1(

)()(2
2

2

0

1

0

2

 




 dd
nn

Tc
c

c

  


0

1

0

2

2

2 )2()1(

1
))((

2 

 
   

 d
nnnn

n
Tc

c

c
































  1

1

2

1
ln))((

2
2

0

2

2
 

. 
   

































1

1

2

1
ln

6

46
222

nnnn

nccTT 

 ( داریم7) چگالی توأمهمچنین تحت تابع 



 
 

 ...آنها سهیو مقا مهیمورد انتظار حق ب یزیب یبرآوردها

 

 

131 

       ddPMSEPMSEE
D

BEB

 ,)()( 2
2 xx  





dd

nn

T

c

c













   )2()1(

)(1
2

2

0

1

0

 




 dd
nn

T
c

c

  


0

1

0

2

2

)2()1(

1
)(

1  

 
   

 d
nnnn

n
T

c

c
































  1

1

2

1
ln)(

1
2

0

2  

 
   

.
1

1

2

1
ln

3

33
222


































nnnn

nccTT  
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 یساز هیشب جینتا. 4

 یبراشود. می ارائه بیمه حق بیزی -Eشده  معرفی برآوردگرهای مقایسه برای کارلو مونت سازیشبیه یک بخش، این در

این صورت ریسک حق  شود. دریتولید م θ=5 با پارامتر یاز توزیع نمای، n=10، 30، 50، 80 به حجم یهایاین منظور، نمونه

ی تکرار به ازا M=10000 شده با در نظر گرفتن بر اساس روابط ارائهها آن MSE-Eو  EBPاست. مقادیر  RP=2/0 بیمه برابر

10 ،5 ،1 ،1/0=c نتایج ملاحظه شده از این جدول عبارتند از:خلاصه شده است.  1، محاسبه و نتایج در جدول 

 بین آنها برقرار است.( 9) نزدیک هستند و رابطه یبه مقدار واقع c مقادیر کوچکتر یبه ازا یبیز -Eهای برآورد -1

.321 EBEBEB
PPP  (9) 
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 ی برقرار است.بیز -E یبرآوردها E-MSEرابطه زیر بین  -2

     .321 EBEBEB
PMSEEPMSEEPMSEE  

1EB، برآورد MSE-E شود که با استفاده از معیارینتیجه م( 10از رابطه )
P  2بهتر ازEB

P  2و برآوردEB
P  3بهتر ازEB

P  

 است.

 -E یبرآوردهااز مقدار  ،n شیبا افزایابند. همچنین ی بهبود میبیز -E یبرآوردها، n، با افزایش cبه ازای مقدار ثابت  -3

 شود.آنها کاسته می E-MSEی و بیز

 کوچکترمقادیر  ییابد. در نتیجه برآوردها به ازایم برآوردها افزایش E-MSEمقدار  c، با افزایش n مقدار ثابت یبه ازا -4

c تر هستند.مطلوب 

 آنها E-MSEبیمه و  حقی بیز -E : مقایر برآورد1جدول 

n c 1
EBP 2

EBP 3
EBP )1

EBMSE(P-E )2
EBMSE(P-E )3

EBMSE(P-E 

10 1/0 2136136/0 2153697/0 2171257/0 005913513/0 006002869/0 006092225/0 

1 2458743/0 2634343/0 2809944/0 007721248/0 008814226/0 009907204/0 

5 3860954/0 4738958/0 5616963/0 019954521/0 029785389/0 039616257/0 

10 5624977/0 7380985/0 9136994/0 045183472/0 075806866/0 106430261/0 

30 1/0 2045718/0 2051368/0 2057019/0 001517025/0 001525163/0 001533300/0 

1 2149095/0 2205598/0 2262100/0 001670554/0 001758043/0 001845531/0 

5 2604636/0 2887149/0 3169662/0 002486543/0 003059161/0 003631779/0 

10 3163741/0 3728767/0 4293793/0 003786819/0 005265896/0 006744974/0 

50 1/0 2027443/0 2030810/0 2034177/0 0008648342/0 0008676544/0 0008704746/0 

1 2079672/0 2113343/0 2147014/0 0009093349/0 0009386828/0 0009680307/0 

5 2353538/0 2521894/0 2690250/0 0011705557/0 0013456628/0 0015207699/0 

10 2695805/0 3032517/0 3369229/0 0015620980/0 0019832222/0 0024043464/0 

80 1/0 2019801/0 2021897/0 2023994/0 0005261715/0 0005272515/0 0005283315/0 

1 2054139/0 2075104/0 2096069/0 0005441322/0 0005552166/0 0005663009/0 

5 2219703/0 2324526/0 2429349/0 0006370385/0 0006991219/0 0007612052/0 

10 2433120/0 2642766/0 2852413/0 0007718109/0 0009129768/0 0010541426/0 

(10) 
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 هاداده چندک-چندک و چگالی تابع هیستوگرام، نمودارهای. 1شکل 

 

 مثال کاربردی. 5

 نشان 1400 تا 1386 هایسال بین فاصله در را حوادث رشته در کشور بیمه صنعت پرداختی خسارت میزان 2 جدول

 18261/0آماره آزمون برابر  مقدار. شد استفاده اسمیرنوف - کولموگروف آزمون از ها،داده به نمایی توزیع برازش برای. دهدمی

 هاداده از مجموعه این بهتوان را می θ/1 =96/101میانگین  با نمایی توزیع که دهد می نشان 6346/0داری  معنی مقدار و

 -E یبرآوردها دهد.یها را نشان مدادهچندک -چندک و چگالی تابع هیستوگرام، نمودارهای 1 شکل. برازش داد خوبی به

 . است شده نمایش داده cمختلف  مقادیر ازای به 3 جدولآنها در  E-MSEی و بیز

 ریال( میلیارد ده حوادث )به رشته در کشور بیمه صنعت پرداختی خسارت میزان: 2 جدول

 1393 1392 1391 1390 1389 1388 1387 1386 سال

 80/67 66/65 53/53 11/38 02/30 47/26 27/27 56/20 میزان خسارت

  1400 1399 1398 1397 1396 1395 1394 سال

  08/282 39/196 75/182 17/173 00/140 92/119 73/105 میزان خسارت
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1EBبرآورد  MSE-Eاینکه  به توجه با و بوده، نزدیک هم به برآوردها که شودمی ملاحظه جدول این از
P در است، کمتر 

 در گرفته صورت سازیشبیه و ها عددی داده نتایج بین سازگاری همچنین،. برآوردهاست سایر به نسبت بهتری برآورد نتیجه

 .دارد وجود قبل بخش

 آنها E-MSEبیمه و  حقی بیز -Eبرآورد  مقایر: 3 جدول

c 1
EBP 2

EBP 3
EBP )1

EBMSE(P-E )2
EBMSE(P-E )3

EBMSE(P-E 

5/0 5326/105 5384/105 5441/105 3821/826 4721/826 5621/826 

1 5441/105 5556/105 5671/105 5622/826 7423/826 9224/826 

3 5901/105 6246/105 6591/105 2829/827 8236/827 3643/828 

5 6361/105 6936/105 7511/105 0041/828 9059/828 8077/829 

10 7511/105 8661/105 9811/105 8092/829 6157/831 4222/833 

 

 گیری نتیجه و بحث. 6

توزیع پیشین، ابرپارامترهای  برای چگالی تابع 3 به توجه باآنها  E-MSEبیمه و  حقی بیز -Eبرآوردگرهای  مقاله، این در

 -Eبرآوردهای  .گرفت هستند، مورد مطالعه قرار یتوزیع نمای یکه خسارت ها دارا یتحت تابع زیان توان دوم خطا و در حالت

1EB شد که برآورد ملاحظه ،یسازمطالعه شبیه یک به کمکها ارائه شد. آن MSE-Eهای ی و فرمولبیز
P  دارایMSE-E 

 در کشور بیمه صنعت پرداختی خسارت یدادهها. است یبهتر دلکرعم یدارا برآوردها سایر به نسبت نتیجه دربوده و  مترک

 و دادهها از حاصل نتایج بین بیخو یرگاسازکه  دهدمی نشان نتایج. فتگر قرار سیبرر مورد سال 15 در حوادث رشته

 .دارد وجود یشبیهساز
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