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Introduction 
Fractional calculus plays a worthy role in different disciplines of science and 
engineering such as in modeling of many physical phenomena. It is concerned 
with integrals and derivatives of arbitrary orders. The variable-order (VO) 
fractional derivatives are an extension of the constant fractional-order 
derivatives  which  simultaneously possesses memory it is a powerful tool in 
modeling complex dynamical systems related to non-locality and memory 
effect. Due to the high complexity of the VO fractional diffusion 
equations, their analytical solution is extremely difficult, and even in most 
cases is impossible. In the past decade, one of the main challenges has been to 
develop some approximate methods for the solution of the VO time-fractional 
diffusion equations in form (1). This equation contains a variable-order 
fractional time-derivative and a second-order spatial-derivative. To solve 
problem (1), we develop a high-order numerical method based on the compact 
finite difference and weighted shifted Grunwald-Letnikov operators. 

Material and Methods 
In this paper, first we define the VO Riemann-Liouville and Caputo fractional 
derivatives. Then, by using the shifted Grunwald-Letnikov operators, we 
derive a second-order approximate formula for discretizing the VO time-
fractional derivative of order ߙሺݔ,  ሻ. Using a compact finite differenceݐ
method, the second-order spatial derivative is discretized. Therefore, the 
problem (1) is converted to a system of algebraic equations. 

Results and discussion 
We show that the proposed method is of fourth- and second-order of 
convergence accuracy in spatial and time directions, respectively. Also, the 
solvability, stability and convergence of the present method are established. 
To verify the efficiency and high accuracy of this method, some numerical 
examples and comparative results are presented. 

Conclusion 
The following conclusions are obtained from this research. 

 A high-order numerical method is designed and implemented to 
solve a boundary value problem governed by the VO fractional 
diffusion equation. 
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 The proposed method is solvable, unconditionally stable and 
convergent. 

 The derived numerical results are not sensitive to roundoff error 
when the number of temporal/spatial cells increases. 

 The presented results coincided with the theoretical analysis very 
well. 

 

How to cite: Kheirkhah, F., Hajipour, M. (2024). An accurate numerical method for solving the variable-order fractional 
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  مرتبه متغير كسري نفوذ مسأله حل براي دقيق عددي روش يك
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  چكيده  اطلاعات مقاله

  مقاله پژوهشينوع مقاله: 
  
  
  29/08/1401 :افتيدر خيتار
  28/05/1402: بازنگري خيتار
  17/07/1402: رشيپذ خيتار
  20/03/1403: انتشار خيتار
  
  

   هاي كليدي:واژه
    متغير،-مرتبه كسري مشتق
   كسري نفوذ معادله
   .عددي روش

متغير يك -در اين مقاله براي حل يك مســأله مقدار مرزي برگرفته از معادله نفوذ كســري مرتبه 
ــتق   روش عددي با مرتبه دقت بالا طراحي و پياده ــت. اين معادله حاوي يك مش ــده اس ــازي ش س

ست. براي            سبت به مكان ا صحيح مرتبه دوم ن شتق  سبت به زمان و يك م سري با مرتبه متغير ن ك
  يك از و مكاني سازيساختن اين روش جديد، از يك فرمول تفاضلات متناهي فشرده براي گسسته

سسته   براي داروزن يافتهانتقال لتنيكوف-گرانوالد فرمول ستفاده  زماني سازي گ ست  شده  ا شان  .ا  ن
ــده داده ــت ش ــبت  روش اين كه اس همگرايي چهار و دو   نرخبه مكان و زمان به ترتيب داراي  نس

ست  ست. به منظور         . همچنين حلا شده ا سي  شده برر ساخته  پذيري، پايداري و همگرايي روش 
ه  اي ارائهمگرايي بالاي اين روش، چند مثال عددي و برخي نتايج مقايسه  نرخنشان دادن كارايي و  

  شده است.

  
  
  

 51)، 1( 10، هاي رياضيپژوهش. مرتبه متغير كسري نفوذ ألهمس حل براي دقيق عددي روش يك). 1403؛ (مجتبي، فرناز و حاجي پور، خيرخواه: استناد
– 69.         

  

   نويسندگان. ©                                                 خوارزميدانشگاه ناشر: 
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 مقدمه

ي رتبه گويا، گنگ و يا حتاز م يهايها و مشتق كاربرد انتگرالو  اي در آناليز رياضي است كه به بررسي   حسابان كسري حوزه  
شروع قضيه حساب ديفرانسيل كسري مي         مختلط مي صحيح موجب  شود.   پردازد. تعميم مفهوم مرتبه مشتق به مقادير غير 

شتقات  مبا كمك درستي  به توانشوند را نمي كه به صورت غيرموضعي بيان مي   هاي مسائلي اند كه ويژگيمحققان نشان داده 
ــحيح ــيف  از مرتبه ص ــه علاوه دربهد. مونتوص ــتقات حاوي معادلات با مقايس ــحيح، مرتبه هايانتگرال يا مش ــياري ص  از بس

ضعي  و  نامنظم رفتاري كه واقعي دنياي هايپديده ستفاده  با را دارندغيرمو سري  هايعملگر از ا صيف  بهتر توانمي ك رد  ك تو
رند، لذا به عنوان يك ابزار قدرتمند براي توصــيف  مشــتقات مرتبه كســري ويژگي حفظ تاريخچه و ذخيره حافظه را دا . ]1[

 و حافظه كه است شده داده نشان حال اين با هاي غيرموضعي كه حافظ تاريخچه هستند  مورد توجه قرار گرفته است. پديده
سيستم   بودن غيرموضعي  ست  ممكن رفتار يك   الهايگراز مشتقات و انت  لذا نمايد، تغيير مكاني و زماني شرايط  تاثير تحت ا

سري  صيف چنين پديده  متغير-مرتبه ك ست    براي تو شده ا ستفاده  سري مرتبه   . هايي ا شتقات ك از  متغير، در هر لحظه-در م
سته    ساير نقاط داريم و در عين حال اين نقطه به نقاط قبلي خود نيز واب اند زمان و در هر نقطه از مكان ديناميك متفاوتي از 

سري مرتبه ثابت، م    شتقات ك ست و ديناميك همه نقاط باهم برابر    شتق در هر نقطه فقط به زمان اما در م سته ا هاي قبل واب
شند  مي ثابت-مرتبه كسري  مشتقات  از توسعه  يك متغير،-مرتبه كسري  است. مشتقات   سيل  و انتگرال . مفهوم]2[با  ديفران

سري  سط  بار اولين براي متغير-مرتبه ك شتقات  هايعملگر از برخي علاوهبه. شد  معرفي ]3[راس در  و سامكو  تو سري  م  ك
سط  هاآن تئوري مطالعات و متغير-مرتبه سي 4در [ هارتلي و لنزو تو ست  شده  ] برر ضعي  ويژگي.  ا   هايعملگر بودنغيرمو

ــباتي هزينه متغير-مرتبه كســري ــباتي دقت و دهدمي كاهش را محاس  هايروش توســعه لذا. بخشــدمي بهبود نيز را محاس
شتقات  حاوي غيرخطي هايستم سي  حل براي كارآمد سري  م سأله  قبيل از متغير-مرتبه ك شار ( نفوذ م سأله  ،)انت  رلكنت م
  در فراواني ايهكاربرد گسترده  طوربه متغير-مرتبه كسري  نفوذ مسأله . است  مطلوب ديفرانسيلي  و انتگرالي معادلات و بهينه
ست  علوم و شيمي  فيزيك، در متغير هايپديده سازي  مدل شكي  زي هاي نامنظم مانند . در مدل بندي پديده]6،5[دارند  پز

عبارت بهتر ديناميك در هر لحظه از زمان  نفوذ، به دليل اين كه پديده نفوذ در هر لحظه داراي سرعت يكنواختي نيست يا به  
داده نشان ]،  6[ كنند. درهايي را بهتر توصيف ميها متفاوت است لذا مشتقات كسري مرتبه متغير چنين پديدهبا ساير زمان
ــت ــده اس ــأله  جواب يك كه ش ــري با مرتبه نفوذمس ــري مرتبه ،متغير-كس ــه با مدل كس ــحيح -در مقايس ثابت و مرتبه ص
شده  فيزيكي پديدهو بيانگر اين مهم است كه   دارد؛ هاي آزمايشگاهي حاصل از داده  نتايج يشتري با تطابق بمتناظرش،   ارائه 

   متغير-مرتبه كسري  نفوذ معادلات  تحليلي حل .شود ميتوصيف   يترمتغير بطور دقيق-تبهبا استفاده از مشتقات كسري مر   
ــيار  پيچيدگي  دليل  به  ــوار بسـ ــد مي غيرممكن موارد برخي در حتي و دشـ ــته   هاي دهه  در كه  حدي  تا . باشـ  از يكي گذشـ

ساسي   هايدغدغه شمندان،  ا  ، برخي]8[در  .]7[است   بوده تمعادلا اين نوع از حل براي تقريبي هايروش برخي توسعه  دان
سأله  حل براي متناهي تفاضل  هايروش ) مرتبه از كسري  نفوذ م , )x t   ست شده ا   عددي ، يك روش]9،10[ در. معرفي 
 مرتبه از هاروش از ] برخي11[ در همچنين. شـــده اســـت ارائه متغير-مرتبه غيرعادي انتشـــار زير معادلات حل براي كارا

( ) h 2 4 شار -واكنش معادله حل رايب ست به متغير-مرتبه غيرخطي زيرانت ست  د  hو زماني گام آن در كه آمده ا

شند. مي مكاني گام ) مرتبه از و كارا عددي روش يك ]12در [ با ) h 3 4 سأله  حل براي سري  نفوذ م متغير -مرتبه ك
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ست    ارائه سيدن  براي كه شده ا سبت به زمان، بايد تابع جواب و     دقت مرتبه به ر شتقات مرتبه همچنين سه ن  اول، دوم و م
شند. در [      سوم آن  شته با صفر را دا شروع مقدار  ستفاده از موجك 18] و [17در نقطه  كارا براي حل  هايها برخي روش] با ا

سأله موردنظر  ست.    م شده ا سأله   ] يك روش عددي با كمك روش19در [ اخيراً  نيز ارائه  شبكه براي حل يك م   هاي بدون 
  بعدي ارائه شده است.متغير سه-مرتبه كسري نفوذ

 تفاضل رعملگ يك و داروزن يافتهانتقال لتنيكوف-گرانوالد عملگر اساس بر كارا عددي روش يك ارائه مقاله اين اصلي هدف
) مرتبه از زماني-كسري نفوذ معادله بر مبتني مرزي مقدار مسأله حل براي دهفشر متناهي , )x t باشدمي زير  

)1               (
( , ) ( , ) ( , ) ( ( , ), , ), , ( , ),

( , ) , ,

( , ) ( ), ( , ) ( ), ,

    



  

C x t
t xx

L

u x t u x t F u x t x t t x L

u x x L

u t t u L t t t

 

 

0

0

0 0
0 0 0

0 0



 


 

) آن در كه , ) x t0 1 ،  تابع و نفوذ ضريب F عبارت همچنين. باشندمي واكنش جمله ( , ) ( , )C x t
t u x t

0  
)متغير-از مرتبه كاپوتوي كسري مشتق يدهندهنشان , )x t تابع براي ( , )u x t شودمي تعريف زير صورتبه كه است 

)2               (( , ) ( , ) ( , )
( , ) : ( ) .

( ( , ))
 

 
  

tC x t x t
t

u x
u x t t d

x t
   

 0 0
1

1  

 زماني سازيتهگسس براي را داروزن يافتهانتقال لتنيكوف-گرانوالد عملگر بر مبتني تقريبي فرمول يك ابتدا منظور اين ايبر
  براي دو نرخ همگرايي داراي حاصل تقريبي فرمول كه شودمي داده نشان سپس. كنيممي معرفي كسري نفوذ مسأله

 تفاضل فرمول يك از شده داده مسأله مكاني سازيگسسته براي پسس. است )2( متغير-مرتبه كسري مشتق سازيگسسته
 مقادير همه براي پيشنهادي را روش همگرايي آناليز و پايداري همچنين. بريممي بهره چهارم مرتبه فشرده متناهي

( , ) x t0 ) همگرايي نرخ داراي روش اين كه دهيممي نشان علاوهبه. كنيممي بررسي 1 ) h 2 4 حل براي 
 ارائه عددي هايمثال برخي پيشنهادي، روش كارايي و همگرايي نرخ تأييد براي نهايت در. باشدمي كسري نفوذ مسأله عددي
 .است شده مقايسه نيز هاروش ساير با و شده

 داروزن يافتهانتقال لتنيكوف-گرانوالد عملگر بر مبتني تقريبي يك فرمول. 1

  ].13كنيم [مي بيان را كاپوتو و ليوويل-ريمان متغير-مرتبه كسري  مشتقات تعاريف ابتدا بخش، اين در 

) كنيد فرض. 1تعريف  , ) x t0 ) مرتبه از ليوويل-ريمان چپ كسري مشتق صورتاين در ،1 , )x t تابع ,u x t 
  شودمي تعريف رزي ورتبه ص

)3        (                          RL ( , )
( , )

( , )
( , ) : ,

( ( , )) ( ) 

 
      

x t
t x t

t

u x
u x t d

x






 
    0 0

1
1  
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گاما، تابع دهنده نشان (.)آن در كه 
,

: sup ( , )



x t

x t 
0

و 
, 

: inf { ( , )}



x t

x t 
0

. 

) مرتبه ليوويل-ريمان و كاپوتو كسري مشتق بين براي جزء، به جزء گيري انتگرال از استفاده با , )x t ] 13داريم[  
)4           (                         RL ( , ) ( , )( ( , ) ( , )) ( , ). x t C x t

t tu x t u x u x t 
0 00   

)مرتبه ليوويل-ريمان متغير مرتبه كسري مشتق با متناظر .2تعريف  , )x t، لتنيكوف-گرانوالد ديفرانسيلي عملگر 
  ]9[ كنيممي تعريف زير صورتبه را تهيافانتقال

)5         (                       
[ ]

( , ) ( , ) ( ( , ))
, ( , ) : ( , ( ) ) ,[ ]







   
p

x t x x t
p tk

k

u x t w u x k p




   
   

0
 

) صحيح، عدد يكp آن در كه ( , )) ( , )
: ( )

 
 
 

 x t k
k

x t
w

k
 1 و كه شودمي ديده راحتيبه. باشدمي زماني گام طول 

)ضرايب  ( , ))x t
kw ، ضرايب سري تواني( ( , )) ( ( , ))( )




 x t x t k
kk

z w z 
 زير فرمول بازگشتي كمك با و باشندمي 01

  شوندمي محاسبه نيز

)6         (                         ( ( , )) ( ( , ))( , )
( ) , , , ,


   x t x t

k k
x t

w w k
k

 
1

11 1 2 

)آن در كه ( , )) x tw 
0 1. 

) اگر كه شودداده مي نشان , ) x t0 ) ضرايب براي زير هايويژگي گاهآن ،1 ( , ))x t
kw  14است [ برقرار [ 

   

   

( ( , )) ( ( , )) ( ( , ))

( ( , )) ( ( , )) ( ( , ))

  ( , ), , ,   ,

  , ,  , .








    

      





x t x t x t
k k

k

n
x t x t x t

k k k
k

w x t w k w

w w k w n

  

  





1
0

1
1

1 0 2 2 0

3 1 4 1 1
  

 اهميت از غيرمت مرتبه ليوويل-ريمان كسري مشتق تقريب براي كه داروزن يافتهانتقال لتنيكوف-گرانوالد عملگر يك ادامه در
 .كنيممي معرفي را است برخوردار ايويژه

) مرتبه ليوويل-ريمان كسري مشتق با متناظر داروزن يافتهانتقال لتنيكوف-گرانوالد عملگر .3تعريف  , ) x t0  را 1
  كنيممي معرفي زير صورتبه

)7     (              ( , ) ( , ) ( , )
, ,

( , ) ( , )
( , ) : ( ) ( , ) ( , ),     x t x t x tx t x t

u x t u x t u x t  
  

 
0 11 2 2 

  نوشت توانمي صورت اين در
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[ ]

( , ) ( , ) ( ( , ))

[ ]

( ( , ))

( , )
( , ) ( ) ( , )

( , )
( , ( ) )

[

]









   

  





t

x t x t x t
k

k

t

x t
k

k

x t
u x t w u x t k

x t
w u x t k


  





 

 

0
1

0

1 2

12

  

)8    (                            
[ ]

( , ) ( ( , )) ( , ),


 

t

x t x t
k

k

g u x t k


  
0

 

) ضرايب آن در كه ( , ))x t
kg  شوندمي محاسبه زير صورت به  

)9       (        
( ( , )) ( ( , ))

( ( , )) ( ( , ))
 

( ( , ))

( , )
( ) ,

( , ) ( , )
( )  , , ,

 

 ,

  

     


x t x t

x t x t x t
k k

x t
g w

x t x t
g w w k

 

  



 

0 0

0 1

1 2
1 1 22 2

  

) هايويژگي كمك با ( , ))x t
kw  ضرايب براي را زير هايويژگي توانمي ]،6[ در 2-4 لم و ( ( , ))x t

kg  آورد دستبه. 

) اگر .1-2لم , ) x t0 ) ضرايب گاهآن ،1 ( , )){ }x t
kg  باشندمي زير هايويژگي داراي  

( ( , ))

( ( , ))

( ( , )) ( ( , )) ( ( , ))

( ( , )) ( ( , ))

 

( , )
( ) , , ,

( ) ,

 
(

 

   
, ) ( , )

( ) ( ) , ,

( , )
( ) ,  









    



    

   





x t
k

x t
k

k

x t x t x t
k k k

n
x t x t

k
k

x t
g g k

g

x t x t
g w w k

x t
g g





  

 



 



0

0

1

0
1

1 1 0 0 12
2 0

3 1 2 12 2
4 1 2

   

  شود.                                      يم انجام سادگيبه اثبات ايدوجمله بسط كمك با  برهان.

]يك شبكه از نقاط روي , ] [ , ]L T0   به صورت زير در نظر بگيريد  0
)10                        (: {( , ) , , , , , , }|       i nx ih t n n N i M 0 1 0 1  

)آن در كه ) h L M N)و 1 ) T -والدگران عملگر با متناظر بنابراين.  هستند زماني و انيمك هايگام ترتيب به 1
 زير صورت) به3( متغير-مرتبه كسري مشتق سازيگسسته براي تقريبي فرمول يك توانمي )،8( يافتهانتقال داروزن لتنيكوف

  نمود ارائه
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)11                 (                 ( )

0

1
( , ) : ( , ) ,



  
n n
i i

n
i

n

i n k i n
k

u x t g u x t k 
 




  

)آن در كه , )n
i i nx t . اگر كه شودمي داده  نشان ادامه در  , u x 0  دقت مرتبه ) از11( تقريبي فرمول آنگاه 0

 .است) 2براي مشتق كسري مرتبه متغير ( دو

) كنيد فرض. 2-2لم  , ) x t0 1،i 2   و 1

( ) ( ) ( ).
 

                

z
ze

z e z z
z


    2 2 3

2
1 5 11 1 2 2 24 8  

  داريم z هر براي كه طوريبه است موجود  C2ثابت عدد صورتاين در
( ) .i z C z 2

2 2 

R كنيد فرض برهان. )تواني سري مطلق همگرايي شعاع 0 )



 l

l
l

z a z2
0

هر ازاي به تواني سري اين يعني باشد، 

z R كه شودمي ديده راحتي به. همگراست مطق طوربه  a a0 1 z هر ازاي به صورت اين در 0 R داريم  

| ( ) | | ( ) | | || ( ) | | | .i i i
  

  
   l l l

l l l
l l l

z a z z a z z a R
R

 2 2
2 20 2 0

1 

zاگر  علاوهبه R، گاهآن
z R

1 | رابطه همواره zهر براي چون مچنين. ه1 |i ze 1خواهيم است برقرار 

  داشت

| |
| ( ) | | | ( )( )

| |

( )( ) | | .

i
ii

i


                     

   
 

z
ze z

z e
z R z

z
R R






  



2
2 2

2
2

1 21 1 1 12 2
2 11 1




  

  دهيم قرار اگر صورت اين در

max ( ( ) ( )), ,




 
   

 
 l

l
l

C a R
RR R

 2 2 2 0
1 2 11 1  

                                                                                               .است برقرار حكم گاهآن
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)كنيد فرض. 3-2لم  , )u x t، RL ( , ) ( , )x t
t u x t 2

0  و RL ( , )[ ( , )]x t
t u x t 2

0  فضاي به متعلق L ( )1 باشند .
)براي  صورتاين در , ) x t0 t و 1   اريمد 0

)12            (              RL( , ) ( , ) ( ), .   
n n
i i

i n t i nu x t u x t
 
  2

0 0     

t هر براي كنيد فرض شود، وارد مسئله كليت به خللي كهاين بدون برهان. )داريم 0 , ) u x t داريم صورتاين . در0
RL ( , ) RL ( , )( , ) ( , ) x t x t

t tu x t u x t 
0 هر براي . همچنين  nt صحيح عدد هر و k n0 داريم  

ˆ[ ( , )]( ) e ( , ),i  k
i iu x t k u x w   

  و
( , ) ( , )RL ˆ[ ( , )]( ) ( ) ( , ).ii n i nx t x t

i iu x u x w 
   0  

  داريم )7معادله ( براي  فوريه تبديل از استفاده با

    ˆ( , ) ( ) ( ) ( ) ( , )

ˆ( )( ) ( , ),

i i

i i

     



n n n
i i i

n
i

n n
i i

i i

i

u x e e u x w

u x w

   




   

  2

1 1 2 2
  

  آن در هك

     ( ) ( ) ( ) ( ).



      

n
i

n nz
z n ni i

i i
e

z e z z
z

     2 2 3
2

1 5 11 12 2 24 8   

|كه طوريبه دارد وجود C2 مثبت ثابت 2-2 لم طبق ( ) | | | iz C z 2
2 21 كهاين و قضيه فرض از استفاده . با

 RL ( , )[ ( , )]x t
t u x t 2

0  ًاريمد معكوس فوريه تبديل از استفاده با همچنين و است پذيرانتگرال موضعا  
( , ) ( , )RL

( , ) ( , )RL

( , )

( , )

( , ) | ( , ) ( , ) |

| e ( [ ( , ) ( , )]( )) |

ˆ| e ( ( ))( ) ( , ) |

ˆ| | | | | ( , ) |

i

i

i

i i
i



 


 


 


 
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 
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



i n i n
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x t
i

G x u x u x

u x u x d

u x w d

u x w d

 


 






  

   


   


  


0

2

22

1
2
1 12

1
2



 



  ˆ| | ( | |) | ( , ) | | | ,
 


 
iC u x w d C   


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2
1 12 
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)ˆ آن در كه ) ( , )
 


 
i

C
C u x w d 


22 C عبارت كه جاييآن از . 12   توانيممي نيست، به  وابسته 2

maxباشيم داشته ( , )


 
n

i
t

G x C


   براي ويژه به  .2 nt كه گيريميم نتيجه  

( , ) ( , )( , ) ( , ) ( , ) .   i n i nx t x tRL
i n t i n i nG x t D u x t u x t C 

  2  

  شودمي زير نتيجه به منجر فوق نامساوي
( , ) ( , ), ( , ) ( , ) .    i n i nx t x tRL

t i n it D u x t u x t C 
  20  

                                                                                                .است تمام اثبات لذا و

)شرايط در u تابع اگر ،3-2 لم مفروضات برقرار فرض با .4-2ملاحظه , )







k

tk

u x t

t
0  كه 0 k0 . كند صدق 2

  گاهآن

( , ) ( , ) ( ).  
n n
i iC

i n t i nu x t u x t
 
  2

0   

 شده هارائ كاپوتو و ليوويل-ريمان مفهوم در متغير-مرتبه كسري مشتق از متفاوتي تعاريف اخير هايسال در كه شود توجه
 مشتق حاوي مسائلي حل همچنين ].2نباشد [ سازگار هاآن براي فوق در شده ارائه سازيگسسته شيوه است ممكن كه است

 اين سازگاري هاآن و است گرفته قرار زيادي محققان توجه ) مورد3( رابطه در شده داده مشتق نوع از متغير-مرتبه كسري
 ].6[ اندنموده تأييد آزمايشگاهي هايداده  با همراه واقعي ائلمس برخي حل با  فيزيكي نظر نقطه از را مشتق

 

  متغير-مرتبه كسري نفوذ مسأله سازيگسسته .2

 كنيممي  بنديفرمول زير متغير-مرتبه كسري نفوذ مسأله حل براي را دقيق عددي روش يك بخش اين در

)13    (           

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ), ( , ) ( , )

( , ) , ( , ),

( , ) ( ), ( , ) ( ), t [ ,

(

T]

]

,

, ,    


 
   

C x t
t xx

L

u x t u x t u x t f x t x t L T

u x x L

u t t u L t t

 

 

2

0

0 1
0 0

0 0
0

0 0



 

)آن در كه , ) x t0 ) توابع. باشندمي ثابت مقادير 1، 2 و 1 , )f x t، ( )t0 و ( )L t هموار كافي اندازه به 
) كه ايگونهبه هستند ) 0 0 ) و 0 ) L 0 )ناهمگن اوليه شرايط براي كه باشيد داشته توجه .0 , ) ( )u x x00، 
)جديد متغير , ) ( , ) ( ) u x t u x t x0 كنيممي اعمال پيشنهادي روش ارائه براي را.  
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]دامنه روي )10( صورت به را نقاط از يكنواخت شبكه يك  , ] [ , ]L T0 n كنيد فرض علاوهبه. بگيريد نظر در 0
iU 

:تقريبي مقدار دهندهنشان ( , )n
i i nu u x t مكاني دوم مرتبه مشتق تقريب براي حال. باشد( , )xxu x t، فرمول از  

 ]14كنيم [مي استفاده زير چهارم مرتبه فشرده متناهي تفاضلات

)14   (                  ( , ) ( , ) ( , ) ( ),
( )


  

 
x

xx i n i n i n
x

h
u x t u x t u x t h

h x




2 4 4 6
2 2 41

12 2401   

) آن در كه , ) : ( , ) ( , )   h h
x i n i n i nu x t u x t u x t 2 :عملگر كارگيري به با . همچنين2 x x

21
121 در 

 فرمول كمك با صورت اين در. آورد دستبه را چهارم مرتبه دقت توانمي ]7[در  3 لم از استفاده با و مكاني سازي گسسته

دوم مرتبه داروزن يافتهانتقال لتنيكوف-گرانوالد عملگر همچنين  و مكاني سازيگسسته ايبر )14(
n
i

 11(  در شده داده( 
 بنديفرمول زير صورت به ) را13( متغير-مرتبه زماني-كسري نفوذ معادله گسسته فرم توانمي زماني سازيگسسته جهت
   نمود

)15     (            ( ) ( ) , , ,
n
i n n n n n

x i x i x i i iu u u f R n N i M
h





         21 22 1 1 1  

:آن در كه ( , )n
i i nf f x tدر موضعي برشي خطاي 3-2لم و )14( از استفاده با نتيجه . در ( , )i nx t مرتبه از

 ( ) h 2 4 يعني آيد،مي دستبه| | ( ) n
iR C h 2 4

-مرزي مقدار مسأله حل براي عددي روش يك نهايت در . 0
  آيدمي دستبه زير صورتبه )13( متغير-مرتبه كسري اوليه

)16   (

( )
( ) ( ), , ,

, , , , ,

, , , , , ,

 






  





 

   

    




nn

xii
n

n k n n n
x i i x i ik

k

i

n n n n
M L

g U U U f n N i M
h

U i M

U U n N

   

 

2
1 220

0

0 0 1

1 1 1

0 0 1 1
0 1 1

     

  

: آن در كه ( ) n
nt0 : و0 ( ) n

L L ntتفاضلاتي روش ) يك16( شده سازي گسسته معادلات سيستم . بنابراين 
 صورتبه ايشبكه توابع ماتريسي فرم كنيد فرض. كندمي ) ارائه13( سألهم عددي حل براي ضمني

 : [ , , , ]U  n n n n T
MU U U1 :و  2 [ , , , ]F  n n n n T

Mf f f1  براي شده ارائه روش ماتريسي فرم صورتاين در. باشد 2
  باشدمي زير صورتبه )13مسئله (

)17       (               
( )

,

[ , , , ] ,

diag( ) , , , , 

U

A U J g U B



 

  








 
n

T

n
n n n k n

k
k

n N
 

0

1

0 0 0
1 1  
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)آن در كه )( ) ( )( )
, [ , , , ]g

  
nnn nn nn
MM T

k k k kg g g
  

   1 21 2،  

)18                   (                           ( )
,( diag( ) ),A J g J  

nn

h


 


 10 2 02  

:هايو ماتريس tridiag( , , )J 
1 10 1

12 12 :و 12 tridiag( , , )J  0 1 2   قطري هستند. همچنينسه 1

)19                           (
 

 

: ( ) ( )

( ) ( ) .

B JF I

I


     

  

n

n
M

n n n n n

n n n
L M L M

f
h

f
h







 
 

 
 

0

1

1 2 0 0 0 12

1 2 12

1
12 12

1
12 12

   

Anضريب . باشندمي صفر هادرايه بقيه و يك آن ام iدرايه كه باشدمي سطر Mبا بردار يك دهنده نشان Ii علاوهبه
يك 

 باشدمي قطري سه جبري سيستم ) يك17جبري ( سيستم ، nهر براي اهآنگ. باشدمي اكيد قطري غالب و قطري سه ماتريس
nهر ازاي به جبري سيستم اين نتيجه در  پيشنهادي روش همگرايي و پايداري آناليز. باشدمي بفرد منحصر جواب داراي 1

Aǁ كنيد فرض. شد خواهد بررسي ادامه ) در13متغير (-مرتبه  كسري مسأله ) براي17( ǁ نرم كننده مشخص L2  ماتريس 

A ويژه مقادير ، ]15در [ 154 صفحه در شده ارائه روش استفاده با. باشد J0 وJ شوندمي محاسبه زير صورتبه ترتيببه  

)20            (                        
: sin ( ), , , , ,

( )

: sin ( ), , , , .
( )

 

 

J

J

     

    
 

s

s

s
s M

M

s
s M

M





0 2

2

4 1 22 1
11 1 23 2 1

 

 است نامشروط ) پايدار13( متغير-مرتبه  كسري نفوذ مسأله حل ) براي17( عددي روش )نامشروط پايداري( .1-3قضيه

 هرگاه
h


 12 2

6. 

Uكنيد فرض برهان.
n

  باشد زير معادلات دستگاه جواب 

)21        (             


 ( )
,

,

diag( ) , , , ,

U

A U J g U B








 

     



nnn n kn n

k
k

n N
 

0 0

1
1 1  

: آن در كه [ , , , ]   T
M  0

1 Anكه جاييآن . از2
 پذيرمعكوس لذا است قطري غالب و قطري سه ماتريس يك 

:Eدهيممي قرار. باشدمي U U  
nn n  خطاي معادلات دستگاه توانيم) مي21( و )17( روابط از استفاده با . لذا0

  آوريم دستبه  زير صورت به ) را17( عددي روش از حاصل
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)22         (         ( ) ( )
, ,( ) ( diag( ) diag( ) ) , , ,

n nn n
n n n k

k k
k k

n N 
  

 

 
        E A J g E g1 0 0

1 1
1 1 

:آن در كه [ , , ]E   T0 0 nكنيد فرض . 0
s دهندهنشانs-قطري سه ماتريس ويژه مقدار امين An

 ،استفاده با لذا باشد 
  داريم ]16 [در 7-2-1 گريشگورين هايدايره قضيه از

)23   (       
(( ) ) (( ) ) ,

(( ) ) (( ) ) ,

( | |)

( | |)

 

 

      

     










n nn n
s ss s

n nn n
s ss s

n
s

n
s

h h

h h

  

  

 
    

 
    

1 12 22 22 2

1 12 22 22 2

10 11 2 2 112 12
10 11 2 2 112 12




 

,كه , s M1 .كهناي به توجه با ( , )max{ : , } x t x t 3
2 21 1 � ، اگر 

h


 12 2

  داريم گاهآن 6

)24               (                              | | , , , , .  
n
sn

s s M 2 1 23  

  ) داريم20( رابطه از استفاده با و )24طبق ( صورت اين در

)25                                        (( ) , , , , ,A J   
n
sn s M

 1 3 1 22ǁ ǁ  

آن در كه n
s0    داريم 1-2 لم از استفاده با . همچنين1

( ) ( )( ) ( ) ( )
| | ,

 
       

n nn n n
i ii i i

n n
n
ik k

k k

g g g g g
    0 0 0

0 1
2 3 

,آن در كه , , i M1 ,و 2 , , n N1   كهطوريبه باشد صحيح عدد يك sكنيد فرض 2

)26  (                                             ( )( )
,diag( ) | | .g  nnn

ss
k kg 

 ǁ ǁ  

 اشتد ) خواهيم22( معادله در )26( ) و25( معادلات بردن كار به با

( ) ( )
, ,

( ) ( )

( ) ( )

( ) diag( ) diag( ) )

| | | |

| | | | .

n n

n n
s s

n n
s s

n n
n n n k

k k
k k

n n
n k

k k
k k

n n
n k k

k n k
k k

g g

g g

 
  

 

 

 

 



 





 

    

    

     

 

 

 

E A J g E g

E

E E

1 0 0
1 0

0 0
1 0

10 0
1 0

3 3
2 2
3 11 3 11
2 2 2 2

(ǁ ǁ ǁ ǁ ǁ ǁǁ ǁ ǁ ǁ ǁ ǁ ǁ ǁ

ǁ ǁ ǁ ǁ ǁ ǁ

ǁ ǁ ǁ ǁ ǁ ǁ ǁ ǁ

  

هر براي 1-2 لم از استفاده با  k n0 ) داريم 1 )| | 
n
s

n kg    اريمد . لذا2
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.E E



  

n
n k

k

1 0
0

113 2ǁ ǁ ǁ ǁ ǁ ǁ 

 طوريبه است موجود و hاز مستقل c مثبت ثابت ،]14[در  13-1-5 لم در شده داده گرانوال نامساوي از استفاده با
  كه

)28                      (                  , , .E     n c n N0 1 1ǁ ǁ ǁ ǁ  

                                           .باشدمي نامشروط ) پايدار17( شده سازي گسسته روش نتيجه در

,كنيد فرض )همگرايي نرخ( .2-3قضيه
,( , ) ([ , ] [ , ]) x tu x t L T6 3 0 0 براي و ) باشد13( مسأله جواب , ,k 0 1 2 

)شرط در , )







k

tk

u x t

t
0 )به )17( گسسته معادلات سيستم جواب گاهآن. كند صدق 0 , )u x t هرگاه همگراست

  , h )روش همگرايي مرتبه علاوه. به0 ) h 2 4 باشدمي. 

: دهيد قرار برهان. n n n
i i ie U uآيدمي دستبه زير صورتبه روش خطاي معادله )،17) و (13معادلات ( از استفاده . با 

)29         (                   ( )
,( ) diag( ) ( ) ,E A J g E A R

 


  

nnn n k n
k

k


 

1 1
1

  

: آن در كه [ , , , ]E   T0 0 0 0،1: [ , , ]
n n n T

Me e E و: [ , , ]R  n n n T
MR R1. داريم )15( رابطه از استفاده با

 ( ) n
iR h 2 4، ثابت آنگاهC )كه طوريبه دارد وجود 1 )R n C h 2 4

1ǁ ǁ. 24( معادلات از استفاده با(-
  داريم )29براي ( گرانوال نامساوي و 1-2لم  )،26(

max{ , }exp( )( ) max{ , }( ).E    n
C n h C h         2 4 2 4

1 15ǁ ǁ  

, آن در كه ,  n N1 C و 1                            .است تمام اثبات لذا. است مثبت عددي 1

   

  عددي هايمثال. 3
 غيرمت-مرتبه زماني-كسري نفوذ مسأله عددي حل براي پيشنهادي روش سازيپياده از حاصل عددي نتايج بخش اين در
ست  شده  ارائه صل  عددي نتايج همچنين. ا شنهادي  روش از حا صل  تايجن با  پي شده در  روش از حا  ]18[و  ]17[هاي ارائه 

  است. شده مقايسه
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)دقيق جواب و مرزي اوليه، شرايط با همراه متغير-مرتبه كسري نفوذ مسأله . 1 مثال , ) sin( )u x t t x   0 و  

)روي را زير , ) [ , ] [ , ] x t T0 1   بگيريد نظر در 0

)30      (      

( , ) ( )
( , ) ( , ) ( , ) sin( ),

( )

( , ) , ,

( , ) , ( , ) sin( ), .

  
      

  


C x t
t xx

t
u x t u x t u x t x

u x x L

u t u L t t L t T

 




 
 



2
0

1
1

0 0 0
0 0 0



 
 

  

 اجراي زمان و روش همگرايي نرخ خطا، ماكزيمم ) شامل17( روش عددي نتايج ،hو هايگام طول از مختلف مقادير براي
T در زمان 4-1هاي جدول و 1 شكل ) در30( كسري-نفوذ مسأله حل) ثانيه حسب بر( برنامه    اند.شده گزارش  1

 

) ثانيه( برنامه اجراي زمان و زماني همگرايي نرخ خطا، ماكزيمم ، tجهت در Nمختلف نقاط تعداد ازاي به .1جدول 
hبا پيشنهادي روش از حاصل 1

)واقعي  جواب كهوقتي 1 مثال حل براي  400 , ) sin( )u x t t t x 2  باشد.مي 2

sin  زمان ( xt)
(x,t) 


21 100

200    (xt)
(x,t) 


220

500    exp( xt)
(x,t) 

 300    

N  خطا  نرخ همگرايي    خطا  نرخ همگرايي    خطا  نرخ همگرايي  (ثانيه) 
1  

04/0  -  04-e008/2    -  0019/0    -  05-e75/9  4  
13/0  94/1  05-e22/5    99/1  04-e79/4    96/1  05-e50/2  8  
38/0  99/1  05-e30/1    99/1  04-e20/1    98/1  06-e34/6  16  
40/1  15/2  06-e94/2    00/2  05-e00/3    99/1  06-e60/1  32  
31/5  18/2  07-e48/6    00/2  06-e50/7    00/2  07-e00/4  64  
01/21  09/2  07-e52/1    00/2  06-e87/1    00/2  07-e00/1  128  
85/80  00/2  08-e80/3    00/2  07-e66/4    00/2  08-e50/2  256  

  
) تابع يعني كسري مشتقات مرتبه اينجا در , )x t است شده انتخاب زير صورت به  

)31    (                             e ( ) sin ( )
( , ) . , . , , , .

  


xt xt xt
x t

2 220 1 1000 25 0 5 300 500 200  

 پيشنهادي  روش دهدمي نشان  1جدول  كه نطورهما .است  پايدار شرطي  هيچ بدون )17( پيشنهادي  روش ،1-3قضيه  طبق
سب به زمان   ) همگرايي نرخ داراين ) 2  ست شان  2 جدول و ا سبت  روش اين كه دهدمي ن  همگرايي نرخ از مكان به ن

( )h4است 2-3 قضيه در شده ارائه تئوري نتايج با مطابق و باشدمي مندبهره.  
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) ثانيه( برنامه اجراي زمان و مكاني همگرايي نرخ خطا، ماكزيمم ،xجهت در M مختلف نقاط تعداد ازاي به  .2جدول
با پيشنهادي روش از لحاص  1

)واقعي  جواب كهوقتي 1 مثال حل براي 2000 , ) sin( )u x t t t x 2   .باشدمي2

sin  زمان ( xt)
(x,t) 


21 100

200    (xt)
(x,t) 


220

500    exp( xt)
(x,t) 

 300    

M  خطا  رايينرخ همگ    خطا  نرخ همگرايي    خطا  نرخ همگرايي  (ثانيه) h
1  

42/40  -  0039/0  - 0038/0   -  0039/0  16  
01/47  99/3  04-e44/2    01/4  04-e34/2    00/4  04-e44/2  32  

23/80  00/4  05-e53/1    00/4  05-e46/1    05/4  05-e52/1  64  
21/198  99/3  07-e53/9    98/3  07-e22/9    99/3  07-e49/9  128  
50/105  00/4  08-e93/5    00/4  08-e75/5    99/3  08-e90/5  256  

  
  

 در شــده داده عددي روش دو و روش اين از حاصــل عددي نتايج شــده، ارائه روش بالاي دقت و كارايي مقايســه به منظور
ــأله حل براي ]،18[ و ]17[  روش كه دهدمي نشــان جدول اين .اســت شــده گزارش 3 جدول در )،30( كســري-نفوذ مس

شنهادي  سبت  پي ست  تر] دقيق18[ و ]17[ در شده  داده روش دو به ن صل  عددي نتايج .ا شنهادي  روش از حا  حل براي پي
كميهنگا )،30( مســأله 1

2 ،  5
 و 4 7

 و مكاني هايگام طول آن در كه اســت شــده گزارش 3 جدول در ،4
hصورت به زماني 1

, و 400 , 1 1 1
40 80   . اندشده انتخاب 160

  

 1 مثال حل براي پيشنهادي روش و  ]18[  ،]17[ در شده ارائه هايروش از حاصل خطاي ماكزيمم مقايسه .3ول جد
) تابع واقعي جواب كهوقتي , ) sin( )u x t t x2   است.  2

    روش پيشنهادي    ]17[روش ارائه شده در    ]18[روش ارائه شده در 
ˆ( , , )m k M  30 1 15    (K ,M ) 11 7   ( , )h  

1 1
2000 500 ( , )x t  

  03-e45/2      06-e63/6    08-e83/4  25/0  
  03-e46/2      06-e61/6    08-e63/4  5/0  
  -      06-e64/6    08-e75/5  ( )

( , )
xt

x t 


220
500  
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, ازاي به .4جدول ,N 40 80  روش از حاصل) ثانيه( برنامه اجراي زمان و زماني مگراييه نرخ خطا، ماكزيمم ،160

hبا پيشنهادي
1

)واقعي  جواب كهوقتي 1 مثال حل براي 400 , ) sin( )u x t t x  و  2 0    .باشدمي 2

sin  زمان ( xt)
(x,t) 


21 100

200    (xt)
(x,t) 


220

500    exp( xt)
(x,t) 

 300      

  (ثانيه)
نرخ 

  همگرايي
    خطا

نرخ 
  همگرايي

N  خطا  نرخ همگرايي    خطا 
1   

95/1  -  0012/0    -  003/0    -  04-e42/2  40  
1
2  27/7  88/0  04-e51/6  51/0 0021/0  49/0  04-e72/1  80  

31/27  04/1  04-e19/3  93/0 0011/0  78/0  04-e00/1  160  

95/1  -  05-e08/1    -  05-e63/2    -  06-e36/2  40  
5
4  27/7  56/1  06-e68/3    25/1  05-e11/1    24/1  07-e98/9  80  

31/27  77/1  06-e08/1  75/1 06-e29/3  81/1  07-e85/2  160  

95/1  -  06-e83/6    -  05-e99/1    -  06-e65/1  40  
7
4  27/7  87/1  06-e88/4    75/1  06-e93/5    74/1  07-e93/4  80  

31/27  99/1  07-e68/4    75/1  06-e76/1    84/1  07-e37/1  160  
  

ــان جدول  اين كه  همانطور  ــبت  گرهي قاط ن تعداد  افزايش با  دهد مي نشـ ــنهادي  ، روشNيعني زمان  به  نسـ براي پيشـ
 , 5 7

4 )همگرايي نرخ 4 ) 2 ــتبه  زمان  جهت  در را براي  كه حالي  در .آوردمي دسـ 1
  همگراي نرخ روش اين ،2

 براي واقعي، جواب زيرا نيست  روش كارايي ناقض امر اين د،دهمي دست  از را خود مطلوب 0 tدر 1   پذيرمشتق  0
 يمناسب بسيار تطابق روش اين تقريبي جواب حال، اين با. كندنمي صدق  نيز 2-3 قضيه  در شده  داده شرايط  در لذا و نيست 

  دارد.   مسأله واقعي جواب با
)براي مچنينه , ) ( sin ( )) x t xt 21

200 1 سأله  تقريبي جواب و واقعي ، جواب100 صل 30( م شنهادي  روش از ) حا  پي

Mبا Nو 400 T زمان در 500 سه  1 شكل  در 2 شان  شكل  اين. اندشده  مقاي شنهادي  روش كه دهدمي ن  پي
) فرم به tنسبت ناهموار تابعي همچنين و xبه نسبت نوساني تابع يك واقعي جواب كهوقتي , ) sin( )u x t t x20 

  است. 410 مرتبه از روش خطاي ماكزيمم حالت اين در علاوهبه است، موفق نيز است
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)جواب (الف)        , )u x T  ) جواب  (ب)                                                                2 , )u x t



 2  

)براي .1شكل  , ) ( sin ( )) x t xt 21
200 1 Mبا پيشنهادي روش از حاصل )30( مسأله  تقريبي جواب و واقعي جواب ، 100  و 400

N T زمان در 500  )فرم به جواب كهوقتي 2 , ) sin( )u x t t x 20 و ،مرتبه  از روش خطاي ماكزيمم علاوهبه  است
410 .است 

  

  گيرينتيجه. 4

) مرتبه از متغير-مرتبه كسري-نفوذ مسأله عددي حل براي با نرخ همگرايي بالا و سريع روش يك مقاله اين در , )x t 
 يك زا و مكاني سازيگسسته براي فشرده متناهي تفاضلات فرمول يك از مسأله، اين سازيگسسته براي. است شده ارائه

 نامشروط دارپاي  پيشنهادي روش. است شده استفاده  زماني سازيگسسته براي داروزن يافتهانتقال لتنيكوف-گرانوالد عملگر
 شگزار ايمقايسه نتايج طبق. باشدمي مكان به نسبت چهار همگرايي نرخ و زمان به نسبت دو همگرايي نرخ داراي و است
  .است تردقيق موجود هايروش برخي به نسبت پيشنهادي روش  شده،
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