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Introduction 

The notion of amenability for Banach algebras was first introduced and 

initiated by Johnson [3]. Afterwards, Gronbaek [2] studied the concept of 

cyclic amenability and it‘s hereditary properties of Banach algebras. Many 

Authors study and investigate the several notions of σ-amenability, for more 

details refer to [1], [5], [6], [8] and [9]. 

In the throughout of this paper we assume that A is a Banach algebra, I is a 

closed two-sided ideal in A, σ is a continuous homomorphism on A and X is 

an A-bimodule Banach. The linear map D: A→X is called derivation if D(ab) 

= D(a)∙b + a∙D(b) for all a,bϵA. Moreover, the linear mapping D: A → X is 

called a σ-derivation if D(ab) = D(a)∙σ(b) + σ(a)∙D(b) for each a,bϵA. A linear 

map D : A  → X is called σ-inner derivation if there exists 𝑥1ϵX such that D 

= ad𝑥1
σ , where ad𝑥1

σ (a) = σ(a). 𝑥1 – 𝑥1.σ(a), for all aϵA. The Banach algebra 

A is called σ-amenable if every σ-derivation D : A  → X∗ is σ-inner. This 

notion was first introduced and studied by Moslehian and Motlagh [9].   

Recall that the derivation D:A→A∗ is cyclic if 

<D(a), b>+<D(b), a>=0,   (a,bϵA). 

A is cyclic amenable if every cyclic derivation D:A→A∗ is inner. So, by using 

these notion we introduced the new notions σ-cyclic derivation and σ-cyclic 

amenability for Banach algebras. We say that the σ-derivation D : A  → A∗ is 

σ-cyclic if 

⟨D(a), σ(b)⟩ + ⟨D(b), σ(a)⟩ = 0,   (a,bϵA). 

Also, the Banach algebra A is σ-cyclic amenable if every σ-cyclic derivation 

D:A→A∗ is σ-inner. The closed two-sided ideal I in A has the trace extension 

property if for each λϵI∗ with a∙λ=λ∙a (aϵA), there exists ΛϵA∗ such that Λ|I
=

λ and Λ∙a=a∙Λ, for all aϵA. Every homomorphism σ on A can be extended to 

a homomorphism σ̂:
A

I
→

A

I
 suth that for aϵA defined by σ̂(a+I)=σ(a)+I. Next, 

we present the results obtained in this paper. We showed that let 
A

I
 be σ̂-cyclic 

amenable. Then I has the trace extension property. Also, Suppose that σ has 
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dense range on A, I has the trace extension property and Ais σ-cyclic. Then 
A

I
 

is σ̂-cyclic amenable.  

Recall that the Banch algebra A is essential, if A2̅̅ ̅ = A. We showed that every 

σ-cyclic amenable Banach algebra is essential. If σ(I) I, we can restrict σ to 

I and denoted it by σI:I → I. It is clear that σI is continuous homomorphism 

on I. Thus, if σ(I) I, I is σI-cyclic amenable and 
A

I
 is σ̂-cyclic amenable, then 

A is σ-cyclic amenable.  

For the unitization of Banach algebra A i.e. A#=A ℂe, and for every 

continuous homomorphism σ on A there exists a continuous homomorphism 

σ#: A#  →  A# such that defined by σ#(a, λe)=σ(a)+λe, (aϵA, λϵℂ). Therefore, 

with above notes, A is σ-cyclic amenable if and only if A# be σ#-cyclic 

amenable. Finally, for two Banach algebras A and B and nonzero 

multiplicative linear functional θ on B, the Cartesian space A×B with norm 

and multiplication 

||(a,b)||=||a||+||b||,      (a,b)(a’,b’)=(aa’+θ(b)a’+θ(b’)a, bb’), 

is a Banach algebra and denoted by A×𝜃 𝐵. If σ and τ are homomorphisms on 

A and B respectively, then (σ, τ) denoted by <(σ, τ),(a, b)>=(σ(a), τ(b)) is a 

homomorphism on A×𝜃 𝐵 if and only if θ∘τ=θ. By using this we showed that 

A×𝜃 𝐵 is (σ, τ)-cyclic amenable if and only if A is σ-cyclic amenable and B 

is τ-cyclic amenable.  
    

How to cite: Ghaderi, E., Nemati, M., & Naseri, S. (2024). On σ-cyclic amenability for Banach algebras. 

Mathematical Researches, 10 (1), 131 – 144. 
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  های کلیدی:واژه

 جبرهای باناخ،  

 لائو،  -θحاصلضرب  

 خاصیت اثر توسیع،  

σ-  ،مشتق دوری 

σ-پذیری دوری و  میانگین

 .یکدارساز

 

 

 

 

 

مشتق دوری و  -σمفاهیم جدید   Aباشد. در این مقاله برای   Aیک همریختی روی جبر باناخ  σفرض کنید 

σ-  آل ها و مفهوم جدید  ه کنیم. در ابتدا ارتباط بین خاصیت اثر توسیع ایدتعریف میمیانگین پذیری دوری را

را مطالعه می کنیم و نشان می دهیم که اگر  
A

I
  ،σ-آل  ه میانگین پذیر دوری باشد، آنگاه ایدI    دارای خاصیت

اثر توسیع است. در ادامه ثابت می کنیم که عکس این نتیجه در حالت کلی درست نیست و می تواند تحت  

شرایط خاصی که بیان شده است برقرار باشد. یکی ار نتایج مهمی که حاصل شده است این است که هر جبر  

σ-آل بسته و دوطرفهه میانگین پذیر دوری همواره اساسی است. به علاوه، برای هر اید  I    ازA  ارتباط بین ،σ -

پذیری دوری  میانگین-σ̂و    Aیانگین پذیری دوری  م
A

I
کنیم. همچنین نشان می دهیم را بررسی و مطالعه می  

σ- میانگین پذیر بودنA  وA#  با هم معادل است. نهایتاً این مفهوم را روی جبرهایθ-  لائو مطالعه نموده و

 . بررسی می کنیم  Bو    Aبرای یک سری از همریختی ها ارتباط آن را با مفهوم مشابه روی جبرهای  

 

 

 
 

،  های ریاضیپژوهش.  میانگین پذیری دوری روی جبرهای باناخ-σررسی و مطالعه مفهوم  ب(.  1403)  مهدی؛ و ناصری، صابر،  نعمتی  ؛قادری، اقبال:  استناد

10 (1 ،)131 – 144.                 
  

 نویسندگان.  ©                                                       خوارزمیدانشگاه ناشر: 

 

  

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 m

m
r.

kh
u.

ac
.ir

 o
n 

20
24

-0
6-

29
 ]

 

                             3 / 14

https://mmr.khu.ac.ir/article-1-3305-fa.html


 
 

 1403اول، ، شماره دهم   دوره ، های ریاضیپژوهش

 

 

134 

 مقدمه

معرفی شد. در ادامه    [3]همان طور که می دانیم مفهوم میانگین پذیری برای جبرهای باناخ برای اولین بار توسط جانسون  

مفهوم میانگین پذیری دوری و خواص موروثی آن را برای جبرهای باناخ مطالعه نمود. سپس ریاضیدانان زیادی   [2]گرونبک 

میانگین پذیری جبرهای باناخ کار کردند و نتایج بسیار و متنوعی را به دست آوردند که برای مطالعه در این  -σروی مفهوم  

 مراجعه نمایید.   [9]و  [8]، [6]، [5]،  [1]زمینه می توانید به منابع 

را یک مشتق   D:A→Xمدول باناخ دوطرفه باشد. در این صورت نگاشت خطی  - Aیک    Xیک جبر باناخ و    Aفرض کنید  

 داشته باشیم a, b ϵAنامند هرگاه برای هر دو عضو 

D(ab)=D(a) ∙ b + a ∙ D(b). 

 به دست آید  a ϵ Aموجود باشد به طوری که برای هر  x0 ϵ Xرا داخلی نامند هرگاه عنصری مانند   Dبه علاوه، 

D(a) = a ∙ x0– x0 ∙a, 

D(a) = adx0را با نماد    Dدر اینحالت مشتق داخلی  
(a)    نشان می دهند. اگرσ     همریختی پیوسته رویA    باشد، آنگاه

 نتیجه شود   a, b ϵAمشتق نامند هرگاه برای هر دو عضو -σرا یک   D:A→Xنگاشت خطی  

D(ab)=D(a) ∙ σ(b) + σ(a) ∙ D(b). 

 به دست آید   a ϵ Aوجود داشته باشد به طوری که برای هر  x1 ϵ Xداخلی نامند هرگاه عنصری مانند  -σرا  Dمشتق 

D(a) = σ(a) ∙ x1  –x1 ∙  σ(a). 

D(a) = adx1را نیز با نماد    Dهمچنین در اینحالت مشتق داخلی  
σ (a)    نشان داده می شود. جبر باناخA    راσ-  میانگین

داخلی باشد. این مفهوم برای اولین بار توسط مصلحیان و نیازی -σ، یک مشتق  ∗D:A→Xمشتق  -σپذیر نامند هرگاه هر  

   .معرفی و مطالعه شد  [8]مطلق 

 

 میانگین پذیری دوری -σمفهوم  . 1

میانگین پذیری دوری روی جبرهای  - σبرای مفهوم  در این بخش، به ارائه برخی از اطلاعات و تعاریف اساسی مورد نیاز   

 باناخ می پردازیم. 

نتیجه   a, b ϵA  را دوری نامند هرگاه برای هر دو عنصر دلخواه    ∗D:A→𝐀، مشتق  Aیادآوری می کنیم که برای جبر باناخ  

داخلی باشد. با الهام گرفتن    Dمیانگین پذیر دوری است چنانچه    Aو همچنین     D(a), b > + < D(b), a > = 0 >شود  

میانگین  -σمشتق دوری و  - σمی توان مفاهیم مشابه    Aاز این تعریف و به کمک همریختی های پیوسته روی جبر باناخ  

 تعریف نمود. Aروی جبر باناخ دلخواه  σپذیر دوری را برای همریختی پیوسته 
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-σرا    ∗D:A→Aمشتق  -σباشد. در این صورت    Aهمریختی پیوسته روی    σیک جبر باناخ و    Aفرض کنید  تعریف:  

 داشته باشیم a, b ϵAعضو   وری نامیم هرگاه برای هر دود

< D(a), σ(b) > + < D(b), σ(a) > = 0. 

داخلی باشد. واضح  -D:A→𝐀∗  ،σمشتق دوری  - σمیانگین پذیر دوری است هرگاه هر  - A  ،σبنابراین گوییم جبر باناخ  

 میانگین پذیری دوری همان میانگین پذیر دوری خواهد بود. -σنگاشت همانی باشد، آنگاه  σاست که اگر 

آل های جبرهای باناخ مطالعه کنیم مطالب زیر را می  هدر ادامه برای اینکه بتوانیم خواص موروثی این مفاهیم را روی اید

دارای خاصیت اثر توسیع است هرگاه    Iباشد. در این صورت    Aدوطرفه از جبر باناخ    آل بستههیک اید   Iآوریم. فرض کنید  

Λ|Iموجود باشد به طوری که    ∗Λ ϵ A(، عنصری مانند    a ϵ Aبرای هر    (  a ∙ λ = λ ∙ aبا خاصیت    ∗λ ϵ Iبرای هر   =  λ  

. در ادامه یادآوری می کنیم که هر همریختی پیوسته مانند  a ∙ Λ = Λ ∙ aداشته باشیم   a ϵ Aو همچنین برای هر عنصر 

σ    روی جبر باناخA یک همریختی پیوسته مانند ،𝛔̂     را روی جبر خارج قسمتی
𝐀

𝐈
:𝛔̂القا می کند؛ در واقع     

𝐀

𝐈
⟶

𝐀

𝐈
برای   

 a+I ϵ  هر
𝐀

𝐈
 با ضابطه زیر تعریف می شود 

𝛔̂(a + I) = σ(a) + I. 

 

 نتایج  . 2

 میانگین پذیری دوری روی جبرهای و همچنین خواص موروثی آنها می پردازیم.  -σدر ادامه به بیان برخی نتایج در زمینه  

و جبر خارج قسمتی   Aیک همریختی پیوسته روی  A ،σی دوطرفه از جبر باناخ آل بستههیک اید Iفرض کنید  :  2.1  گزاره
𝐀

𝐈
 دارای خاصیت اثر توسیع خواهد بود. Iمیانگین پذیری دوری باشند. در این صورت  -𝛔̂نیز     

. در این صورت عنصری مانند  a · λ = λ · aداریم    aєAبه قسمی باشد به طوری که برای    ∗λєI: فرض کنید  اثبات

μєA∗    وجود دارد به طوری کهμ|I = λ.    واضح است که(
A

I
)∗ =  I⟂  حال نگاشت .D: 

𝐀

𝐈
⟶ (

𝐀

𝐈
را برای هر دو    ∗(

    با ضابطه a, c є Aعنصر دلخواه  

< D(a+I), c+I > = < σ(a) · μ -μ · σ(a) , c> 

 نتیجه می شود  a, b, c є Aتعریف می کنیم. توجه داریم که برای هر 

< D((a+I)(b+I)), c+I > = < σ(ab) · μ - μ · σ(ab), c >                                                  

 = < σ(a)σ(b) · μ – σ(a) · μ · σ(b)       

   + σ(a) · μ · σ(b) – μ · σ(a)σ(b), c > 

       = < σ(b) · μ - μ · σ(b), cσ(a) >                 
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 + < σ(a) · μ - μ · σ(a), σ(b)c>       

=< (σ(a)+I) · D(b+I), c+I >              

   + < D(a+I) · (σ(b)+I), c+I >.          

مشتق دوری نیز است. بنابراین عنصری مانند  -σ̂یک    Dمشتق است. به سادگی می توان بررسی نمود که -σ̂یک    Dبنابراین  

λ1є (
A

I
)∗ =  I⟂  وجود دارد به طوری که برای هرa, c є A   خواهیم داشت 

< D(a+I), c+I> = < σ(a) · λ1 − λ1 · σ(a), c>. 

ΛєA∗ ،Λ|Iواضح است که . μ-λ1Λ=:قرار می دهیم  = λ و برای هر aєA خواهیم داشت 

σ(a) · μ − μ · σ(a)=  σ(a) · λ1 − λ1 · σ(a). 

 دارای اثر توسیع است. Iبه دست می آید؛ یعنی   a · Λ = Λ · aرابطه  a є Aاز اینرو برای هر 

در نتیجه بعدی نشان می دهیم که عکس گزاره قبل در حالت کلی برقرار نیست اما تحت شرایط خاصی درست می باشد.  

  Aمیانگین پذیری از جبر باناخ  -σدارای خاصیت اثر توسیع باشد، مفهوم   Iچگال و   σهمچنین نشان می دهیم چنانچه برد 

به جبر باناخ خارج قسمتی  
A

I
 به ارث می رسد؟  

دارای    Aآل بسته و دوطرفه از  هیک اید  Iبا برد چگال،    Aیک همریختی پیوسته روی جبر باناخ    σفرض کنید  :  2.2گزاره  

میانگین پذیر دوری باشد. در این صورت -A ،σخاصیت اثر توسیع و 
A

I
  ،σ̂-.میانگین پذیر دوری خواهد بود 

⟶π:A: نگاشت طبیعی و خارج قسمتی  اثبات
A

I
 :Dپوشاست. اگر    πرا در نظر می گیریم که به وضوح    

A

I
⟶ (

A

I
یک    ∗(

σ̂- مشتق دوری باشد؛ یعنی برای هرa, b є A  داریم 

<D(a+I), σ(b)+I > + <D(b+I), σ(a)+I > =0, 

D̃آنگاه نگاشت   ≔  π∗ ○ D ○ π: A ⟶ A∗   را در نظر می گیریم. بنابراین برای هرa,bєA   نتیجه می شود 

<D̃(a),σ(b)>+<D̃(b),σ(a)>=<π∗(D(a + I)),σ(b)>+<π∗(D(b + I)),σ(a)> 

                                      =< D(a + I),σ(b)+I>+< D(b + I),σ(a)+I> 

=0.                             

 aϵAوجود دارد به طوری که برای هر عنصر دلخواه    ∗λєAمشتق دوری می باشد. از اینرو عنصری مانند  -σیک     D̃در نتیجه  

D̃(a)داریم  = σ(a) · λ − λ · σ(a)اکنون چنانچه عناصر . iϵI   وaϵA دلخواه باشند، خواهیم داشت 

<D̃(a), i> = <π∗(D(a + I)), i>                               

             =< D(a + I), i+I>                        
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         =< D(a + I), I>                        
=0.                                   

a∙λ|Iنتیجه می شود    aϵAواضح است که برای هر    ،σبا توجه به چگال بودن   = λ|I ∙ a  حال چون .I    دارای خاصیت اثر

Λ|Iوجود دارد به طوری که     ∗ΛϵAتوسیع است، بنابراین عنصری مانند   = λ|I    و همچنین برای هرaϵA    داریمa∙Λ=Λ∙a  .

 داریم a, bϵAو برای هر  ⟂λ-ΛϵIاز اینرو نتیجه می شود 

<D(a+I), b+I>=<D∘ π(a), π(b)>                             

=<D̃(a), b >            

   =< σ(a) ∙λ- λ∙ σ(a), b> 

                           =< σ(a)∙λ - σ(a)∙Λ- λ∙σ(a)-Λ∙σ(a), b> 

                =< σ(a)∙(λ-Λ)-(λ-Λ)∙σ(a), b>. 

 می توان نوشت  aϵAبنابراین برای هر 

D(a+I) = (σ(a)+I)∙(λ-Λ) - (λ-Λ)∙(σ(a)+I); 

یعنی  
A

I
  ،σ̂-.میانگین پذیر دوری است 

A2̅̅اساسی است هر گاه    Aمی دانیم که جبر باناخ   ̅ = A    باشد. در نتیجه بعدی نشان می دهیم که اساسی بودنA    از خاصیت

σ-.میانگین پذیر دوری بودن آن نتیجه می شود 

میانگین پذیر دوری باشد،  - A  ،σباشد. در این صورت اگر    Aیک همریختی روی جبر باناخ یکدار    σفرض کنید  :  2.3گزاره  

 اساسی خواهد بود.  Aآنگاه  

a0ϵAاثبات را به کمک برهان خلف دنبال می کنیم. بنابراین عنصری مانند  :  اثبات − A2̅̅ - موجود است. از اینرو قضیه هان ̅

f0(a0)چنان وجود دارد که  ∗f0ϵAباناخ ایجاب می کند که عنصر  = |f0و   1
A2

= را برای   ∗D:A→A. حال نگاشت 0

 نتیجه می شود a, a'ϵAدر نظر می گیریم. برای هر   D(a)=a∙f0با ضابطه  aϵAهر 

>=0.f0 ,  σ(a)a′>+<f0, σ(a′)a<D(a), σ(a’)>+<D(a’), σ(a)>=< 

مانند  - σیک    Dپس   عنصری  بنابراین  بود.  خواهد  دوری  هر    ∗gϵAمشتق  برای  که  طوری  به  دارد  داریم    aϵAوجود 

D(a)=adg
σ(a) چنانچه .e   عنصر همانیA باشد خواهیم داشت 

>=0.a0) ∙ g − g ∙ σ(a0) ,  e>=<σ(a0) ,  e<D( 

 از طرف دیگر داریم 

>=1.a0 ∙ f0 ,  e>=<a0) ,  e<D( 
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 اساسی خواهد بود.   Aاز اینرو فرض خلف در نظر گرفته شده نادرست بوده و جبر باناخ 

باشد، آنگاه    )II)σتحدید نمود بدین صورت که اگر    Aاز    Iآل  هرا می توان روی هر اید   :A→Aσهمریختی پیوسته  

ای مانند  می پیوسته  σIتوان همریختی  = σ|I
: I → I    به بررسی و این مطلب  را تعریف نمود. در گزاره بعدی به کمک 

آل های آن و فضای خارج قسمتی تولید شده توسط آن می  هو اید Aمیانگین پذیر دوری جبر باناح -σمطالعه ارتباط مفهوم 

اید-σپردازیم. در حقیقت نشان می دهیم که تحت شرایط خاصی خاصیت   از یک  پذیر دوری  آل و جبر خارج  همیانگین 

 قسمتی آن به خود جبر اصلی به ارث می رسد. 

باشد. در این صورت    )I I)σو  Aیک همریختی پیوسته روی    A  ،σایدآلی بسته در جبر باناخ    Iفرض کنید  :  42.گزاره  

میانگین پذیر دوری و  -I  ،σIچنانچه 
A

I
   ،σ̂- میانگین پذیر دوری باشند، آنگاهA  نیزσ -.میانگین پذیر دوری خواهد بود 

:∗ɩو همچنین نگاشت الحاقی آن یعنی    I→Aɩ:اثبات: ابتدا نگاشت شمول   A∗ → I∗   را در نظر می گیریم. همچنین با توجه

I2̅میانگین پذیر دوری است بنابراین اساسی خواهد بود؛ یعنی    -I  ،σI، چون  3به گزاره   = I  حال فرض کنید .D:A→A∗  

 داریم  a, a’ϵAمشتق دوری باشد؛ یعنی برای هر -σیک 

<D(a), σ(a’)> + <D(a’), σ(a)>=0. 

DIنگاشت   = ɩ∗ ∘ D ∘ ɩ: I → I∗    را در نظر می گیریم. به سادگی دیده می شود کهDI    یکσI-  مشتق است. از اینرو

i0عنصری مانند  
∗ ϵI∗  وجود دارد به طوری که برای هرiϵI  نتیجه می شود 

DI(i) = (ɩ∗ ∘ D ∘ ɩ)(i) = adi0
∗

σI(i). 

عنصر   توان  i0می 
∗ ϵI∗   مانند عنصری  به  a0را 

∗ ϵA∗     جایگذاری با  لذا  داد.  D-ada0توسیع 
∗

σ    جای داشت   Dبه  خواهیم 

(ɩ∗ ∘ D)|I =  نتیجه می شود aϵAو هر عنصر   i,i’ϵIبنابراین برای هر دو عنصر دلخواه . 0

<D(ii’), a> = <D(i)∙σ(i’)+σ(i)∙D(i’), a>  

   (ɩ∗ ∘ D)(i′) ,  aσ(i) >>+<(ɩ∗ ∘ D)(i) ,  σ(i′)a=<                                                    

= 0.                        

D|I2لذا رابطه  = D|Iبه دست می آید. از اینرو   0 =  داریم  iϵIو هر  a, a’ϵA. در نتیجه به سادگی برای هر 0

σ(i)∙D(a)=D(a)∙σ(i)=0, 

 و از اینرو خواهیم داشت

<D(a), σ(i)a’>=<D(a), a’σ(i)>=0. 
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Rبنابراین با قراردادن  = σ(I)A ∪ Aσ(I)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ D(a)|Rشود که  دیده می ̅̅
= )شود که  علاوه نتیجه می. به 0 )D a R⊥ .

)*لذا خواهیم داشت  ) ( )
A

D a
I

.   حال نگاشت*: ( )
A A

D
I I



aرا برای هر   → A  با ضابطه 

< D̃(a + I), b + I > = < D(a), b >, 

aدر نظر می گیریم. می دانیم که برای هر  A   و* *a A ،*A  با اعمال مدولی زیر( )
A

I
 دومدول باناخ می باشد. −

* *( ) .a a I a a+ =         
* *( ) ,a I a a a+ =   

Dبه سادگی می توان دید کهلذا  


یک     


*مشتق دوری می باشد. در نتیجه عنصری مانند  −

0 ( )
A

f
I

   وجود دارد به

aطوری که برای هر  A   داریم 

0

( ) ( ) ( ).
f

D a D a I a Iad



= + = + 

هر برای  a  بنابراین  A  رابطه  𝑎𝑑𝑗0
∗

𝜎 )(𝑎) = 𝑎𝑑𝑓0

𝜎ˆ
(𝑎 + 𝐼)-D(  می دست  داشتبه  خواهیم  نهایتاً     آید. 

𝑎𝑑(𝑗0
∗+𝑓0)

𝜎D=   و این همان− میانگین پذیر دوری بودنA .را نتیجه خواهد داد   

را با مجموعه اعداد مختلط در    Aیکدار نباشد و بخواهیم آن را یکدار نماییم جمع مستقیم   Aدر نظریه جبرها، چنانچه  جبر  

#A،نظر گرفته و یکدارساز،   = ACe  آن را به کار می بریم. عناصر A#    را برایAϵa    و هرℂϵλ    معمولاً به صورتeλa+ 

یا    (a, λe)یا   عنصر    (a, λ)و  آن،  عناصر  و  یکدارساز  برای معرفی دوگان  نظر   ∗e∗ϵ(A#)نشان می دهند.  را چنان در 

,∗e >گیریم که می e >= ,∗e >داشته باشیم   aϵAو برای هر   1 a >=  . بنابراین خواهیم داشت 0

(A#)∗ = A∗Ce∗. 

 داریم  ∗ϵ(A#)(∗f, μe)و  #ϵA(a, λe)همچنین برای هر 

< (f, μe∗), (a, λe) >= f(a) + λμ. 

 به صورت زیر تعریف می شوند  ∗fϵAو  aϵA،,μϵℂ λرا برای هر  ∗(#A)روی   #Aاعمال مدولی  

(a+λe)∙(f+μe∗) = (λf + a ∙ f) + (λμ + f(a))e∗, 

(f+μe∗)∙(a+λe)= (λf + f ∙ a) + (λμ + f(a))e∗. 

:#σمی تواند یک همریختی پیوسته مانند    σ:A→Aدقت کنید که هر همریختی پیوسته مانند   A# → A#    را القا کند به

σ#(aبا ضابطه    ,A#ϵe)λ(aطوری که برای هر  ,  λ) = (σ(a) ,  λe)  .تعریف می شود 
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میانگین پذیر دوری است  -#A# ،σباشد. در این صورت    Aیک همریختی پیوسته روی جبر باناخ   σ: فرض کنید 2.5گزاره  

 میانگین پذیر دوری باشد. -σنیز  Aاگر و فقط اگر 

:#Dمشتق دوری باشد، لذا به کمک آن نگاشت  -σیک    ∗D:A→A: چنانچه  اثبات A# → (A#)∗   را برای هر عنصر دلخواه

A#ϵ(a, λe)    با ضابطهD# ((a ,  λe)) = (D(a) , واضح است. از اینرو   Dمشتق دوری بودن  -σدر نظر می گیریم.    (0 

ϵ)a0∗(#A)عنصری مانند  
∗ ,  λ0e∗(  وجود دارد به طوری که برای هرA#ϵe)λ’(a’,  e),λ(a,    داریم 

< D#(a ,  λe), (a′ ,  λ′e) > =< ad(a0
∗ ,λ0e∗)

σ#
(a, λe), (a′, λ′e) >                             

=< (σ(a) ,  λe)(a0
∗ ,  λ0e∗) ,  (a′ ,  λ′e) > −< (a0

∗ ,  λ0e∗)(σ(a) ,  λe), (a′ ,  λ′e) > 

a0
∗ ,  a′σ(a) − σ(a)a′ >=< 

 خواهیم داشت  aϵAدر نتیجه برای هر 

D(a)=ada0
∗

σ (a)=σ(a)∙a0
∗ − a0

∗ ∙ σ(a). 

:D̃میانگین پذیر دوری و  -A ،σبرعکس، فرض کنید  A# → (A#)∗   یکσ#-  مشتق دوری باشد. به سادگی می توان دید

D̃(e)که  =  است. بنابراین داریم   0

D̃(a, λe) = D̃(a, 0) + λD̃(0, e) = D̃(a), 

 نتیجه می شود  aϵAوجود دارند به طوری که برای هر  φ:A→ℂو   ∗D:A→Aلذا نگاشت هایی مانند 

D̃(a) = D(a) + φ(a)e∗. 

 داریم  a, a’ϵAحال برای هر دو عنصر دلخواه 

   D̃(aa′) = D̃(a) ∙ σ(a′) + σ(a) ∙ D̃(a′)                                                      

=(D(a)+φ(a)e∗) ∙ σ(a′) + σ(a) ∙ (D(a′) + φ(a′)) 

                             =D(a)∙σ(a’)+<D(a), σ(a’)>e∗ + σ(a) ∙ D(a′)+< D(a′), σ(a) > e∗. 

 بنابراین می توان نوشت 

D(aa’)= D(a)∙σ(a’)+σ(a) ∙ D(a′),    φ(aa’)= <D(a), σ(a’)>+< D(a′), σ(a) >. 

 داریم #ϵA(a’, λ’e) ,(a, λe)، برای هر ∗Dدوری بودن مشتق -σاز طرف دیگر با توجه به 

             0=<D̃(a, λe), (σ(a′) + λ′e) > +< D̃(a′, λ′e), (a, λe)> 

=<D(a), σ(a’)>+λλ’+<D(a’), σ(a)>+λ’λ               
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a0نتیجه خواهد شد. از اینرو عنصری مانند   Dدوری بودن مشتق -λ’=0 ،σیا  λ=0لذا با قرار دادن 
∗ ϵA∗  وجود دارد به

D(a)=ada0خواهیم داشت  aϵAطوری که برای هر 
∗

σ (a) برای هر دو عنصر دلخواه .a, a’ϵA  به دست می آید 

Φ(aa’)= <D(a), σ(a’)>+< D(a′), σ(a) >     

                      =<σ(a)∙a0
∗ , σ(a′) > −< a0

∗ ∙ σ(a), σ(a′) > 

                                     +< σ(a′) ∙ a0
∗ , σ(a) > −< a0

∗ ∙ σ(a′), σ(a) > 

=0,                                             

A2̅̅، نتیجه می شود که  Aمیانگین پذیر دوری بودن -σاز  ̅ = A  در نتیجه داریم .φ|A
=  #ϵA(a,λe). بنابراین برای 0

 خواهیم داشت 

D̃(a, λe) =D(a) = σ(a)∙ a0
∗ − a0

∗ ∙ σ(a)                                                                                    

                      =(λa0
∗ + σ(a) ∙ a0

∗ )+< a0
∗ , σ(a) > e∗ − (λa0

∗ + a0
∗ ∙ σ(a))−< a0

∗ , σ(a) > e∗ 

=σ#(a, λe) ∙ (a0
∗ + 0e∗) − (a0

∗ , 0e∗) ∙ σ#(a, λe).                        

 میانگین پذیر دوری خواهد بود. -#A# ،σ، داخلی می باشد و در نتیجه D̃از اینرو 

لائو دنبال می کنیم و در ادامه ارتباط این مفهوم -θمیانگین پذیری دوری را روی جبرهای - σمطالعه و بررسی مفهوم   نهایتاً

 لائوی ساخته شده توسط آنها مطالعه می کنیم. -θبا مفهوم مشابه روی جبر  Bو  Aرا روی جبرهای دلخواه 

،  a,a’ϵAرا برای هر    A×B، حاصلضرب دکارتی  Bروی     θو تابعک خطی ضربی ناصفر    Bو    Aبرای دو جبر باناخ دلخواه  

b,b'ϵB  وλϵℂ  با اعمال جمع، ضرب اسکالر و نرم زیر را در نظر می گیریم 

(a, b)+(a’, b’)=(a+a’, b+b’),    λ(a, b)=(λa, λb), 

 ||(a, b)||=||a||+||b||. 

 در نظر می گیریم  b,b'ϵBو   a,a’ϵAحال به جای ضرب دکارتی معمولی، ضرب زیر را برای هر 

(a, b)∙(a’, b’)=(aa’+θ(b)a’+θ(b’)a, bb’). 

A×θقرار دهیم آن را با نماد    A×Bچنانچه این ضرب را روی حاصلضرب دکارتی   B    نشان داده و حاصلضربθ- لائوی

A×θنامیده می شود. همراه با اعمال تعریف شده در بالا،    Bو    Aجبرهای باناخ   B    به یک جبر باناخ نرم دار تبدیل خواهد

جبرها معرفی  -Fبرای    [4]توسط لائو   1983شد. لازم به ذکر است که این ضرب به طور غیر مستقیم برای اولین بار در سال  

لائو را -θضرب تعریف شده توسط لائو را به جبرهای باناخ کلی تعمیم داد و ضرب    [7]، منفرد  2007شد. در ادامه در سال  

 معرفی نمود.
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لائو همان ضرب دکارتی خواهد بود و لذا در این مقاله  -θباشد، حاصلضرب  θ=0در ضرب تعریف شده توسط منفرد، چنانچه  

تابک همانی روی اعداد   θو    B=ℂدر نظر می گیریم. به علاوه، اگر قرار دهیم    Bرا تابعک خطی ضربی ناصفر روی    θهمواره  

تبدیل خواهد شد. بنابراین حاصلضرب   Aلائو به همان یکدارساز جبر باناخ  -θمختلط باشد، آنگاه در این حالت هم حاصلضرب  

θ-  لائو تعمیمی از یکدارساز جبرهای باناخ می باشد. یادآوری می کنیم کهA   آل بسته دوطرفه و  هیک ایدB   یک زیر جبر

A×θبسته در   B    می باشند به طوری فضای خارج قسمتی
A×θB

A
  bϵBو    aϵAیکریخت طولپا خواهد بود که عناصر    Bبا    

ϵ A×θ(a, 0)را به ترتیب به صورت   B    و(0, b)ϵ A×θ B    در نظر می گیریم. واضح است کهA×θ B   جابجایی است اگر

A)جابجایی باشند.  فضای دوگان    Bو    Aو تنها اگر هر دو جبر   ×θ B)∗    با ضرب دکارتیA∗ × B∗    یکریخت خواهد بود

ϵ(A(f, g)و برای هر  ×θ B)∗  و هر(a, b)ϵ A×θ B خواهیم داشت 

<(f, g), (a, b)>=f(a)+g(b),     ||(f, g)||=max{||f||, ||g||}. 

A×θ :(σ,τ)دو نگاشت باشند، آنگاه می توان به کمک آنها نگاشت    τ:B→Bو    σ:A→Aچنانچه   B→ A×θ B   را برای

aϵA  و هرbϵB با ضابطه زیر تعریف نمود 

<(σ, τ), (a, b)>=(σ(a), τ(b)). 

A×θو با استفاده از این نگاشت، تحت شرط خاصی یک همریختی را روی    τو    σدر ادامه با فرض همریختی بودن   B   

باشند. در این صورت به سادگی و با نوشتن تعریف    Bو    Aهمریختی های پیوسته به ترتیب روی    τو    σچنانچه   آوریم.می

که   شود  می  روی    (σ, τ)دیده  پیوسته  همریختی  یک  A×θنیز  B    هر برای  اگر  فقط  و  اگر  باشیم    bϵBاست  داشته 

(θ∘τ)(b)=θ(b).به کمک این قسمت نتیجه بعدی را بیان می کنیم . 

همریختی   τو    σباشند. به علاوه فرض کنید    Bتابعکی خطی ضربی روی    θدو جبر باناخ و    Bو    Aفرض کنید  : 2.6گزاره 

A×θدر این صورت  .θ∘τ = θباشند به قسمی که  Bو  Aهای پیوسته به ترتیب روی  B ،(σ, τ)- میانگین پذیر دوری

 دوری باشند. میانگین پذیر -B ،τمیانگین پذیر دوری و -A ،σاست اگر و فقط اگر 

A×θفرض کنید که اثبات:  B ،(σ, τ)-  ،میانگین پذیر دوریD1: A → A∗ ،σ- مشتق دوری وD2: B → B∗ ،τ - مشتق

نگاشتدوری   صورت  این  در  D: A×θ  باشند.  B → A∗ × B∗    هر برای  هر    aϵAرا  ضابطه   bϵBو  با 

D(a,b)=(D1(a), D2(b))  گیریم. با توجه به فرض و خواص مشتق های  در نظر میD1    وD2    برای هرa,a’ϵA    و هر

b,b’ϵB داریم 

<D(a,b), (σ(a’),τ(b’))>+<D(a’,b’), (σ(a),τ(b))>=< D1(a), σ(a’)>+ < D2(b), τ(b’)> 

                                                                                   +< D1(a’), σ(a)>+ < D1(b’), σ(b)> 

                          =0.   

 خواهیم داشت b,b’,yϵBو  a,a’,xϵAمشتق می باشد؛ زیرا برای عناصر دلخواه - (σ, τ)یک  Dبه علاوه، 
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<D(a,b)∙(σ(a’),τ(b’)), (x,y)>+ <(σ(a),τ(b))∙D(a’,b’), (x,y)>                                       

=<(D1(a), D2(b)), (σ(a’),τ(b’))∙(x,y)>+ <(D1(a’), D2(b’)), (x,y)∙(σ(a),τ(b))>            

=<D1(a), σ(a’)x+θ(b’)x+θ(y)σ(a’)>+<(D1(a’), xσ(a)+θ(b)x+θ(y)σ(a)>                 

      +<D2(b), τ(b’)y>+<D2(b’), yτ(b)>                                                         

=<D1(a)∙σ(a’)+σ(a)∙D1(a’)+θ(b’)D1(a)+θ(b)D1(a’), x>                                          

      +(<D1(a), σ(a’)>+< D1(a’), σ(a)>)θ(y) 

      +<D2(b)∙τ(b’)+τ(b)∙ D2(b’), y>   

=<(D1(a)∙σ(a’)+σ(a)∙D1(a’)+θ(b’)D1(a)+θ(b)D1(a’), D2(b)∙τ(b’)+τ(b)∙ D2(b’)), (x,y)>.    (1) 

 از طرف دیگر نیز داریم 

D((a,b)(a’,b’))=D(aa’+θ(b)a’+θ(b’)a, bb’)                                                         

=(D1(aa’+θ(b)a’+θ(b’)a), D2(bb’))                                                          

          =(D1(a)∙σ(a’)+σ(a)∙ D1(a’)+θ(b)D1(a’)+θ(b’)D1(a), D2(b)τ(b’)+τ(b)∙D2(b′)).       (2) 

∗ϵA(f,g)مشتق می باشد. پس عنصری مانند -(σ, τ)یک   Dنتیجه می گیریم که  (2)و  (1)لذا با مقایسه روابط  × B∗ 

 داریم bϵBو  aϵAوجود دارد به طوری که برای هر دو عنصر دلخواه 

D(a,b)=ad(f,g)
(σ,τ)(a, b)=(σ(a),τ(b))∙(f,g)-(f,g)∙(σ(a),τ(b)). 

 نتیجه می شود  b,yϵBو  a,xϵAبنابراین برای عناصر دلخواه 

<D(a,b), (x,y)>=<(f,g), (x,y)∙(σ(a),τ(b))> - <(f,g), (σ(a),τ(b))∙(x,y)>  

         =<f, xσ(a)+θ(y)σ(a)+θ(τ(b))x>+<g, yτ(b)> 

                    - <f, σ(a)x+θ(y)σ(a)+θ(τ(b))x> - <g, τ(b)y> 

      =< (σ(a)∙f - f∙σ(a), τ(b)∙g - g∙τ(b)), (x,y)> 

 داریم bϵBو هر  aϵAمی توان نتیجه گرفت که برای هر  Dاز اینرو با توجه به ضابطه 

D1(a) = σ(a) ∙ f −  f ∙ σ(a),       D2(b) = τ(b) ∙ g −  g ∙ τ(b) 
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، چون  4میانگین پذیر دوری باشند. در این صورت با توجه به گزاره -B ،τمیانگین پذیر دوری و -A ،σبرعکس، فرض کنید 

A  آل بسته دوطرفه از  هیک اید×θ BA    و همچنین
A×θB

A
B    است، بنابراین(σ, τ) -  میانگین پذیری دوری×θ BA   به

 سادگی نتیجه می شود. 
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