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Introduction 

Algebraic structures have become crucial in expanding scientific knowledge 

across disciplines such as physics, medical engineering, social sciences, and 

computer science. In 1958, Chang introduced the concept of BI-algebras. 

Extensions of BI-algebras, such as pseudo BI-algebras, hyper BI-algebras, 

have further applications in interpreting complex structures across these fields. 

This paper contributes to the classification of finite BI-algebras of order 2, 3, 

and 4 detailing their unique properties to enhance understanding and facilitate 

applications. 

Material and Methods 

The paper employs existing foundational theorems and definitions of BI-

algebras, focusing on essential properties such as commutativity, transitivity, 

and distributivity. Using these properties, the classification of BI-algebras of 

order 2, 3, and 4 is achived through systematic construction and analysis of 

Cayley tables. For each algebra, the classification approach identifies 

isomorphic structures and distinguishes them by unique ideal structues. The 

method involves defining and verifying homomorphisms that preserve these 

isomorphic structures. 

Results and discussion 

The analysis confirms that, up to isomorphism, only one BI-algebra exist at 

order 2, two distinct BI-alegebras exist at order 3, and eight at order 4. Each 

algebra`s structure and prperties are summarized in corresponding Cayley 

tables. The results reveal specific algebras that are uniquely commutative, 

transitive, and distributive. Additionally, the paper discusses the impact of 

these proprties on the ideal structure, where each BI-algebra is analyzed for 

its set of ideals. 

Conclusion 

This study successfully classifies BI-algebras of order less than 5, contributing 

valuable insights into their structural and ideal properties. By explicity 

presenting all possible isomorphic classes and analyzing ideal structures, the 

paper offers a comperhensive refrence for researchers working with BI-

algebras and related algebraic systems. The findings provide a robust 

foundation for further applications of BI-algebras in various scientific and 

mathematical fields, enhancing their utility in modeling complex logical and 

structural systems. 

How to cite: Radfar, A. (2024). Classification BI-algebras of order less than 5 with their ideals. Mathematical 

Researches, 10 (3), 52 – 71. 
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 یبنددر حد یکریختی نمایش داده شده و رده 4و 3 ،2 از مرتبهی جبرها-BIجداول کیلی تمامدر این مقاله، 

علاوه بر این جبر است. -BCKیک جابجایی و پخشیجبر-BIت شده که هراثباشده است. در این مقاله 

-BIو هشت  3جبر از مرتبه -BI، دو2از مرتبه جبر -BIیکدر حد یکریختی تنها که  ثابت شده است

 یک متعدی ، کدامجابجاییاز این جبرها  کی شده است که کدامبررسی  مچنینوجود دارد. ه 4جبر از مرتبه 

 نیز در این مقاله به نمایش گذاشته شده است. جبر-BIهای هرآلتمام ایده .هستندپخشی  کی و کدام
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 مقدمه. 1

گران و پژوهش توجه محققان مورد ودر توسعه مرزهای دانش و تولید علم دارند  بسزاییساختارهای جبری، نقش  عصر حاضردر 

ها علوم اجتماعی، نظریه گراف، رباتیک، علوم کامپیوتر، محاسبات نرم، نظریه اتوماتدر علوم مختلف مانند فیزیک، مهندسی پزشکی، 

توانست، اثبات جبری  1959در سال آن را ارائه کرد و با استفاده از جبر -MV، مفهوم1چانگ 851٩اند. در سال و ... قرار گرفته

و جبرهای  یضربجبرهای حاصل، جبرها-MVبعد از معرفی ارزشی لوکاسیویچ ارائه نماید.  تینهایمنطق ب مامیتخاصی برای ت

در  و ، منطق ضربی و منطق گودل هستند2جبری برای منطق لوکاسیویچ یهااین سه نوع جبر دقیقاً مدل که گودل معرفی شدند

 دارند.  ایاهمیت ویژهتفسیر منطق فازی 

-BCIجبرها و-BCK. مطالعه باشندی، جبرهای استلزامی مساختارهای جبری که در سایر علوم کاربرد دارد گر ازیکی دی

معرفی  یاعنوان تعمیمی از منطق گزارهبه 4و ایزاکی 3ایمایی هایتوسط دو ریاضیدان به نام 661٩جبرها برای نخستین بار در سال 

نشان دادند که  نها. آشدمعرفی  1٩83در سال  6و لی 5توسط هو جبرها-BCHاز جبرهای مجرد به نام ترعیوس یادسته. ]٩[شد

 7توسط ابوت 1967مفهوم جبرهای استلزامی در سال . ]8[ هست جبرها-BCIکلاسیک توسیع سره از جبرها -BCHکلاس

این دو جبر تحقیق  ، در مورد ارتباط بینباشندیجبرها م- BCKجبرها که تعمیمی از-d بعد از معرفی 8نیجرز و کیم. ]1[ارائه شد 

 .] 12[نمودند 

استلزامی یکسان  هایجبر-BCKکه کلاس جبرهای استلزامی و دوگانبرزویی و خسروی شعار ثابت کردند  2006در سال 

. ]10[ معرفی نمودندجبرها را -BE جبرها با عنوان-BCK ، کیم و کیم تعمیمی از دوگان2007سپس در سال . ]5[هستند 

و سعید  دبرومنتوسط  2017در سال جبرها -BIجبرهای استلزامی با عنوان-BCKجبرهای استلزامی ودوگان تعمیمی از 

نشان دادند،  ه وو پژوهش قرار دادآل و رابطه همنهشتی روی این جبر جدید را مورد بررسی مفهوم ایده نهاآ. ]4[ شدارائه  همکارانش

 اما عکس این رابطه همواره برقرار نیست.؛ جبر است-BIجبر استلزامی یک-BCKهر

نیازیان در سال . ]2[ را معرفی کردند یقسمتخارججبرهای - BIبا تعریف زیرجبرهای نرمال، 2019در سال  همکارانو  ٩اهن

جبرها نتایج متعددی به دست آورد -BIآل در ابرایدهابرجبرها شد و با تعریف ابر زیرجبر و -BIموفق به ارائه مفهوم ابر 2021

و نتایج متعددی به دست آورده است. وی همچنین   پرداختهها جبر-BIنامه دکتری خود به بررسی خواصسلیمانی در پایان .]15[

BI-های جابجایی را مورد بررسی قرار داده و نشان داده است که هر جبرBI-جابجایی یک جبر BH - 18[جبر جابجایی است[ .

اند و نتایج ها را مورد بررسی قرار دادهجبر-BIهای مختلفی از سودو ها را تعریف کرده و حالتجبر-BIاخیراً، رادفر و رضایی سودو 

یک ترتیب  4از مرتبه  جبر-BIوجود ندارد، هر سودو  4از مرتبه   جبر-BIها ثابت کردند سودو اند. آندست آوردهمتعددی به

                                                           
1 Chang 
2 Lukasiewicz 
3 Imai 
4 Iseki 
5 Hu 
6 Li 
7 Abbott 
8 Neggers and Kim 
9 Ahn 
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یک ساختار  یبندرده کهنیا. با توجه به ]16[ جابجایی تحت شرایطی، یک جبر استلزام است  جبر-BIجزئی است و هر سودو 

بندی ساختارهای های متعددی در زمینه ردهمقالهتر یک ساختار جبری کمک کند، قیقتواند به درک بهتر و شناخت دجبری می

های ارائه شده در این مقاله برای نویسندگان و محققانی که روی این در ضمن مثال .]3،6،13،14،17،1٩[جبری گوناگون وجود دارد

-BI در این مقاله همه از این جهت بسیار مفید باشد. تواندیم کنندیمساختار جبری یا ساختارهای جبری مشابه آن تحقیق 

، علاوه جبر-BIدر مورد هر .است و شمارش شده یبندرده شان،ول کیلیاجدبا مشخص کردن  4و  3، 2جبرهای متناهی از مرتبه 

جبر جابجایی و پخشی یک-BIها را بررسی و ثابت کردیم هراش، برخی خواص آنهای مربوطهآلبر نمایش مجموعه تمام ایده

BCK- است.جبر  

 

 فاهیم و تعاریف مقدماتی . م۲

 شده است.  آمده که برای نوشتن این مقاله نیاز هست، ارائه دست قضایا و نتایج از قبل به ،در این بخش تعاریف

)جبر -BIیک ]4[. ۲.1تعریف , ,0)X است که برای هر  (2,0) جبری از نوع,x y X :در دو شرط زیر صدق کند 

( ) 0,

( ) ( ) .

B x x

BI x y x x

 

  
 

)فرض کنید  , ,0)X   یکBI- جبر باشد، رابطه" "  رویX استشده زیر تعریف  صورتبه: 

0x y   اگر و فقط اگرx y 

 تعریف شده است، جزئاً مرتب نیست و فقط خاصیت بازتابی دارد. جانیکه در ا  رابطه توجه داریم

,ی هر رابجبر -BIدر هر ]4[ .۲.۲قضیه  ,x y z X روابط زیر برقرار است: 

10 ( )x x p  ، 

20 0 ( )x p  ، 

3( ) ( )x y x y y p    ، 

4( )p  اگرy x x {0}گاه ، آنX ، 

5( )p  اگر برای هر, ,x y z X ،( ) ( )x y z y x z    {0}گاه ، آنX ، 

6( )p  اگرx y z گاه ، آنz y z  و y z y ، 

7( )p  اگر( ) ( ) ( ) ( )x y z u x z y u      {0}گاه ، آنX . 

BI-جبر X  را 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 m

m
r.

kh
u.

ac
.ir

 o
n 

20
25

-0
2-

23
 ]

 

                             4 / 20

https://mmr.khu.ac.ir/article-1-3326-fa.html


 
 

 1403سوم، ، شماره دهم دوره ،های ریاضیپژوهش  

 

 

56 

, ی هررااختصار پخشی گویند، هرگاه بپخشی راست یا به -الف ,x y z X ،( ) ( ) ( )x y z x z y z     ، 

x,ی هر راهرگاه ب جابجایی گویند، -ب y X ، داشته باشیم( ) ( )x x y y y x    ، 

,ی هررامتعدی گویند، هرگاه ب -ج ,x y z X  ازx y  وy z نتیجه شودx z. 

X{0} جبر-BI و همکارانش ثابت کردند فقط در مورد سعید برومند بت کردند اث نهاآ نیپخشی چپ باشد، همچن تواندیم

 .]4[  خاصیت تعدی دارد Xروی “” گاه رابطهپخشی باشد، آنXاگر که 

 جبر پخشی در قضیه زیر آورده شده است.-BIخواص یک 

,ی هر راجبر پخشی ب-BIدر هر  ]4[. ۲.3قضیه  ,x y z X ندروابط زیر برقرار: 

8( )p y x y ، 

9( )p ( )y y x x  ، 

10( )p ( )x x y x  ، 

11( )p 0 (( ) ( )) ( ) (( ) ( )) ( )x y z y x z x y x z z y           ، 

12( )p  اگرx yگاه ، آنx z y z  ، 

13( )p ( ) ( )x y z x y z     (X ریپذیک جبر شبه شرکت )است، 

14( )p  اگرx y z y  گاه ، آن( ) 0x z y  . 

 با استفاده از خواص فوق روابط زیر برقرار است:

15( )p  اگرx y x گاه ، آنy x y ، 

16( )p  اگرx y x گاه ، آنy x y ، 

17( )p x y y ، 

18( )p  اگرx y x گاه ، آنz x y . 

 در شرایط زیر صدق کند: ، هرگاه آل گویندرا ایده Xجبر-BIاز Iرمجموعهیز ]4[ .۲.4تعریف 

0 -الف I، 

x,هر برای  -ب y X از ،y I وx y I  نتیجه گرفت بتوانx I. 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 m

m
r.

kh
u.

ac
.ir

 o
n 

20
25

-0
2-

23
 ]

 

                             5 / 20

https://mmr.khu.ac.ir/article-1-3326-fa.html


 
 

 هاهای آنآلو ایده ۵جبرهای از مرتبه -BIرده بندی 

 

 

57 

)را با  Xجبر -BIهایآلدر این مقاله مجموعه همه ایده )I X دهیم.نشان می 

)جبر ]11[  .۲.۵ تعریف , ,0)X  ( 2،0از نوع)  راBCK-ای هررگویند، هرگاه ب جبر, ,x y z X  در شرایط زیر صدق کند : 

1( )BCK (( ) ( )) ( ) 0x y x z z y     ، 

2( )BCK 0x x ، 

3( )BCK  0اگرx y y x   گاه، آن x y، 

4( )BCK 0 0x . 

BCK- جبرX  ،هر  ایرهرگاه برا استلزامی گویند,x y X  در شرط( )BI .صدق کند BCK- جبرX را استلزامی 

,هر  ایرگویند، هرگاه ب مثبت ,x y z X  در شرط( ) ( ) ( )x y z x z y z      .صدق کند 

ای هر هرگاه برجبرهیلبرت گویند دوگان را یک  0و عدد ثابت  “”همراه با عمل دوتایی  Xتهیمجموعه غیر ]7[ .۲.۶ تعریف

,x y X در شرایط زیر صدق کند : 

) ( 0) ( 1x y x DHA  ، 

(( ) ( )) (( ) ) ( )  0 2z x y x z y x DHA      ، 

( )3DHA  0ازx y   0وy x   نتیجه بگیریمx y. 

x,ی هر رارا جابجایی گویند، هرگاه ب X هیلبرت جبردوگان  y X ، داشته باشیم( ) ( )x x y y y x    . 

,ای هر ر، بXجبر هیلبرت دوگان  ]7[ .۲.۷ قضیه ,x y z X  کندیمزیر صدق  واصخدر: 

)-الف ) ( )x y z x z y    ، 

0x -ب x ، 

0 -ج 0x ، 

 .ندجبر هیلبرت جابجایی یکسان دوگان جبرهای جابجایی و پخشی و کلاس-BIکلاس  ]17[. ۲.۸ قضیه

: نگاشت ]2[ .۹.۲تعریف  ( , ) ( , )f X Y   و به ازای هر  یک به یک و پوشا باشدهرگاه  گویند،را یکریختی ,x y X ، در

) شرط ) ( ) ( )f x y f x f y  .صدق کند BI-جبرهای ( , )X   و( , )Y نویسیم و می را یکریخت گویند

( , ) ( , )X Y،   آنها موجود باشد.  یکریختی بینیک هرگاه 
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3. BI-جبرهای از مرتبه دو و سه 

با  منظور،برای این  .میگذاریها را به نمایش مو جدول کیلی آن کرده یبندجبرهای مرتبه دو و سه را رده-BIدر این بخش

-BIاز مرتبه دو در حد یکریختی و دو  جبر-BIثابت می کنیم که تنها یک  3.2و  2.2و قضایای  جبر-BIاستفاده از تعریف 

 از مرتبه سه در حد یکریختی وجود دارد. جبر

 .در حد یکریختی وجود داردجبر از مرتبه دو -BIفقط یک .3.1 قضیه

,0} فرض کنید برهان. }X a . 1با استفاده از( )p ،2( )p  و( )B 0 میریگینتیجه م 0 0 0a a a       و

0a a  فقط یک  نبنابرای؛BI- که پخشی راست نیز هست.وجود دارد جبر از مرتبه دو با جدول زیر 

ز مرتبه -BI. 1جدول   ۲جبر ا

*  0 a  

0

a
 

0 0

0a
 

( ) {{0},{0, }}.I X a 

 است. 2برابر در حد یکریختی جبرهای مرتبه سه -BIتعداد .3.۲قضیه 

,0}فرض کنید برهان. , }X a b  .1 بنابر( )p ،2( )p  و( )B :داریم 

.0 0 0 0 0, 0a b b b a a a a              0وb b  

)17با استفاده از  )p میریگیم، نتیجه a b b  0}بنابراین ؛, }a b a  اگر .a b a 15بنابر گاه، آن( )p ،b a b  اگر .

0a b ، 16با استفاده از  گاهآن( )p میریگیم، نتیجه b a b  .17طبق  بر نینمچه( )p ،b a a  0بنابراین ؛b a  

,𝑋,⋆1) که هر دو مورد پخشی هستند و میابییمجدول کیلی زیر را و دو   جابجایی نیز هست. (0

 

 

 

 

 خشیپجبر جابجایی و -BI. 3 جدول

⋆1 0 a b  

0

a

b

 

0 0 0

0

0

a a

b b

 

( ) {{0},{0, },{0, },{0, , }}I X a b a b  

 جبر جابجایی-BI . ۲ جدول

⋆2 0 a b  

0

a

b

 

0 0 0

0 0

0 0

a

b

 

( ) {{0},{0, , }}.I X a b  
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4.BI- 4جبرهای مرتبه 

,0} جبر-BIبرای این منظور با در نظر گرفتن  .میکنیم یبندردهرا  4جبرهای مرتبه -BIدر این بخش , , }X a b c ،

aهای مختلف برای حالت b  وa c  ها، تمامی و با استفاده از این حالت کنیمبررسی میراBI-های ممکن را مورد تحلیل جبر

aها یکی از حالات ممکن برای کنیم که هر کدام از آنهای کلیدی را مطرح میدهیم. ابتدا لمقرار می b  وa c بررسی  را

شود. جداول کیلی متناظر ارائه می 4مرتبه  هایجبر-BIبندی دقیقی ازها و قضایای مرتبط، ردهکند. سپس با استفاده از این لممی

گردد. این تحلیل به ما اجازه ها خواص جابجایی، پخشی و متعدی بودن بررسی میشوند که در آنمیها نمایش دادهجبر-BIبا این 

در را که از نظر یکریختی متفاوت هستند، شناسایی و دسته بندی کنیم. لازم به ذکر است  4مرتبه  هایجبر-BIدهد تا تمامی می

,0}سرتاسر این بخش فرض بر این است که  , , }X a b c  یکBI-است جبر. 

0 )الف( .1.4لم  0 0 0 0 0a b c       ، 

0a )ب( a b b c c     ، 

0 )ج( , 0 , 0a a b b c c     . 

)1با استفاده از  برهان. )p ،2( )p  و( )B  .اثبات بدیهی است 

0aاگر . ۲.4لم  b a c   ، گاه موارد زیر برقرارند:آن 

0b )الف( a ، 

,0} )ب( }b c b ، 

0c )پ( a ، 

,0} )ت( }c b c ، 

0b  )ث( c   0 دهدیمنتیجهc b ، 

b )ج( c b   دهدیمنتیجه c b c . 

a کهییجاآن از)الف(  برهان. b a  ،16با استفاده از( )p  میریگیمنتیجه b a b  .17 بنابر( )p ،b a a  نینمچه 

)18از  )p و a c a   شودیمنتیجه b a c  .0 پسb a . 

)17 بنابر )ب( )p ،b c c  .16 با توجه به( )p  وa c a   خواهیم داشتc a c . 18 بنابر( )p وc a c  توانیم 

b نتیجه گرفت c a  . 0}پس, }b c b . 

 )الف( است.اثبات شبیه قسمت  )پ(
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 )ت( اثبات شبیه قسمت )ب( است.

0bفرض کنید  )ث( c  .17بنابر صورتایندر( )p  18و( )p ،{ , }c b c b  .18از نینچهم( )p و b a b   خواهیم

cداشت  b a  .0 پسc b . 

)15با استفاده از  )ج( )p  است. بدیهیبرهان   

0aفرض کنید   .4.3 لم b   وa c a  .صورت موارد زیر برقرارند:ایندر 

,0} )الف( }b a c ، 

c )ب( a c ، 

,0} )پ( }c b c ، 

0cاگر  )ت( b 0} گاه، آن, }b c a ، 

cاگر  )ث( b c گاه، آن b c b . 

)16با استفاده از )الف( برهان.  )p ،17( )p وa b a   داریم{ , }b a a b  0}بنابراین ؛, }b a c . 

)15طبق  )ب( )p .برهان بدیهی است 

)18 بنابر)پ(  )p  وb a b   داریمc b a  .17با استفاده از  علاوهبه( )p  0}خواهیم داشت, }c b c . 

0c فرض کنید)ت(  b . 16با استفاده از  صورتایندر( )p ،17( )p  وc b c   شودیمنتیجه { , }b c b c  بنابراین .

{0, }b c a . 

)15 بنابر)ث(  )p  است. بدیهی برهان 

0a فرض کنید .4.4لم  b   وa c b  .برقرارند: صورت موارد زیرایندر 

0b )الف( a ، 

b )ب( c b ، 

0c)پ( a  ، 

c )ت( b c . 

)6)ب( و )ت(. با استفاده از  برهان. )p وa c b  .برهان ساده است 
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)17 بنابر)الف(  )p ،b a a  16 یریکارگبه. با( )p وa b a   میریگیمنتیجه b a b  .18بنابر نینمچه( )p  و

a c a  خواهیم داشتb a c  0بنابراین ؛b a . 

)17 بنابر)پ(  )p ،c a a  16 یریکارگبه. با( )p وa c a    میریگیمنتیجه c a c  .18بنابر نینمچه( )p  و

a b a   خواهیم داشتc a c  0بنابراین ؛c a   . 

aفرض کنید .4.۵ لم b a  0وa c  .صورتایندر 

b)الف( a b  ، 

,0})ب( }c a b  ، 

,0} )پ( }b c b ، 

0bاگر  )ت( c 0} گاه، آن, }c b a ، 

bاگر  )ث( c b گاه، آن c b c . 

)15 بنابر)الف( برهان.  )p  است. بدیهیبرهان 

)16 با استفاده از)ب(  )p 17و( )p شودیم، نتیجه{ , }c a a c  . 0} پس, }c a b . 

cطبق )ب(  )پ( a c  .17 بنابر علاوهبه( )p  18و( )p  داریم{ , }b c a c  0}. پس, }b c b . 

0b  فرض کنید )ت( c . 16بنابر( )p ،17( )p وb c b   شودیمنتیجه{ , }c b b c   .0}پس, }c b a . 

)15با استفاده از  )ث( )pبرهان ساده است ،.  

aفرض کنید  .4.۶لم  b a c a    .صورتایندر 

b )الف( a b ، 

c )ب( a c ، 

0bاگر  )پ( c 0} گاه، آن, }c b a ، 

bاگر  )ت( c a 0} گاه، آن, }c b a ، 

bاگر  )ث( c b گاه، آن c b c . 

)15با استفاده از  )الف(، )ب( و )ث(.برهان.  )p .برهان ساده است 
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0b فرض کنید )پ( و )ت(. c   یاb c a 16. با استفاده از( )p  ،17( )p و b c b   شودیمنتیجه { , }c b b c   و

,0}لذا  }c b a  . 

aفرض کنید .۷.4لم  b a   وa c b  .صورتایندر 

b )الف( a b ، 

b )ب( c b ، 

,0} )پ( }c a b ، 

c)ت( b c  . 

)6)الف(، )ب( و )ت(. با استفاده ازبرهان.  )p  .برهان ساده است 

a کهییجاآن از )پ( c a  ،16با استفاده از( )p  17و( )p  شودیمنتیجه { , }c a c a  0}بنابراین ؛, }c a b  . 

aفرض کنید . ۸.4لم  b c  .صورتایندر 

b)الف( c b ، 

c )ب( b c ، 

,0}اگر )پ( }a c b 0 گاه، آنb a c a   ، 

aاگر  )ت( c a ، 0} گاهآن, }b a c   وc a c . 

)6 یریکارگبه)الف( و )ب(. با برهان.  )p .برهان ساده است 

0aفرض کنید)پ(  c  .16بنا بر صورتایندر( )p ،18( )p  وa c a   ،خواهیم داشتc a a  ،b a c   و

c a c  .16از  نیچنهم( )p ،18( )p و a b a   شودیمنتیجهc a b  وb a b .  17 یریکارگبهبا( )p،  نتیجه

0c میریگیم a b a   . 

aاز  )ت( c a   15و( )p گیریمنتیجه می c a c  .کهییجاآن از a b a  ، 16 بربنا( )p 17و( )p، داریم

{ , }b a b a 0}بنابراین  ؛, }b a c .  

 در حد یکریختی موجود است. 4جبر مرتبه -BI هشت .4.۹ قضیه
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,0}فرض کنید  برهان. , , }X a b c یکBI- 17با استفاده از باشد.  4جبر از مرتبه( )p، {0, , }a b a c اگر .

0a b  ،برای  حالتسه  گاهآنa c  0داریم. اگرa c  ،دو 2.4لم  بنابر گاهآن ،BI- در آن هر  ، کهمیابییمجبر زیر را

)1دو متعدی هستند و  , )X  .پخشی نیز است  

0aاگر  b   وa c a ، 0، )پ( 4.3لم  بنابرگاه آنc b   یاc b c  0. اگرc b  ،4.3 با استفاده از لم گاهآن 

1 شودیمدیده  یسادگبهباید چهار جدول زیر را مورد بررسی قرار دهیم. )ت(  2( , ) ( , )X X   2و 3( , ) ( , )X X   و

4( , )X   متعدی است، ضمناً یکجابجایی، پخشی وBCK- هست.جبر نیز 
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cاگر b c (ث) 4.3 لمگاه بنابر ، آن ،b c b   هر دو ، مورد بررسی قرار دهیم که هر دو غیر یکریخت اید دو جدول زیر رابو

BI- 5تعدی هستند و مجبر( , )X  .پخشی است 

0a اگر b   وa c b  ،یک  4.4طبق لم  گاهآنBI- 3که با  میابییمجبر زیر را( , )X  .یکریخت است 
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aحال اگر  b a   0وa c شش، 5.4بر لم بناگاه ، آنBI-شده  داده شانصورت زیر نکیلی که به یهازیر با جدول جبر

یکریخت هستند. با یک بررسی ساده ولی کمی  میاافتهیقبلی که  یهاحالتبا دست آمده جبرهای به هرا بررسی کنیم که هماست 

4که  میشویمطولانی متوجه  2( , ) ( , )X X  ،5 6 3( , ) ( , ) ( , )X X X   ،7 4( , ) ( , )X X  ،

8 5( , ) ( , )X X   9و 6( , ) ( , )X X . 9 برای مثال اگر 6: ( , ) ( , )f X X    را به صورت 

(0) 0, ( ) , ( ) , ( )f f a a f b c f c b    

)9 یک یکریختی بین fصورت تعریف کنیم. دراین , )X   6و( , )X  .اثبات یکریختی بقیه موارد نیز مشابه است و در این  است

 ایم.مقاله به آن نپرداخته
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aاگر  b a c a   ، پنج 4.6 طبق لم گاهآن ،BI- 7که  میابییمجبر زیر را( , )X   ،8متعدی است( , )X  

10 همچنینجبر است. -BCKجابجایی و پخشی و یک 5( , ) ( , )X X   11و 12 6( , ) ( , ) ( , )X X X  . 
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 جبر-BCK. ۲3 جدول
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)1های جبر-BIبا توجه به , )X   8تا( , )X  رسیم:به نتیجه زیر می 

 است، 8در حد یکریختی برابر  4های از مرتبه جبر-BIتعداد -الف . 4.10نتیجه 

 جبر است.-BCKیک جبر جابجایی و پخشی -BIهر .4.11  قضیه

یک جبر جابجایی و پخشی -BIهر  ،2.8باشد. طبق قضیه  جبر جابجایی و پخشی-BIیک Xفرض کنیم  برهان.

)2در خواص  2.7و قضیه  2.6طبق تعریف  پسجبر  هیلبرت جابجایی است. دوگان  )BCK   4تا( )BCK کند. صدق می

)11 2.3قضیه  بنابر )p  ی هر راب ،)الف( 2.7و قضیه, ,x y z X :داریم 

0 (( ) ( )) ( ) (( ) ( )) ( ).x y z y x z x y x z z y            

)1در شرط Xبنابراین )BCK یک  در نتیجهکند و نیز صدق میBCK- استجبر . 

  جبر است اگر و تنها اگر استلزامی باشد.-BIیک  Xجبر-BCK .4.1۲قضیه 

 در حالت کلی برقرار نیست.، 4.11دهیم عکس قضیه در مثال بعد نشان می

 جبر-BI. ۲۷جدول

15  0 a b c  

0

a

b

c

 

0 0 0 0

0 0

0 0

0 0

a c

b b

c c

 

( ) {{0},{0, }, }I X b X  

 جبر متعدی-BI. ۲۹ جدول

17  0 a b c  

0

a

b

c

 

0 0 0 0

0

0 0

0

a c a

b b

c c c

 

( ) {{0},{0, },{0, , },{0, },{0, }, }I X a a b b c X  

 جبر متعدی-BI. ۲۸ جدول

18  0 a b c  

0

a

b

c

 

0 0 0 0

0

0

0

a c a

b c b

c c c

 

( ) {{0},{0, },{0, , },{0, },{0, }, }.I X a a b b c X  
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,0}فرض کنید  .13 .4 مثال , , }X a b c .کنیم که می در جدول کیلی زیر مشاهده( , )X  یکBCK-است  جبر

)، زیرا جبر نیست-BIیک  ولی ) 0a b a a a a       وX  در شرط( )BI کند.صدق نمی 

 جبر-BCK. 30 جدول

  0 a b c  

0

a

b

c

 

0 0 0 0

0 0 0

0

0

a

b a a

c a a

 

 

 . نتیجه گیری۵

 بندی شدند. نتایج اصلی شامل موارد زیر است:یکریختی ردهدر حد  4و  3، 2مرتبه های از جبر-BI در این مقاله

BI-تنها یک 1.3: طبق قضیه 2های مرتبه جبر ،BI-وجود دارد. 2از مرتبه  جبر 

BI-دو 2.3:  طبق قضیه 3های مرتبه جبر ،BI-شناسایی شد. 3از مرتبه  جبر 

BI-تعداد 4های مرتبه جبر :BI-رسد که در فصل سوم اثبات شده است. می 8در حد یکریختی به  4های از مرتبه جبر 

یک دارای ها به نمایش گذاشته شده و مشخص گردیده کدامآلی شده، مجموعه تمام ایدههای معرفجبر-BIبرای تمامی 

-BCKجابجایی و پخشی یک  جبر-BIطور خاص، ثابت شده است که هر خواص جابجایی، پخشی و متعدی هستند. به

اند. ئه شده ( نتایج ارا1( و شکل )1در جدول ) 4.10و نتیجه  3.2، 3.1با استفاده از قضایای نتایج این تحقیق  جبر است.

یابد. در ها به طور قابل توجهی افزایش میجبر-BIدهد با افزایش مرتبه، تنوع و پیچیدگینتایج این تحقیق نشان می

 کند. ها کمک میتر از ساختارخواهیم پرداخت که به فهم عمیق 5های مرتبه جبر-BIبندی تحقیقات بعدی به رده
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 ۵جبرهای از مرتبه کمتر از -BI:تعداد انواع 1جدول 

 جبر-BIمرتبه  تعداد جابجایی پخشی جبر-BCK متعدی

1 1 1 1 1 ۲ 

1 1 ۲ 1 ۲ 3 

۷ ۲ 4 ۲ ۸ 4 
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