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Introduction 
Assume the system of linear equation  where ∈  is a known 
matrix—it is called the dictionary or the sensing matrix—with  and a 
given signal measurement ∈ . The main goal in a sparse signal recovery 
problem is to find the sparsest possible vector x satisfying . A common 
mathematical model of this problem is 

(1) P :min		‖x‖ s. t y Ax 

where ‖ ‖  is the L0 norm defined as the number of non-zero elements of x. 
Since the L0 norm does not have desirable properties like being continuous 
and differentiable, relaxation methods have been developed to solve it. In 
practical applications, where the available data are subject to noise and 
measurement errors, a study of a noisy version of the original model (1) is 
inevitable; that is,  

(2) P :min		‖x‖ s. t ‖y Ax‖ ε 

where 0  is an upper bound for the noise.  

The proposed algorithm 
Sequential quadratic programming is an iterative method for solving 
constrained optimization problems. This approach deter- mines the search 
direction by solving a quadratic subproblem at every iteration. This method 
was first proposed by Wilson in 1963 and then popularized by Han, and 
Powell. Consider the constraint optimization problem. 

(3) 
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The problem (3) can be seen as a continuous relaxation of the original problem 
(1).  In the SQP approach, the search direction d is computed by solving the 
following quadratic trust-region subproblem 

(4) ,
∶
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where  is the trust-region radius, g g ,… , g  is the gradient of the 
objective function and H is the Hessian of the Lagrangian or its approximation. 
The gradient and the Hessian of the SL0 norm are 
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where Diag (ω ) denotes a diagonal matrix with elements . Fortunately, 
Since the Hessian has a simple diagonal structure, all subproblems, as we 
show later, can be solved efficiently without imposing additional cost; it 
results to a super-linear rate of convergence. Let d be the solution of the 
quadratic programming subproblem (4), we define 

∆ ∶ 0
1
2

, ∆ ∶ , 

as the predicted and the actual reduction, respectively. 

Conclusion 
In this paper, we proposed a sequential quadratic programming algorithm for 
solving sparse recovery problems. An efficient SQP solver for the noise-aware 
problems was introduced. The proposed method uses a new approach to solve 
subproblems. Through a set of extensive experiments on sparse signal 
recovery problems in various scenarios, it was demonstrated that the proposed 
algorithm outperforms a number of well-known algorithms. In recent years, 
the problem of non-negative sparse representation and recovering low-rank 
matrices have received more attention by researchers. In this regard, a future 
plan of research can be developing a suitable version of the proposed method 
for solving these problems. As a further plan, providing a worst-case 
complexity bound for the proposed algorithm, considering the specific 
structure of the problem at hand, can be on the agenda. Using the Filter idea 
from non-linear programming instead of the penalty approach also is a good 
point for the future development. 
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 ،يدرجه دوم متوال يزيربرنامه
  نرم صفر هموارشده، 

   .تنُُك سيگنال شينما

 يبه كاربرد در بازساز توانيدارد كه از آن جمله م ريو تصو گناليدر پردازش س ياديتُنكُ كاربردهاي ز شينما
رد. و رادار اشاره ك هيآرا گناليپردازش س گنال،يس يجداساز ر،يتصاو يسازو فشرده تيتقو ،يپزشك ريتصاو

از  يسازنهيو در جهت حل مسائل به ندتُنُك بهرم شيهاي نمامهم سبب شده تا محققان از انواع روش نيا
و در  شونديم يتُنكُ بررس شيمختلف حل نما يهامقاله ابتدا روش ني. در انديمختلف استفاده نما يهانرم

 يدرجه دوم متوال يزيراز برنامه يبا بهرمند زداريتُنك نو يهاگناليس يابيباز يو كارا برا ديجد يادامه روش
 سهيدر مقا يشنهاديروش پ يبالا تيانجام شده، نرخ موفق شاتيآزما جي. نتاشوديم ائهو نُرم صفر هموارشده ار

  .دهديتُنُك را نشان م شينما يسازنهيبه يهاروش ريبا سا
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 مقدمه

از بعدشان  رشتيب يليعدادشان خت يكه در حالت كل هيپا گناليس ادييتعداد ز نيسازي تُنُك هدف آن است كه از بدر بهينه
اي هاي خطي در رياضيات و علوم مهندسي جايگاه ويژهانتخاب شود. تبديل گناليس كي شيتعداد براي نما نياست، كمتر
هاي خطي كامل در پردازش متناهي به كمك دستگاه معادلات خطي نمايش داد. تبديل ها را در فضا با بعدتوان آندارند و مي
سازي و كاهش نويز سيگنال با اهداف دستيابي به نمايش هر چه تُنُك تر فشرده هايدر زمينه صوير به خصوصسيگنال و ت

   .سيگنال، كاربرد دارند

د توجه مور ييززدايسازي و نوفشرده ،يبردار نمونه ماننديي در كاربردها گناليتنك س شياستفاده از نما ر،يهاي اخدر سال
 ريانند تصوم يعيطب يهاشود كه اكثر سيگنالمي يناش كاربردها، از آنجا نيتنك در ا شينما تيفقاست. مو گرفته قرار اريبس

ها يدر شناخت ويژگ يگام اساس كيبه عنوان  همواره مناسب، هيها در پاسيگنال شيتنك هستند. نما يشينما يادار و گفتار
قسمت  آن در كه است سيگنال از نمايشي تُنُك، نمايش از منظورها مورد توجه بوده است. از سيگنال اطلاعات ريو تفس
جود و بودن تُنُك براي معياري و تعريف گرچه. شوندمي ضرايب متمركز از كمي تعداد در سيگنال اساسي اطلاعات از ايعمده
 هايمولفه اكثر ييعن عملي بيان در و است سيگنال هايمولفه بيشتر بودن صفر معناي به تُنكُي ساده بيان دريك اما ندارد،

  .اي باشندتوجه قابل مقادير داراي سيگنال مولفه چند تنها و بوده سيگنال كوچك

را در نظر  y است. يك سيگنال مانند  همان شوند، يعني فضاي سيگنالنشان داده مي m ×1 ها با بردارهايسيگنال
  :شودنشان دهيم، آنگاه سيگنال بصورت زير نشان داده مي را با	 بگيريد، اگر بردارهاي يكه فضاي

	  

 است. در   برحسب خانواده بردارهاي y هستند. عبارت فوق، در واقع نمايش بردار y هاي بردارها مولفه  كه در آن

 .نامندهاي عضو آن را اتم ميسيگنال هاي معلوم را ديكشنري واصطلاح يك خانواده از سيگنال

هاي كاملا محلي در زمان يعني سيگنال ضربه يا ترين ديكشنري حوزه زمان است كه از اتمساده	 ديكشنري
يعني هنگامي كه آن را بصورت ، ترين شكل خودهر سيگنال در ساده . لذاهاي آن تشكيل شده استانتقال يافتهو  ديراك

ديكشنري ساده (يعني ديكشنري ديراك) است كه در  نمايشي بر حسب يك دهيمنشان مي	هاي با مولفه yرداري مانند ب
	هايآن مولفه   .باشنديا بسط مي ضرايب اين نمايش	

نا مع نيد، به اتُنُك هستن شينما يچند حوزه مانند زمان، فركانس، موجك و ... دارا اي كيدر  عييطب يهاسيگنال اكثر
كرد. مثلاً اگرچه  انيخاص ب شيحوزه نما كيدر  بيها را با استفاده از تعداد اندكي ضرتوان اطلاعات موجود در آنكه مي
به  اطلاعات فشرده و يرسند، اما در حوزه فركانس دارابه نظر مي اديو با اطلاعات ز نيغ ايانبوه  اريدر حوزه مكاني بس ريتصاو

از  ياريموضوع در مورد بس نيبه صفر است. هم كينزد ايها صفر فركانسي آن بياغلب ضرا كهيهستند، به طور اصطلاح تُنُك
است k<N كه  بيضر kرا تنها با  Nبه طول  ميجح اريبس گنالييتوان سمي كهيها هم صادق است، به طورسيگنال گريانواع د
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 نشان داده شده است.  Aحسگر  سيماتر لهيبه وس y نالگيتُنُك س شينما 1عنوان مثال، در شكل به داد.  شينما

 

 

 

 

  

 

   .Aحسگر  سيماتر لهيبه وس y  گناليتنُكُ س شي. نما1شكل 
  

شود و مي ينمونه بردارn× m   (m<n) با ابعاد Aحسگر  سيماتر لهيبه وسm ×1با ابعاد  y گناليشكل س نيا در
 رندهيتوان به گرا مي xشده  يرياندازه گ گناليدهد. سمي جهياشد را نتبمي yكوچكتر از  يليتنك خ شيكه در نما x گناليس

 يبازساز x يرا از رو  yتوانخاصي را ارضا كند، مي طيشرا Aحسگر  سيكافي تُنُك باشد و ماتر زانيارسال كرد و اگر به م
 دهيامن يكشنريد سيماتر نيشود. اده ميها استفاداده شينما يهايي است كه براتمام پايه ارندهدرواقع دربرد A سيماتر كرد.
 د.نامناتم مي كيرا  يكشنريد سيهاي ماتردهد. هركدام از ستونها را پوشش ميمربوط به داده يبردار يشود و تمام فضامي

ورت ص نيا كامل و در يكشنريد كيرا  يكشنريباشد آنگاه آن د يبردار يبرابر بعد فضا يكشنريهاي ددرصورتي كه تعداد اتم
 شتريكامل را ب يكشنريد كيهاي اگر تعداد اتم خواهد داشت. يكشنريهاي دبا استفاده از اتم كتاي شييها نماهركدام از داده

 نير ادرك بهت ي. برابودنخواهد  كتايجواب  يبا آن دارا گناليس شيشود كه نمافراكامل گفته مي يكشنريبه آن د م،يكن
  .ديريا در نظر بگر )1(موضوع دستگاه معادله خطي 

)1(   

شمار جواب بي ياست و دارا نينامع yكردن  دايفراكامل است دستگاه معادلة خطي در پ يكشنريد سيماتر نكهيا ليبه دل
ود شتُنُك گفته مي ابييهاي بازروند، الگوريتمبكار مي Aو  yبا مشاهده  x افتني يهاي كه براالگوريتمطور كلي به  خواهد بود.

 ميتوانمي م،يهست) 1( معادله يپاسخ برا نيكه به دنبال تُنُك تر يياز آنجاشوند. بخش بعدي بطور كامل شرح داده ميكه در 
  .ميكن انيب) 2( سازي به فرممسئله بهينه كيمسئله را به فرم 

)2(  : 		‖ ‖ 		 								 . 					  

‖كه در آن   ياست كه دارا xبردار  افتنياست و به طوركلي مسئله بالا به معني  xهاي غيرصفر بردار معرف تعداد درايه ‖
  .ديممكن بدست آ x نيتُنُك تر گريبه عبارت د ايمؤلفه غيرصفر باشد و  نيكمتر
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يك،  ا نرميكردن نرم صفر اقلهاي مبتني بر حدمبتني بر نرم صفر هموارشده در مقايسه با روش تُنُك ابييباز هايالگوريتم
 باشندهاي مطلوبي از قبيل پيوستگي، مشتق پذيري، سادگي و رفتار عددي مناسب ميعلاوه بر سرعت بيشتر داراي ويژگي

شود ) پيشنهاد مي2شود. در اين مقاله بر اساس نرم صفر هموارشده روش كارآمدي براي حل (بخش دوم شرح داده مي كه در
   ن به شرح زير است:هاي آكه ويژگي

 خواص همگرايي سراسري مطلوبي دارد. )1

 برد.درجه دوم بهره مي از رويكرد جديدي براي حل زيرمسايل )2

 كاهش پيچيدگي محاسباتي مساله را در پي دارد. )3

 كند كه بر اساس آن نتايج عددي مطلوبي را به همراه دارد.مساله را در حضور نويز حل مي )4

 ريزيشود. روش برنامهمي يتُنُك بررس شيپركاربرد در حل نما تميچهار الگور 2است: در بخش ريزمقاله به شرح  يساختار كل
 ريبا سا يشنهاديروش پ سهيمقاله و مقا يعدد جينتا 4آورده شده است. بخش 3در بخش يشنهاديو روش پ يدرجه دوم متوال

 يريگ هجينت تيدهد و در نهانشان مي شيقالب سه آزما تُنك را در يهاسيگنال يابيباز نهيهاي شناخته شده در زمالگوريتم
  آورده شده است. 5 در بخش

 

 تنك شيحل نما يهاتميالگور. 1

 نيتنك جهت حل ا شينما يبازساز ياست كه برا يتنك، حل دستگاه معادلات خط بيضرا افتنيدر  يچالش اصل 
 اي كينام دارند كه در آن، بصورت قدم به قدم  صانهيحر يهاها، روشاز آن يوجود دارد. گروه يمختلف يهاها روشدستگاه

را بروز  ماندهياقب نيها، ادارند انتخاب و با استفاده از آن گناليس شيمربوط به نما ماندهيبا باق يهمبستگ نيشتريچند اتم كه ب
 نيا ياست. به طوركل يكشنريد يهابا استفاده از اتم گناليمرحله به مرحله س نيبر تخم يها مبتنروش ني. اساس اكننديم

 يهاتنك، روش شينما يبازساز يهاوشاز ر يگري. گروه دباشنديتر م عيتنك، سر شينما يهاتميالگور ريها نسبت به ساروش
  . شونديم دهينام يسازنهيبر به يمبتن يرهاساز

 باشد،ي) م1( يدستگاه معادلات خط ياپاسخ ممكن بر نيتُنُك تر افتنيتنك و  شينما يبازساز يهاهدف استفاده از روش
 ديق كيتُنُك بودن را به صورت  زاني) م2) در نظر گرفته شود. اگر در معادلة (2( يسازنهيتوان مسئله به فرم مسئله بهلذا مي

 :ديآ) درمي3مسئله به فرم ( نگاهآ ميبه مسئله اضافه كن تيمحدود اي

)3(  		‖ ‖ 										 . 					‖ ‖  

است.  هياول گناليتُنُك و س شيشده با نما يبازساز گناليحاصل از س يكم كردن خطا ،هدف از حل مسئله نجايدرواقع در ا 
و چون خطا و  ميحل كن) 3(مسئله را به فرم معادله  ديبا رياست ناگز رممكنيدر حالت كلي غ حل مسئله  نكهيبه خاطر ا

) 4(به فرم معادله ) 1( هيشده و معادله اول انيب نييبه صورت تخم xحالت بردار  نير است در اياجتناب ناپذ يبازساز زينو
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  .ديآدرمي

)4(   

هاي تُنُك مسئله پاسخ زياست. با حضور نو  ‖z‖ ديق يشود و دارامي دهينام شينما زينو  ∋ معادله نيدر ا
  به دست آورد. )5(سازي با حل مسئله بهينه بييوان به صورت تقرترا مي )4(

)5(  :min		‖ ‖ 				 					 . 					‖ ‖  

با  پاسخ تُنُك افتنيهاي تواند از روششده در بالا با استفاده از نرُم صفر مي فيسازي تعرچند روش حل مسائل بهينه هر
  NP-HARDمسئله  كيو به طوركلي مستلزم حل  رقطعييولي همچنان پاسخ مسئله غ ديبه دست آ سيز ماتراستفاده ا
ه به دست آورد كه به مسئل زين كيتوان با استفاده از نرُم نرُم صفر را مي مسئلهنشان داده شده است كه پاسخ  ]1[است. در 

تواند مي معادل هستند و مسئله    و   پاسخ مسائل يكاربرد از مسائل ياريشود. در بسگفته مي سازي آن بهينه
 گردد.مي فيتعر) 6(باشد كه بصورت  گناليتُنُك س شينما افتني يقابل قبولي برا بيتقر

)6(  : 		‖ ‖ 				 					 . 					  

 شوند:حل مي )7(سازي بر اساس مسئله بهينه كينرُم  يمبنا تُنُك بر شيمشهور نما ياغلب ساختارها

)7(  :min		‖ ‖ 				 					 . 					‖ ‖  

نرم  نيهاي به دست آمده توسط اآورند نرم دو است. پاسخكه توسط آن پاسخ تُنُك را به دست مي ييهااز نرم گريد كيي
  نبوده و ممكن است كه به اندازه كافي تُنُك نباشند. ياديدقت ز يدارا

 .شونديم انيتُنُك به صورت مختصر ب شيپركاربرد در حل نما تميچهار الگوردر اين بخش، 

    هيوجوي پاجست تمي، الگـورتُنُك پاسـخ ـافتنيابزارها براي  نيترمعروف ازيكي: هيپا يوجوجست تميالگور 11,
 سازينهي. مسئله به]2[ شوديم ، استفاده)6( معادله مطابق ،كي نرم كردن صـفر، از حداقل جـاي نـرم به در آن كهاست  1
 شنهاديپ يبـراي مسائل خط كه يهاي مختلفبا روش ليدل نيهم . بهاست يمسئله خط كي به ليتبد قابل يراحت به) 6(

 انيم يهمبستگ بـه از حـدي كـه تُنُك صـفر در پاسـخ اگـر تعداد عناصـر مخـالف كـه شـده . ثابـتاست حل قابل شده
صفر  سازي نرمبـا حـداقل تُنُك برابر با پاسخ قايدق )6( رابطه تر باشد، پاسخكم ستا وابسته A كشنرييهاي) دها (ستوناتم

  .است

 اسـت آن ازيمورد ن زمان هيپا يوجوجست تميالگور رادهاييا نيترمهم ازيكي: يجستجوي تطابق تميالگور 1.2
                                                            
1 Basis Pursuit  
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 تمي، الگـورتُنُك پاسـخ نيها براي تخمـروش نيترعيسر از يكي. شـوديساز مابعاد مسئله مشـكل شدن اديمعمولا با ز كه
يم و تلاش است صانهيحر روش نيا ت مطرح شد. ذاتژانگ و مل وسطروش ابتدا ت ني. ا]3[دارد  نام 1وجوي تطابقجست
 عبارت . بهاست كشنرييد سيهاي ماترهـا ستونكنـد. منظـور از اتم ها را مشخصاتم ازيكي بيتنها ضر تـا در هـر گام كنـد

. در شوديمحاسبه م آن بيو ضــر خــابرا دارد، انت آزمــون گناليبـا ســ مشـابهت نيتـرشيب كه ياتم اول در گام گر،يد
 بيترت نيهم . بـهشـوديم انتخاب اتم نيترو مجددا مشابه سهيها مقااتم ـهيبا بق اول و اتم آزمون گناليس ماندهيبعد، باق گام

 آنكه ـايتر شـود از حدي كم آزمون گناليس ييماخطاي بازن كه ييتـا جا شـوديم نيـيها تعاتم ازيكي بيضر در هر گام
 وجـوي سادهجست كي به در هر گام آنكه سبب به تميالگور نيصفر شوند. ا مخالف بيها داراي ضراز اتم يتعداد مشخص

 تُنُك با پاسـخ همشاب يينها پاسخ وجود ندارد كه ينيتضم بودن صيحـر ـليدل . اما بـهاست عيسر اريمعمولا بس ازدارد،ين
  همگرا شود.   نهيباشد و به جواب به

بالاي  سرعت با حفـظ  يجستجوي تطابق تميمنظور بهبود الگور به :متعامد يجستجوي تطابق تميالگور 1.3
. در روش ]4[د دار نام 2متعامد يجستجوي تطابق تميالگور آن نيترمعروف كـه شـده شـنهاديپ يمتنوع هايتمي، الگورآن

قبل  مراحل جيبه صورت مستقل از نتا يكشنريد سيستون هاي فعال از ماتر بيمتعامد در هر مرحله ضرا يجستجوي تطابق
خص در هر مرحله بعد از مش يعنيشود. استفاده مي رصفريمكان مؤلفه هاي غ افتنيتنها در  يقبل جيشوند و از نتاانتخاب مي

مرحله، محاسبه  نيهاي انتخاب شده تا ااز تمام اتم يخط يبيصرف نظر شده و ترك يقبل بياز تمام ضرا د،يشدن اتم جد
ستجوي ج تميبر خلاف الگور تميالگور نيآزمون داشته باشد. در واقع در ا گناليخطا را براي بازسازي س نيكه كمتر شودمي

 ريهاي انتخاب شده تا آن مرحله، تصووسط اتمشده ت ديفضاي تول ريروي ز گناليتُنُك، س شيبراي بروز كردن نما يتطابق
  شود.مي

صفر هموارشده ، نـرمتُنُك پاسخ افتنيبراي  مناسب هايتمياز الگور گريد يكي :صفر هموارشده نرم تميالگور 1.4
 خود نرم كردن تـا از حـداقل اسـت بـر آن تلاش روش نيدر ا .]5[است شده يمعرفـ زادهييبابـا توسـط دارد كـه نام ۳ 

 نيهم . بهستين وستهيصفر پ نرم تابع كه است صفر وجود دارد آن نرم كـردن براي حداقل كه رادييشود. ا صفر استفاده
صـفر  . نرمدهـديم هجـيصـفر را نت از نرم يبيتقر شود كه همـواري استفاده صـفر از تـابع جاي نرم تا به شده شنهاديپ ،ليدل

	بـردار , , … ,  :ميكن اگر فرض گريد عبارت . بهبردار است نيهاي غيرصفر امؤلفـه تعـداد  

V x
1															 0
0																 0 

                                                            
1 Matching Pursuit  
2 Orthogonal Matching Pursuit  
3 Smoothed L0 norm  
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‖برابر با صفر  نرم آنگاه ‖ ∑ V x Vتـابع  يوسـتگيناپ صفر معلول نرم يوستگيلذا ناپ ،است   x اگر اسـت .
 ـنيبـراي ا يگونـاگون . توابـعـديآيم دسـت صفر به هموار نرم نيتخمـ گـاهشـود، آن نيهمـوار جـايگـز يبا تابع تابع نيا

 :ميدار صورت ني. در اصفر است نيانگيبا م يگوس تابع نهيقر ،نتخابا نيترمناسـب نمود كـه استفاده توانيمنظور م

x
x  

 : كوچك باشد، آنگاه يليخ وضوح مشخص است كه اگر  به

lim
→
f x

1										x 0	
0										x 0		 

lim  درنتيجــه
→

x 1 xكنيم فرض ، اگر. بنــابراين ∑   داريم: 	

lim
→
F x 	1 V x 	 1 ‖x‖ 	

  : يعنيباشد،  صفر  نرم نيتخم توانديمx  آنگاه
‖ ‖  

صفر  سمت به )8( را در رابطه نمود. اگر  سازينهيرا به آن توانيم يسادگ به هموار است ديجد بعتا نيا آنجا كه از
Fتابع كردن نهيشـيب ني. بنـابراشوديم ليتساوي تبد به بيتقر ،ميده ـليم x  كـردن بـا حـداقل معادل كوچك براي   

  تابع به ازاي مقادير كوچك است.  تفاده از نرُم صفر هموارشده، پارامتر هموارسازي. نكته مهم در اسصفر است نـرم
بيشينه محلي خواهد بود. از طرفي به ازاي مقادير  كند ولي به شدت ناهموار و داراي تعداد زياديتخمين مناسب تري ارائه مي

ه جلوگيري از به تله افتادن الگوريتم در بيشين بود، لذا براي تابع هموارتر و داراي تعداد كمتري بيشينه محلي خواهد  بزرگتر
F را انتخاب و در هر مرحله بيشينه تابع  محلي، دنباله كاهشي از x يابندرا مي.  

 

 يشنهاديو روش پ  يدرجه دوم متوال يزيربر روش برنامه يمرور .2

و  رمحدبيغ ،يرخطيسازي غحل مسائل بهينه يو كارا براروش شناخته شده  كي 1 يريزي درجه دوم متوالروش برنامه
 نيا كرديشد. رو جيو در ادامه توسط هان و پاول را شنهاديپ 1963در سال  لسونيبار توسط و نيروش اول نيهموار است. ا

آن از  گردد و درسازي درجه دوم حل ميمسئله بهينه d ديمحاسبه جهت جد ياست كه در هر تكرار، برا رتصو نيروش بد
 جياو نت يزبرخط ييشود. سرعت همگرااستفاده مي يمسئله اصل وديدرجه اول ق يخط بيدرجه دوم تابع هدف و تقر بيتقر

 )9( ديسازي مق. مسئله بهينه] 6-8[ سوق داده است نهين زميگسترده در ا قاتيرا به تحق ياديآن، محققان ز يقو ييهمگرا
  :ديريرا در نظر بگ

                                                            
1 Sequential Quadratic Programming  
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)9(  							

. .							 											

 

    شود:) در نظر گرفته مي10زير مسئله ناحيه اعتماد درجه دوم (  جديد براي محاسبه جهت

)10(  ,
	 ∶

1
2

. .						 0
‖ ‖

 

  باشد. بصورت دقيق تر داريم:هسين تابع مي گراديان تابع هدف و  شعاع ناحيه اعتماد،  كه در آن 

)11(  2
	  

  

)12(  	 	
2 4

	  

به عنوان  ∆به عنوان كاهش پيش بيني شده و  ∆باشد. نمادهاي مي ماتريس قطري با عناصر  كه در آن 
  شوند:كاهش واقعي  بصورت زير در نظر گرفته مي

)13(  ∆ ∶ 0
1
2

 

  

)14(  ∆ ∶ 

∋در آن شود كهناميده مي)، شرط كاهش كافي در تابع هدف 15رابطه ( 0,1  است.  

)15(  ∆ ∆  

حل  يبرا يشنهاديگردد. در روش پمي شنهاديتُنك نويزدار پ يهاسيگنال يابيباز يو كارا برا ديجد يمقاله روش نير اد
از  يهموار بيتقر) 2(حل مسئله ناهموار  يكنيم و بجااستفاده مي صفر هموارشده نرم صفر از نـرم يسازي، بجاه بهينهمسئل

 شود.در نظر گرفته مي )16(، مسئله  )9(مسئله  يباشد، بجا زيكه مسئله در معرض نو يشود. زمانمي حاظل )9(آن به فرم 

)16(  
							

. .						 								
					 ‖ ‖ 				

 

 ديشود و لذا قمي ليتبد يبرابر وديسازي با قمسئله بهينه كيبه  )16(است كه  مسئله  نيدر ا يشنهاديابتكار روش پ
‖ ينابرابر 	 ديو شرط جد حذف ‖ ‖z‖ باشد. مي يپارامتر هموارساز گردد كه در آن تابع هدف اضافه مي به 	
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  شود:مي ليتبد )17(مسئله به فرم  نيبنابرا

)17(  
			

γ
2
‖z‖

. .							 0
				

 

 ريز ت،ي. در نهاشودياضافه م يسازنهيبه مسئله به يسازعبارت منظم كيا استفاده از ب ماًيمستق زينو نيتخم نجا،يا در
  آوريم:را به دست مي )18(مسئله درجه دوم 

)18(  ,
	

1
2
	 	 	

. 										 0,
							 							‖ ‖ ,

 

 ديق   مهيبا در نظر گرفتن پارامتر جر )18( مسئله ريحال مجدد در ز) تعريف شده اند. 12) و (11در ( و   كه ييجا
‖ ينابرابر مسائل در زمان كمتر براساس  ريحل ز يبرا يديجد كرديرو جهيگردد و در نتبه تابع هدف منتقل مي ‖
در نظر گرفته  )19(بصورت فرم  )18(مسئله  ريمنظور ز نيآيد. بدبالاتر فراهم مي ييتر و با سرعت همگرا قيجواب دق نيتخم
  شود:مي

)19(  , 		
1
2
	 	 	

̅

2
0

 

 

ــم ــد 19مســئله ( .1.2 ل ــه در آن ) را در نظــر بگيري ــارامتر جر ̅ك ــهيپ ــت دلخــواهو اســكالر مث م ــي يب ــاه م ــد، آنگ باش
∗جـــواب مســـئله برابـــر    ∗اســـت كـــه در آن   ∗

ــر آن مــي جــواب بهينــه مســئله  ∗وجــود دارد بطــوري كــه  0اســت و ̅ باشــد. عــلاوه ب
 باشد.مي ∗Λكران بالايي براي  M كه در آناشد برقرار ب رابطه زير ) است اگر18(

‖ ‖ ‖ ‖
,…,

	
2 4

	  

	) را كه بصورت 19( مسئله ابتدا تابع لاگرانژين .اثبات 	 گيريم، د را در نظر ميباشمي 	
  داريم: KKT 1بر اساس شرايط حال 

)20(  	 0  

)21(  0 

  ) داريم:20با استفاده از (

                                                            
1 Karush-Kuhn-Tucker  
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)22(  ∗ ∗  

  ) داريم:22) و (21حال با استفاده از (
)23(  0 ∗  

  گردد و در نتيجه:محاسبه مي ∗ار ) مقد23با بكارگيري (
)24(  ∗  

، براي هر دهيم كهدر ادامه نشان مي 0 ‖   ) داريم:24كراندار است. در ابتدا از رابطه ( ‖∗
)25(  A A Λ∗ A g 

‖ ) بر 25با تقسيم رابطه (   داريم:‖

)26(  A A Λ∗

‖ ‖
A
‖ ‖

g 

 دانيم:از طرفي مي

)27(  lim
→ ‖ ‖

I 

 ) داريم:27) و بكارگيري (26با حد گرفتن از دو طرف رابطه (

)28(  AA Λ∗ Ag 

  گيريم:) نتيجه مي28و از (
)29(  Λ∗ AA Ag 

‖	 ، 0وجود دارد بطوري كه براي هر  0از همگرايي،  به عنوان يك نتيجه   باشد. لذامي‖∗

  ‖d∗‖
‖A Λ∗ g‖

‖ ‖
‖A‖M ‖g‖

‖ ‖
 

  جايي كه:

  ‖ ‖ γ max
,…,

	
2
σ

4x
σ

	exp
x
σ

 

 اگر بوضوح مشخص است

  ‖A‖M ‖g‖

ρ
max
,…,

	
2
σ

4x
σ

exp
x
σ

γ 

‖آنگاه  ‖طرف ديگر با فرض  خواهد بود، از  ‖∗  شود: ) تبديل مي30) به فرم (18، تابع لاگرانژي ( ‖∗

)30(  1
2
	d 	 	d g d Λ Ad μ d d ρ  

  باشند:زير مي آن بصورت KKT  و لذا شرايط
  0, 0, ‖ ‖ , 0.  
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	بوضوح مشخص است اين شرايط براي ∗,    شوند.برآورده مي 0و ∗
  
  

,       جواب زير مسئله درجه دوم :1الگوريتم  , ,     

,                                                                                                               ورودي:              , ,  
  	                                                                                                 پارامتر:                                        

̅                                                                                                                    مقدار دهي اوليه: 	  
‖تا اينكه  4تا 1تكرار مراحل  ‖     برقرار شود: 	

1: ̅  
2: Λ   
3: Λ  
4: ̅ ← ̅ 1.2 

                        خروجي:                                                                                                                       
  

  
يك ثابت مثبت   كه در آن  دهد. حلقه بيروني با هر مقدار اوليه جزئيات روش پيشنهادي را نشان مي 2الگوريتم 

شود برسند، ايجاد مي  تا زماني كه به آستانه   سپس، دنباله كاهشي از مقادير شود.دلخواه است، مقدار دهي اوليه مي
  شود. در طول تكرارها محاسبه مي 1توسط الگوريتم   گامطول  كند).را كنترل مي صفر اين پارامتر دقت تقريب هاي نرُم (

‖ ديق جاديتواند امي )17( در  پارامتر قيمشخص است كه انتخاب دق  ديبا ديق نيكه ا ييكند. از آنجا نيرا تضم ‖
 ب،يرتت نيدهيم. به امي شيدر طول تكرارها آن را افزا جيشروع و به تدر يشود، از مقدار كم جاديا يينها يفقط در تكرارها
  كاهش دهد. ودياز نقض ق شتريتابع هدف را ب تميالگور هيدر تكرار اول ميكنيروش را مجبور م

 

  (RMSQP)  روش پيشنهادي :2الگوريتم 
,                                                     ورودي:                                          , , 

,                                                                         پارامترها:                                         , , 	  
,                                                      مقدار دهي اوليه: 3 | |														  

	  
	 ) و12) و (11با كمك روابط (  ,محاسبه مقادير  , ,  1الگوريتم,

	خاتمه الگوريتم                                                                              		 0																															 

								 		 		 
∆محاسبه مقادير ,   ) 14) و (13با كمك روابط (  ∆

									 					∆ ∆ 						 								 ← /2	  
																		 	 					 ←  
								 		 		 
← .  
	  

  	                                                                                                                                 خروجي:          
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شود. اثبات همگرايي روش مبتني بر نتايج بدست آمده توسط فلچر و ميارائه در اين بخش تحليل همگرايي روش پيشنهادي 
 شود:اين خصوص مفروضات استاندارد زير در نظر گرفته مياست و در  ]9[همكاران 

 قرار دارند. شوند در ناحيه بسته و كراندار غيرتهي تمام نقاطي كه توسط الگوريتم توليد مي .1

 دوبار مشتق پذير پيوسته هستند.  در مجموعه باز شامل  و  توابع  .2

‖در رابطه  هسين وجود دارد به طوري كه ماتريس  0يك  .3 ‖   كند.صدق مي 	
، 2فرض هستند و طبق كراندار  روي و  هاي هسين ماتريس است كه از فرضيات استاندارد اين يك نتيجه

‖روابط  ‖ 	 ‖		و	 ‖   برقرار است. ∋براي هر  	
  

در   نقطه موجه .شودثابت مي MF 1شرايط قيدي  ، تحتKKTشرط به  ش پيشنهادي، با توجههمگرايي سراسري رو
  كند اگر و تنها اگر:صدق ميMF شرايط قيدي

 براي هر  بردارهاي∈ مجموعه  به ترتيب شامل 	ومستقل خطي هستند، كه در آن مجموعه   
 باشند.ي ميو نابرابر انديس براي قيود برابري

 كه دارد بطوري وجود بردار   
s c x 0								, i ∈  
s c x 0						, i ∈  

	كه در آن  ∈ 		|	   فعال هستند. در  كه قيدهاي نابرابري شامل  ⊃يعني 0
  MF قيدي شرايط علاوه بر برقراريباشد و ثانيا  شدني اولا كه است اين كند حل را مسئله نقطه اينكه براي لازم شرط

	|مجموعه  		و		0 0, ∈ 		و	 0, ∈  .تهي باشد 	

  
  افتد:زير اتفاق مي يكي از حالات σبت بودن ، آنگاه با فرض ثابرقرار باشدمفروضات استاندارد  اگر .1.2 قضيه

dآيد. يعني) بدست مي9(مسئله  براي KKTنقطه  (الف) يك QPزير مسئله   0 x, ρ كند.را حل مي  
  MF قيدي در شرايط يا است و KKTنقطه  است. اين موجه كه آيدمي بدست xدنباله  براي ي تجمعي نقطه (ب) يك

  كند. صدق نمي
را بصورت     ابتدا تقريب سري تيلور تابع كنيم.. لذا فقط حالت (ب) را اثبات ميبوضوح برقرار استحالت (الف)  اثبات:

 تا  نقطه اي روي پاره خط  y گيريم كه در آندر نظر مي 	

 شود كه) نتيجه مي14) و (13باشد. از (مي  

)31(  ∆ 	
1
2

	 

 كنيم:) اضافه و كم مي31را به عبارت (  	مقدار

                                                            
1 Mangasarian-Fromovitz  
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)32(  
∆

1
2

1
2

1
2

 

∆ ∆
1
2

	 	 	 	  
‖ براساس ‖ 	 	, 	‖ ‖ 	 	, ‖ ‖   داريم: 	

)33(  
	 	 	 ‖ ‖ 	‖ ‖ ‖ ‖  

																																			 ‖ ‖ 	 	‖ ‖ ‖ ‖  
																																			 2  

 ) داريم:33) و (32در نتيجه با بكارگيري روابط (

)34(  ∆ ∆  
در را برآورده اما  MF قيدي شرايطوجود دارد كه   نقطه تجمع كيكنيم كه فرض مي برهان خلفاكنون بر اساس 

  كند.نمي صدقKKT  طيشرا
	 مثبت يها ثابتو  از	 يگيهمسا]، 9[ از فلچر و همكاران 5بر اساس لم   همه يكه برا يبه گونه ا ،دنوجود دار,

∈ , درجه دوم رمسئلهيز 0و  ∩   :دارد كه  جواب شدني  
)35(  ∆

1
3

0 
 ) داريم:35و بكارگيري رابطه ( ∆ ر) ب34حال با تقسيم عبارت (

  ∆
∆

1
3  

  و بطور معادل داريم:

  ∆ ∆ 	, 1
3

	 

1 لذا اگر / ∆باشد، آنگاه  3 ∆ بطور يكنواخت  و در نتيجه دنباله مقادير تابع  0
∑كراندار و در نتيجه دنباله  روي مجموعه  ين باشد. بنابرامي كاهشي همگرا خواهد بود و به   			∆

∆ وضوح با اين حقيقت   بوده و لذا  KKTيك نقطه  باشد، بنابراين در تناقض مي∆
  حالت (ب) برقرار است. 

 

  نتايج عددي. 3
ابتدا تاثير  شود.پيشنهادي و كارايي آن در بازيابي بردارهاي تُنك نشان داده مي در اين بخش عملكرد عددي الگوريتم

در ادامه نتايج مقايسه  گردد.ها پيشنهاد ميگوناگون بر روي عملكرد روش بررسي و مقادير اوليه كارآمدي براي آن پارامترهاي
  .شودهاي شناخته شده گزارش ميلگوريتمعددي با برخي از ا

موقعيت شود و اند استفاده ميكه بطور تصادفي ايجاد شده  انجام شده، از بردارهاي تُنك و ماتريس حسگر هايدر آزمايش
‖كه در آن گردندمي} بصورت تصادفي نمونه برداري n,...,1 { هاي غيرصفر از مجموعهمؤلفه ̅‖  ايتاست و در نه  
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 ه است.ها در نظر گرفته شدبرابر تقريب جواب بازيابي شده توسط الگوريتم شود. از طرفي ميدر نظرگرفته  ̅
  گردد:بصورت زير تعريف مي 1نرخ سيگنال به نويزشاخص عملكرد 

 SNR x, x 10 log
‖x‖

‖x x‖
	 

, ,	 ثير پارامترهايدر اين آزمايش تأ آزمايش اول: ∆ و   در كارايي روش پيشنهادي بررسي و براي يافتن  
  مورد استفاده قرار مي گيرد. SNRمقادير اوليه كارآمد، شاخص 

  
شود. از مي هاي موضعي زيادكم در نظر گرفته شود، احتمال گير افتادن در جواب اگر مقدار پارامتر : ) تاثير پارامتر 1

شود و احتمال رسيدن به جواب سراسري مي SL0 باعث هموارسازي بيشتر در تابع  طرف ديگر، انتخاب نسبتاً بزرگ براي
 100 × 200و  50× 150ماتريس حسگر در ابعاد براي  c بعنوان تابعي از  SNRميانگين شاخص 2كند. شكل را بيشتر مي
كوچك است،   محاسبه شده است. وقتي SNR هاي گوناگون مقدار براي و بار تكرار  500دهد. آزمايش را نشان مي

هاي به اندازه كافي بزرگ تقريباً بدون تغيير   همانطور كه انتظار مي رود شاخص هميشه بزرگ است و از سوي ديگر، براي
 .شوديك مقدار اوليه كارآمد در نظر گرفته مي   0.9ماند. با بررسي نتايجباقي مي

    

 (سمت چپ). (سمت راست) و  روش پيشنهادي براي ماتريس در ابعاد  SNR. ميانگين 2شكل
  

  
كند. با بين صفر و يك تغيير مي ) كه نشان دهنده شرايط كاهش كافي است، پارامتر14در فرمول ( :) تاثير پارامتر 2

بار تكرار و ميانگين  500شود. آزمايش به عنوان مقدار اوليه كارآمد پيشنهاد مي 	0.1در نظر گرفتن مقادير مختلف
  نشان داده شده است.  براي مقادير مختلف 3در شكل  بر حسب  SNR نمودار شاخص 

                                                            
1 Signal-to-Noise Ratio  
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 . در ماتريس حسگر با ابعاد  براي مقادير مختلف  SNR. ميانگين شاخص 3شكل

 
كوچكتر باشد دقت   پارامتر هموارسازي است. هرچه مقدار اشاره شد،  2همانطور كه در بخش  :ر پارامتر ) تاثي3

بر اساس نتايج عددي ارائه  بار تكرار آزمايش، بهترين مقدار براي پارامتر 500صفر بهتر خواهد شد. پس از  نرُمتقريب 
نشان   براي مقادير مختلف بر حسب  SNR ميانگين نمودار شاخص 4در شكل  باشد.مي 10شده 

    داده شده است.
  

  . در ماتريس حسگر با ابعاد   براي مقادير مختلف  SNR. ميانگين شاخص 4شكل
  

ميانگين نمودار  5بار تكرار و در شكل  500ارآمد اين پارامتر، آزمايش براي يافتن مقادير اوليه ك :∆) تاثير پارامتر 4
∆ گزارش شده است. با بررسي نتايج، مقدار  بر حسب SNR شاخص 10 به عنوان مقدار اوليه كارآمد معرفي  

  شود.مي
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 . ا ابعاد در ماتريس حسگر ب ∆ براي مقادير مختلف  SNR. ميانگين شاخص 5شكل

  

كه با روش پيشنهادي  تُنك يهاسيگنال يابيباز هايترين الگوريتماولمتددر اين آزمايش، ابتدا بصورت مختصر  آزمايش دوم:
   شوند.ها با يكديگر مقايسه ميمقايسه شده اند معرفي و در ادامه عملكرد عددي و كارايي آن

 :RMSQP شود.مي و مجموعه پارامترهاي زير، مسئله حل 2فاده از الگوريتم در روش پيشنهادي با است  
0.9, 0.1, 3000, 10 , ∆ 10  

 :ILT 1سازيمسئله بهينه 		‖ ‖ ∑ log | حل  10را با آستانه توقف  |
 پارامتر منظم سازي است. ابت مثبت كوچك و ث كه در آن  كند،مي

 LP2: سازي اين روش مسئله بهينه		‖ ‖ 		 . 0كه در آن  		 حل  باشد رامي 1
به عنوان پارامتر كارآمدي  0.5توسعه يافته و مقدار  Re-WL1 كند. اين روش بر اساس روش تكراريمي

 ].10معرفي شده است [

  3:RSL0  11[كند تشريح شد براي حل مسئله از مجموعه پارامترهاي زير استفاده مي 2اين روش كه در بخش[. 

0.9, 8, 2, 10 	 
  LASSO: 4 سازي اين روش مسئله بهينه		 ‖ ‖ 	‖ پارامتر   كندكه در آنرا حل مي ‖

  ]. پارامترهاي اوليه روش بصورت زير است.12باشند [تابع چگالي تجمعي مي Φ  منظم سازي و

2 Φ 1
2

, 1.05, 0.5 

  
 

                                                            
1 Iterative Log Thresholding  
2 LP quasi-norm  
3 Robust Smoothed ℓ0	norm  
4 Least Absolute Shrinkage and Selection Operator  
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باشد. در مي  كارايي روش پيشنهادي وجود دارد، بررسي وضعيت ابعاد ماتريس حسگرارائه پارامتر مهمي كه در خصوص 
در دو حالت مختلف با ابعاد ∋ ماتريس حسگر   تعداد سطرهاي اين آزمايش  نسبت تعداد ستون ها به 

بار تكرار،  500محاسبه و پس از  SNR) در نظر گرفته شد و شاخص عملكرد 2( 100 ×200) و 3( 50×150
را با مقدار نويز 100×200و  50×150در ابعاد   بر حسب  SNR نمودار ميانگين شاخص 6ميانگين آن گزارش شد. شكل 

ها بيشتر است روش پيشنهادي از ساير الگوريتم SNRشود كه مقدار شاخص دهد. مشاهده مينشان مي 0.05ثابت 
  دهد.و كارايي و عملكرد بهتر روش را نشان مي

 

 
.نويز باRMSQP . مقايسه روش پيشنهادي 6شكل  (تصوير پايين).بالا) و  (تصويربراي  

  
مقدار نويز از  گيريم ودر نظر مي 40و 30، 20، 10در اين آزمايش، سطح پراكندگي ثابت و به ترتيب برابر با آزمايش سوم:

كل دهد. همان طور كه از شنشان ميرا  بر حسب تغييرات نويز  SNRنمودار  7شكل  كند. تغيير مي 0.3 صفر تا 
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دقت بهتري از   RMSQPروش پيشنهادي S=10,20,30,40مشخص است، براي چهار حالت مختلف از سطح پراكندگي 
   ها برخوردار است.نسبت به ساير الگوريتم

 

   
 
 

  

s=20 s=10 

   

s=40 s=30 
. نويزدامنه تغييرات  باRMSQP . مقايسه روش پيشنهادي 7شكل  . براي ماتريس حسگر 	

  
 نتيجه گيري. 4

ي سيگنال بررسي شد. در ادامه با بهرمند نمايش تُنُك سازيحل مسائل بهينه براي موجود هايالگوريتم ، ابتدامقاله اين در
 نهادشپي نك نويزدارتُ يهاسيگنال يابيباز جديد و كارا براي روشي رم صفر هموارشدهو نُ يريزي درجه دوم متوالبرنامهاز 

 كهشده است  به خوبي نشان داده 1.2در قالب قضيه  آنو نتايج همگرايي سراسري  شتههمگرايي زبرخطي داگرديد كه 
ها جهت داده روي هاي انجام شده برخروجي آزمايش نتايج .كندميراه حل دقيقي براي حل زير مسئله با هزينه كم ارائه 

وزه، هاي معرفي شده در اين حكه روش پيشنهادي نسبت به ساير الگوريتم دهدنشان مي بازيابي سيگنال تُنُك نويزدار
نرخ موفقيت بالاتري داشته و از نظر كارايي بهتر است. در اين خصوص آزمايش دوم نشان داد كه روش پيشنهادي از 

ا بسيار بهتر هنسبت به ساير روشبهتري برخوردار است، يعني بازيابي درخصوص سيگنال تنك انجام شده  SNRشاخص 
ها نسبت به باشد و از طرفي مشخص شد روش به ابعاد ماتريس حسگر وابسته نيست يعني زماني كه تعداد ستونمي
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كند. آزمايش سوم نيز كارايي بسيار بالاي تعداد سطرها سه برابر يا دو برابر باشند، تفاوتي در كارايي روش ايجاد نمي
   نشان داد. 0.3 تا0	حضور تغييرات نويز از  روش را در مقايسه با ساير روش ها در

 ينهاي رتبه پايماتريس ،مساله بازيابي مسايل تنك غيرمنفيپيشنهادي در  از روش توانميهاي آينده به عنوان پژوهش
با  توانميشد. همچنين  مندهه مغزي بهر MRI تصاوير شبكيه چشم يامانند  هاي پزشكيدر زمينه بازسازي تصاويرو 

 و پيچيدگي زمان اجراي روش ،با كمك پردازش موازي هاآنصورت چندلايه و حل هركدام از بهظرگرفتن مساله در ن
 ردنرم صفر هموارشده  بجاي هااز ساير نرمايده ديگر براي كارهاي آتي استفاده از  .را كمتر ساختابعاد بزرگ  در مسايل

 .كرددرجه دوم متوالي، روش فيلتر را بررسي  ريزيبرنامهاز  منديه بجاي بهر توانباشد، همچنين ميمي تابع هدف
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