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گاهی همسانهای آماره  و کاربردهای آن بخشو آ

 
 مهدی شمس11، غلام رضا حسامیان2

 1نویسنده مسئول، گروه آمار، دانشگاه کاشان

 2گروه آمار، دانشگاه پیام نور 

 

  نرفته باشد. که هیچ اطلاعات ارزشمندی از دست    ها باید به نحوی خلاصه شونددر حالتی که حجم اطلاعات زیاد است، داده   چکیده:
  ها ارائه شده است. ، روشی برای محاسبه این آماره همساندر این مقاله با تعریف آماره  شود.  برای این منظور از آماره بسنده استفاده می 

گاهی تحت چند تابع زیان مختلف، آماره   سپس  بخشی از  ی و آگاهی همسانبرای مشخص کردن دو ویژگی،  شوند.  بخش تعریف می های آ
پایان  بسندگی استفاده می مفهوم   در حالتی که خطاهای مشاهدات گاوسی و سامانه خطی است،    ،تحت چند تابع زیان مختلفشود. در 
گاهی آماره   شوند.بخش پیدا می های آ

گاهی ، آماره همسانآماره  :یکلید ی هاواژه   .های زمانیسری   بخش،آ

 

 مقدمه .1

برای یافتن به خلاصه کردن داده آماره بسنده در درجه اول یک مسئله کاهش داده    جستجو  یک آماره به گونه است که منجر  ای ها در 
  ها وابسته است بسنده به داده که تنها از طریق آماره    یک تابع کنترل بهینه  .شود که هیچ اطلاعی راجع به پارامتر مجهول مفقود نشود می

  ای از گسترده  کلاسها تحت  تحلیله این مقال در .برقرار باشد بع زیانتوا این ویژگی باید برای یک کلاس بزرگ از ،عمل  در وجود دارد و
مورد نیاز خواهد    داری و وجود مینیمممانند معنی مشخصی   خواص مورد بررسی قرار خواهد گرفت که از بین این توابع زیان، بع زیان  توا
   .بود

مورد بررسی    (2021( و واسیلینا )2020شی و ژانگ )(، 2019)   ود    های تصادفی در تحقیقات زیادی از جملهسامانه مسئله کنترل در  
است.   گرفته  تقرار  نظریه  کنترل  ص کاربرد  برای  تصادفیسامانهمیم  )توسط   های  شده    (1961فلورنتین  نظیر  پیشنهاد  تحقیقاتی  در  و 

عدم وجود فضای    با نظریه تصمیم،  ترین تفاوت واضح در این حالت    مورد بررسی قرار گرفته است. (  1972و ه و و چو )  ( 1977زُپولی )
تبدیل  است.  کنترل    مسئلهدر  پارامتر   به یک م  مسئلهبه منظور  بیز استفاده  ،  استاندارد  تصمیم  نظریهسئله  کنترل  دیدگاه  و  شود  میاز 

یک عنوان  به  تصادفی  پارامتر  پبا    متغیر  توزیع  می یشین  یک  گرفته  نظر  می   شود در  تحقیقات  این  جمله  از  به  که  و  توان  داسیوس 
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بسندگی در راهبردهای کنترل  در این راستا یکی از مسائل مورد علاقه در این بحث مسئله برآورد است.  اشاره کرد.  ( 2016)  زاچوفسکی
بینی مورد مطالعه قرار  مسئله پالایش خطی و پیش   (1960کالمن )در مورد بررسی قرار گرفته است.  ( 2015) و نایار  ماهاجان خطی در 

. به  خواهد شدسردرگمی  ماهیت یک تابع کنترل منجر به  این است که    شاخهن در این  محققا  عدم تمایلیکی از دلایل  گرفته شده است.  
باید یک تابع از بردار  لازم است نتیجه بگیریم که بردار کنترل  ،  (1961فلورنتین )در    مارکف    فرایندکنترل    ، در کار بر رویعنوان مثال

باشدلحظه   وضعیت این صورت  ،  ای  در غیر  نیستدارای خاصیت  دیگر    فرایندچون  دیدگاه    . مارکف  از  این مشکل  نظریه  برای رفع 
در نظر    نیز   مجموع صفردو نفره    تواند به عنوان یک بازیکنترل می  مسئله   . دشومی پیشنهاد  تصادفی    کنترلتوابع  استفاده از    ، تصمیم

تواند به  ن نوع از بازی میدر مورد ایمقدماتی  شناخت  یک ،با این حال .استفی طبیعت شناخته شده تصاد راهبرد گرفته شود که در آن
 . (2009لای و همکاران،  -)کین موثر باشدر در مسئله کنترل طور موث

در بخش دوم، مسئله برآورد مورد بحث قرار گرفته  شود، پرداخته مینیازها و پیش از بخش اول که به مقدمه و اهداف   ، پس در این مقاله
پایان بخش دوم،  همساناست که کاملاً از تابع زیان مستقل است. بعد از تعریف آماره   ، روشی برای محاسبه آن ارائه شده است. در 

های مشاهدات دارای توزیع نرمال بوده و سامانه خطی است. در بخش سوم، دو کلاس  معرفی شده است، که در آن خطاحالت گاوسی  
گاهی معیاری است که    همسانتقریباً  بخش تعریف شده است. این تعریف به تابع زیان اشاره دارد و  از توابع زیان و همچنین آماره آ

ارائه شده است. اصطلا آماره بسنده  بسنده   حبرای  ویژگی،    آماره  دو  برای مشخص کردن  آگاهی همسانبه طور غیرمستقیم  و  بخشی  ی 
می می  .شوداستفاده  داده  نشان  نهایت  صورت  شدر  این  در  باشد،  داشته  بستگی  وضعیت  بردار  مقدار  آخرین  به  زیان  تابع  اگر  ود 

 بخش هستند.  آگاهیها  یابی شده از این مولفهبراوردهای برون 

 شود.  یاز در مقاله تعریف می مورد نو اصطلاحات در انتهای بخش اول مفاهیم  

به ترتیب تابع  پیوسته  گویند که برای متغیرهای تصادفی گسسته و  متغیر تصادفی  عداد حقیقی را  پذیر از فضای نمونه به اهر تابع اندازه 
برای  گاه  هر  ،ندگوی  چگالییک تابع  را    fنامنفی   تابع،  X  غیر تصادفی پیوستهبرای متلذا  شود.  تمال و تابع چگالی تعریف میجرم اح

aهر دو عدد حقیقی   b    در شرط( ) ( )
b

a
P a X b f x dx  =   تغیر تصادفی  هایی که با بیش از یک مدر حالت کند.  ق  صد

 زیر است:    به صورتمتغیره چند (نرمالگاوسی )چگالی  تابعکنیم. یاد می  م أتوو تابع چگالی  مأتوتمال  تابع جرم احسروکار داریم، از  
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تابع    ،وستهيپ   ی تصادف  یرهايمتغ  یبرانامند.      كواریانس -و ماتریس واریانس  μمتغيره با ميانگين  نرمال چندتوزیع  و توزیع آن را  

Xبه شرط  Yاحتمال   یچگال x= شود: یم تعریف ریبه صورت ز 

|

, ( , )

( )
( )Y X x

X Y

X

f x y

f x
f y= = 

,که در آن   ( , )X Yf x y    و( )Xf x    دو متغیر تصادفی را مستقل گویندگویند.    (کناری)  ای حاشیهرا به ترتیب تابع چگالی توأم و ، 

و    Xغیرهای تصادفی  یا به طور معادل مت  ، ها نوشتای آنضرب توابع حاشیهها را بتوان به صورت حاصلم آنأهرگاه تابع احتمال تو
Y برای هر   ، هرگاه مستقل هستندx   وy،  | ( ) ( )YY X xf y f y= Xبه شرط  Y  مید شرطیا .= x=   نیز به صورت 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 m

m
r.

kh
u.

ac
.ir

 o
n 

20
24

-0
5-

04
 ]

 

                             2 / 18

https://mmr.khu.ac.ir/article-1-3331-en.html


3 
 

|( | ) ( )Y X xE Y X x yf y dy
+

=
−

= =  

 (.  2018)راس،    شودیف می رتع

مجموعه  در حالتی که  نامند.  تصادفی    فرایند)گسسته یا پیوسته( مشخص شده باشند را  که با یک اندیس ای از متغیرهای تصادفی  لهدنبا
را    آن ،  داشته باشد  ی فقط به زمان حال بستگ  ، با توجه به گذشته و حال  فرایند  نده یآ   ری مقادو    تصادفی پیوسته باشد   فراینداندیس یک  

دیگر    فرایند عبارت  به  گویند.  تصادفی    فرایندمارکف  t t
X +

حالت     فضای  پامارکف    فرایندرا    Eبا  به  طبلاینسبت  یعی  ش 

 
tt +

jهر  و  sو  tو نامنفی   اعداد حقیقی ، هرگاه برای گویند  Eی قریباً همه جا تساو، ت 

( ) ( )| |s t s s t sP X j P X j X+ += = = 

در    هستند.  مارکف    فرایند  ،پواسون  فرایند  و  یحرکت براون   نظیرمستقل    نموهایبا  تصادفی    یهافرایند  به عنوان مثال،  . باشدبرقرار  
  همگن  مارکف  فرایندیک   t t

X +
)احتمال    ، iاز حالت    (انتقالتغییر وضعیت  E    بهj E    زمان  درt    به صورت را 

( ) ( ), |
t t h h

P i j P X j X i
+

= = می تعری  = لیم  کنندف  و  به    یزمان  یهای سر  لیتحل  (.2018نیوس،  )گیراردین  معمولاً 
متوال  بهکه    شودی ممرتبط    ییهاداده  وابسته   یطور  هم  رو  اندبه  این  از  پ  نیا   و  در  داشته    ینیبش یشاخه  هم کاربرد    ب یترت  نینچو 

)دیستلر    مرتب شده باشند  اناست که بر حسب زم  یمجموعه مشاهدات  یزمان یسر  کیه،  به طور خلاص . است  تیاهم  یمشاهدات دارا
 (.  2022و شرر،  

يك متغير تصادف  یكه اطلاعات مربوط به چند متغير تصادف  ی است تصادف  هاز نمون  یآماره تابع آمار بسنده به    سازد.ی فشرده م  یرا در 
که تابعی    T ه آمارود.  لاعی از دست نرحفظ شده و اط  تمام اطلاعات نمونه پيرامون پارامتر که    کندمیو فشرده  خلاصه  ها را  ای داده گونه 

,...,1  توزیع(ستقل و هم ی تصادفی مز متغیرهاای ا)دنباله   از نمونه تصادفی nX X    یرا برااست      هر   یهرگاه به ازا  د،گوینبسنده  

،  1  یتوزيع شرط,..., nX X T t=همه مقادير    ی ، براt    به پارامتر   مجاز  زمانی  ها  خلاصه كردن داده .  باشد  نداشته  یبستگ

 نامند،  مينيمال  ه را بسند  T  ه بسند  ه آمار  در حقیقت  نامند.  مينيمال  ه بسنده  آمار  را تابع  که آن    حفظ شود  آنهادر  كه اطلاعات  است  
يك خانواده    G)  كامل-Gرا    S  ه آمارشود.  کامل انجام می ازی توسط آماره  سبیشترین فشرده   .ديگر باشد  ه بسند  ه از هر آمار  یهرگاه تابع

gهر تابع    یهرگاه برا  گویند،است(    یاز توابع با مقادير حقيق Gهر    یبه ازا  ، اگر،  ( ) 0)( =SgE هر    یگاه به ازا، آن
،   10)( ==SgP  (.  1998، من و کسلای )ل 

را    یعمل  یمونه تصادفمشاهده ن  کیبه    کهیطوربه  ،است عمل  یبه فضا  نمونه   یاز فضا  ریپذاندازه   یتابع  میقاعده تصم 
  ایو    نانیفاصله اطم  ایو    یاله برآورد نقطه ئمس  ک یمورد مطالعه    م یله تصمئکه مس  کندیم  نی مع  لعم   ی. فضادهدینسبت م

  ا یصفر    فرض  رشیپذعمل،  دو  ،  آزمون فرضحدس نقاط و در    ،هاعمل   ،یابرآورد نقطه مثال، در    ی. برااست  آزمون فرض
همان تابع آزمون    میتابع تصم، آزمون فرضو در  همان برآوردگر  میتابع تصم ،یاله برآورد نقطه ئدر مس نیند. همچنرد آن هست

)  یتابع نامنف.  است , )L a  مثبت را تابع    یقیبه اعداد حقعمل    یپارامتر در فضا  یفضا  یضرب دکارتحاصل  یاز فضا
نشان   نامندیم  انیز ز که  تصم  یناش  انیدهنده  اخذ  هنگام  a  م یاز  واقع   یاست  حالت  در  کسلا،    منی )ل  باشد    یکه  و 

تابع  .  است  توان دوم خطا  انی ز  بع تا  هاآن  نیتراز متداول   یکی دارد و  له مورد نظر  ئبه مس  یبستگ  انیانتخاب تابع ز(.  1998
است که   انیمتوسط ز  یسازمم ینی م  ،یمی تصم  نیاخذ چن   یبرا  کیکلاس  کرد یاست. رو  میتصم  کی  یابیارز  یبرا  یملاک  انیز
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ز متوسط  مخاطره  انیاين  تابع  )  میتصم  را  )X  به  امندنیم )  صورتو  ) ( ), ( ) ( , ( )R E L   =X Xفیتعر 
  ک یو    شودیمقدار ثابت و نامعلوم در نظر گرفته م  کی  θپارامتر    کیکلاس  یهاروش  در  (.1998و کسلا،    منی)ل  شودیم

در نظر گرفته    یتیکم  Θ  یزی. در روش بشود  یریگمیتصم  پارامترتا بر اساس آن در مورد    شودیم  یآورجمع   ینمونه تصادف
.  شودیمشخص م  نیشیپ  عیتوز   کیآن توسط    راتییاست و تغ  θمشاهده شده    ربا مقدا  ،یتصادف  ریمتغ  کیکه خود    شودیم
  ا ینند گشتاورها( و  )ما  نیشی پ  ع یدر مورد توز  یاطلاعات  ای  گرشیآزما  ی قبل  ات یبر اساس اعتقادات و تجرب  ن یشیپ  ع یتوز  نیا

 . شودیم  نییساختار مشاهدات و... تع
  

 همسان  هایهآمار 2

آماره   بخش  این  آن    همسان در  در  که  شده  معرفی  گاوسی  حالت  پایان  در  است.  شده  ارائه  آن  محاسبه  برای  روشی  و  شده  تعریف 
 خطاهای مشاهدات دارای توزیع نرمال بوده و سامانه خطی است.  

به صورت  یک سری زمانی تصادفی  ،  txهای  . متغیرباشد  𝒳مثل    بعدی-n  اقلیدسی  ک فضای برداریی   ،حالتفضای    فرض کنید
 کنند: می تعریف زیر 

    (1)                        

( )

( )

0 0 0

t 1 t t t t 1

t t 0 t 0 t-1

t t t t

x w x

x φ x ,u , w , 0,...,

u u (z , ., z ;u , , u 0,...,

z z (x , 0,

),

), ...,

t T

t T

t T

+ += =

=   =

=

=

=

                                                             

  ت مشاهدا  خطایها  t  ،دشونامیده می   یکی که خطاهای مکان  معلوم هستندهای  توزیعهای تصادفی مستقل با  متغیر  هاtwکه در آن  

tuیا راهبردهای کنترل توابع معلوم و    tzو   tφ. توابع هستندبردار کنترل   هاtu و   مشاهدات  هاtzمعلوم، مستقل با توزیع   در    (.)

)  فرض کنید برای راحتی .هستند( ) فضای عمل یا تصمیم t  یعنی  کنترل یفضای بردار  )0 T 1 0 Tω , , ; , ,w w +=  . 

tحرف بزرگ   0 tZ z , ,z=  و  t 0 tU u , ,u=    مشاهدات و بردارهای کنترل تا جمله  به ترتیب  برای نشان دادنt   و شامل آن

  کنترل  عده یک قا  .است  0 Tu ={u (.), , u (.)}    1شاملT )  کنترل  ابعت  + )t t t 1u Z , U   مقادیر ممکن برای تمام    که  است −

( )t t 1Z , U tچون    ،نیست  ضروری فرض  این    البته  .شوندتعریف می  − 1U t  به وسیله  − 1Z و    − 0 t 1u (.), , u (.)−   تعیین شده

tuاگر    است. یک    tx  کلی  در حالت   ولی مارکف است،    فرایندیک    (1)   سامانه  دومین معادلهباشد،    tzیا    txفقط تابعی از    (.)

)تابع زیان  تعریف  ساختار مسئله به وسیله    .مارکف نیست   فرایند ) ( )1 0 T 1 Tx ,u , , u L x , UT TL + + نتیجه  شود.  کامل می   =

)تابع زیان برای  تواند  به راحتی می 3-3اصلی بیان شده در قضیه  )
T 1

τ τ 0 τ 1τ 0
L x ,u , , u

+

−=
  برای مثال مسئله  که   گسترش یابد

 شده سوخت محدود 

(2)                                    ( )

1τ
2

τ s

s

τ τ 0 τ 1 τ 1

0

s

s 0

u

L x ,u , , u

u

x

c

c

− −

=

−

=





 = 
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τ یافتهتعمیم مربعی   این روش برای تابع زیانتوان در نظر گرفت. را می  τs s τ τ

τ s τ

x Q x u u +   اینجا  در صادق نیست کهτsQ  

nماتریس یک   n    که برایاست s ،  τsQ 0.  واقع باید قبل از    رد  .نیست  بسنده   وضعیتشرطی بردار توزیع   حالتاین   در
را حدس زد.  است    بسنده زیان    توابعاین  برای    ای کهتوان آماره به راحتی می  .یممجدداً براورد کنمه بردارهای قبلی را  ه  ، هر نقطه کنترل

 ها ندارند.    ای به بررسی آن در عمل کاربرد ندارند، محققان علاقه  ابع زیان وتا که این نوع ، از آنجا این حالب

بر روی مقادیر    تابع زیان مقادیر مثبت بینهایت برای    قرار دادن با    ، (2)تواند مانند  می  شده محدود  کنترل توجه داشته باشید که فضای  
τ  برابر است با کنترلفضای   برای راحتی فرض کنید .استفاده شود ، کنترل که مجاز نیست = ،0, ,T =  . 

}  کنترل قاعده  }u   برایL هرگاه بهینه است ، 

(3)                                     ( )    ( )( )u
ω; û ) inf ω; u .E L( E L=            

) علامت )}ω;{L u تابع زیان دهد که نشان می( ) ( )1 0 T 1 Tx , u , , u L x , UT TL + + شده تبدیل  ω  به صورت یک تابع از =

)آن  ین  نماد جایگزو   ) 0 T{ } ( )ω; u  ω;u (.), , u (.)L L=   به طور گست.  است نماد  استفاده قرااین  و    ر رده مورد  نشان  گرفته 
ابع  ر واقع یک تابعک وابسته به تود  Lدهد  می

0u (.), ,u (.)T    بستگی ندارد و  نقاط مشخص    ر دمحاسبه شده    مقادیر به  و  است

)همچنین در نظریه تصمیم به کمیت  ای برخوردار است.  از اهمیت ویژه ویا  ی پسنویبرنامه اصل  در    این حقیقت )( ;{u})E L     تابع

}(، قاعده کنترل  3و از این رو طبق ) گویند {u}مخاطره قاعده کنترل   }u   .یک قاده کنترل با کمترین مخاطره است 

 : شودداده می به صورت زیر نشان  tZ  به شرط txشرطی   توزیع 

(4)                                               ( )t t 0 t 1P x A | Z ;u (.), , u (.)−             

  توابع کنترل  .است  𝒳یک مجموعه بورل در فضای برداری    Aآن   که در
0 t 1u (.), , u (.)−  در غیر این  چون  مشخص باشند،  ، باید

0  و   tx   توزیع صورت   tz , , z    شدتعریف قضیه  .  نخواهد  می ،  1-2در  )   شود، ثابت  شرطی  به  4توزیع    کنترل   قاعده ( 

 0 t 1u (.), , u (.)−    تنها از طریق مقدارt 1U t  در   − 1Z ،  شودتعریف نمی (  1)   سومین معادله  روش این  چه در    اگر   . بستگی دارد  −

کنترل   قاعده ولی 
0 tu (.), , u (.) همیشه به عنوان یک تابع ،جایگزین کردن به صورت بازگشتی   توسط  دتوانمی  t tU (Z tZ از (

 .  نوشته شود 

tهمراه با توزیع  به ( 1)  سامانهمعادله  دومین معادله 1w  : دکنتعریف می زیر را ، احتمال تغییر وضعیت +

(5)                                    
t+1 t t 0 t 1 t t t tP[x A | x Z ;u (.), ,u (.) =P | x ., ] (A , (u ))Z−             

 : شود( تعریف می1)  چهارمین معادلهات با معادله مشاهد tتوزیع  

(6)                                    
t t t-1 0 t t tP .[z B| x ,Z ;u (.), ,u ( )] ). x( |B  =            
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1t( در زمان 4معادله توزیع شرطی ) t. توزیع شودحاصل می  t( در زمان 4( و توزیع شرطی )6) (،5)مقادیر با استفاده از   + 1x به    +

t  توأم توزیع   از tx  روی   گیریانتگرال به وسیله  tZ  شرط 1x  : شود( محاسبه می5( و ) 4)  فرمولاز  tZ  به شرط tx  و +

( )t+1 t 0 t 1 t t t t t t 0 t 1P[x A | Z ;u (.), , u (.) P A | x ,u Z P[dx | Z ;u (.), , u (.)].]− −  =   x 

t  توأم توزیع   1x t  و   + 1z tتوزیع شرطی  ضرب  حاصلاز    tZ  به شرط  + 1z t  به شرط  + 1x tای  توزیع حاشیه  در (  6)در    tZو   + 1x به    +

 : شودمحاسبه می  tZشرط 

(7)        t 1 t 1 t 0 t t 1 t 1 t 1 t 0 t

t 1 t 1 t t 1 t t t t t 0 t

P[x A,z B | Z ;u (.), , u (.)] (B | x )P[dx | Z ;u (.), , u (.)]

(B | x ) P (dx | x ,u ( (dx | Z ;u (.), , u (.)).)

A

A
PZ

+ + + + +

+ + +=

   = 

 



x

 

  )برای مثال ر.ک. شود  کودیم تصادفی تعیین میین-مشتق رادونان یک  به عنو  توأمتوزیع  توسط    ،t+1Z  به شرط  t+1xتوزیع شرطی  
 (: 341 ، ص 1955لواِو، 

(8)                                    t 1 t 1 t 0 t
t 1 t+1 0 t

t 1 t 1 t 0 t

P[x A,dz | Z ;u (.), , u (.)]
[x A | Z ;u (.), , u (.)] .

P[x ,dz | Z ;u (.), , u (.)]
P + +

+

+ +

 
  =

 x          

 برابری باشد که در   به اندازه لبگ  چگالی نسبتدارای  t+1x  وضعیت شرط به  t+1zکه توزیع شرطی مشاهدات   حالتیر  د 

t 1 t 1 t 1 t 1 t 1 t 1 t 1(z B | x ) q (z |x )dz
B

Q + + + + + + + =  

 معادله ،کند صدق  0 Tu ={u (.), , u (.)}  ( جایگزین می19در ) :شود و داریم 

(9)            ( ) ( )

( ) ( )
t

t+1 t

t 1 t+1 0 t

t 1 t 1 t 1 t

t 1 t 1 t 1 t

t 1 t t t t t 0 t

t 1 t t t t t 0 t

[x A | Z ; u , , u ]

q (z | x ) P P

q (z | x ) P P

(.) (.)

dx | x ,u (Z dx | Z ;u (.),.., u (.)
.

dx | x ,u (z dx | z ;u (.),.., u (.

)

) )

A

P
+

+ + +

+ + +

+

+

 

=


 

 x

x x

  

  مشاهدات جدید   به  وکند  را فراهم می  tZ  به شرط  txرسانی با یک گام زمانی توزیع شرطی    روزاین یک رابطه بازگشتی برای به 

t 1z )و مقدار کنترل    + )t tu Z  در  tZ  کنترل  و نه کل تابع  
tu t  توزیع فرض کنید  در ادامه    نیاز دارد.   (.) 1q   . معلوم هستند  tPو    +

ثابت یا  توابع کنترل  ،  شوددر نظر گرفته می  که در این مقاله   تصادفی   سامانهبرای یک    . بسیار مهم استکنترل  مسئله  از نظر  (  9رابطه )
tو    tZ  ه شرطب  tx  های موجود با محاسبه توزیع شرطیاز داده   وضعیتبردار    براوردمسئله    و  معلوم هستند 1u   رابطه  شود.حل می  −

به    tx یهای شرطتوزیع باید  ،ها بازسازی شوداز داده   وضعیت دار  بر   چه. اگر تاریخ کندای محاسبه این توزیع فراهم میبر یک روش (9)

T  و TZ  شرط 1U −،  0,...,t T=  آید.ب قضیه    دست  می 1-2در  ثابت   ،( شرطی  توزیع  کنترل  4شود،  قاعده  به   )

 0 t 1u (.), , u (.)−   تنها از طریق مقدارt 1U t  در − 1Z  بستگی دارد.  −

t  توابع :1-2قضیه  t t 1G (A | Z , )U −  ،0,...,t T= برای همه توابع کنترل   وجود دارند به طوری که   0 t 1u (.), , u (.)−: 
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                                    ( )( )t t 0 t-1 t t t 1 t 1 tx A | Z ;u (.), , u (.) .] G A | Z , U a[ .s. ZP Z− −  =          

0tبرای   :اثبات   بستگی ندارد:  کنترل قاعده  به 0zو   0x  توأم  ، توزیع=

( ) ( )0 0 0 0 0 0(x A, Z B) B | x P dx
A

P   =  

)و توزیع شرطی  )0 0G A|Z برای حکم قضیهکه این باشد  استقرا اگر فرض. تعریف کردبه این صورت توان  را می t از  ، برقرار باشد

رو )  این  )t 1 t 1 tG A| , UZ+ +
)از     )t t t 1G A|Z , U −

،  t 1z ر   tuو    + شده    وابطبا  داده  و 7)  (، 8)  در بازگشتی   )   (   ساخته(  9یا 

 ■  .شودو در پی آن حکم اثبات می   شودمی

)توابع    یستند،به طور کامل مشخص ن tx و   tZتوزیع    از این که )t t t t 1G x A|Z , U −    قابل محاسبه  احتمال شرطی  به صورت
  .نیستند

 آماره  به شرط txرود و توزیع شرطی  به کار نمی  1-2قضیه  ،دنها در دسترس نباشداده تمام مرحله   اگر در هر
t tY (Z  یعنی  (

t t t 0 t-1(x A | Y (Z );u (.), ,u (.))P   

 بستگی دارد.   tZ  شان در مقادیر  به تنها  نه به توابع کنترل و 

t  ه آمار t t 1Z ,U( )X )با توزیع    همسان  است را  tهای موجود در زمان  یک تابع از داده   که  − )t t t 1G A|Z , U −
توزیع    هرگاه   ،ندنام  

   یعنیها بستگی داشته باشد، به داده  tX  تنها از طریق 

(10)                                   ( )t t t 1 t t t t 1( )G A | Z , U G A | X (Z , U )− −=            

)  ، و علاوه بر این )t t t 1X Z , U −
)توزیع  راجع به  اطلاعاتتوان از ی را م  )t t t 1G .|Z , U −

  حالتدر    ،به عنوان مثال آورد.بدست  

)توزیع شرطی   ، گاوسی )t t t 1G A|Z , U −
ˆنرمال با میانگین   ،

tx و کوواریانس  tK ها بستگی نداردوواریانس به داده ک  که است .  

)  میانگینبنابراین  )t t 1Z ,ˆ Utx  که در آن:   است tG  یعبا توز  همسان −

                                  ( )
( )

( ) ( )1
22t

11
t t2x A

t

1
G ˆ ˆA exp K dx

2π K
n t tt ttx xx x−



 = − − −
              

)به صورت  توان میانگین را دوباره و البته می )tGˆ x dxtx = x بازیابی کرد . 

در صورت قادر نبودن به یافتن این  با این حال    .آیدبه حساب می ، یک مزیت که تا حد امکان ساده باشد  tX همسان  یک آماره   یافتن

)توزیع  آماره،  )tG A همسانآماره  یک   با این دیدگاه  و از این رو   تواند مورد استفاده قرار گیردمی همیشه  tX  .همیشه وجود دارد 

(  1954بلاکول و گیرشیک )از    مینیمالبسنده  و آماره    (1951دینکین ) از  کامل    بسنده تواند به آماره  ، می همساناین تعریف از آماره   
نوان یک  ممکن است به ع  tx  توزیع  .مشخص کنیم  θبه عنوان پارامتر  را    tx  که  باشد. به منظور انجام این کار لازم است مرتبط  
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 (هایراهبردتوابع کنترل )یا  بستگی داشتن آن به  به    با توجه  که  شود   در نظر گرفتهتوزیع پیشین بیز  
0u (.), ,u (.)T بخش  رضایت

x)  که  txمقادیر    روی باشند و فضای پارامتر    چگالی ها دارای  با این وجود اگر توزیع  .نیست ) 0tP   در این    ،تعریف شده باشد
 کند:در شرط زیر صدق می مشاهدات  چگالی صورت

       
( )

( )
( )t t t

t t 1 t t t 1

t

g x | X
 Z , U | x ) p Z , U

x
(P

p
− −= 

از  که   معمول  شراست  بسندگیتعریف  لزوم.  برقراری  است  معادل  ،ط  این  از  tXکه    با  )  تابعی  )t tg .|X،  (  توزیعچگالی

( )t tG A|Xباشد ) . 

t  اگر :2-2قضیه  t t 1X (Z , )U t توزیع شرطی  با  همسان − t t 1G (A | Z , )U  : کندمی زیر صدقرابطه بازگشتی  در  tXپس  باشد، −

(11)                                                 ( )t 1 t t t t 1X X , u , z .+ +=             

t  توزیع اثبات: 1 t 1 tG (A | Z ),U+  که در آن ( 9( یا )8)  (، 7) رد شده شرطی داده  های بازگشتی برای توزیع  روابطاز  توانرا می +

( ) ( )t t t 1 t tG A|Z , U G A|X− = 

کرد t. بنابراین  پیدا  1G (A)+  از    یک تابعtX،  tu    و
t 1z +

t  ،یهمسانفرض    با استفاده از.  است   1X   توسط  +
t 1G (.)+

محاسبه    
 ■  .خواهد شد

 هستند:خطی  tzو   tφ، سیگاو مثال در حالت خاص  به عنوان 

(12)                                   t 1 t t t t 1

t t t t

x φ x u 0,...,

z H x 0,...

,

,,

w t T

t T

+ += + + =

= + =
            

 کوواریانس  هایبا میانگین صفر و ماتریس گاوسی مستقل   هایبردار t  و twکه در آن 

(13)                                                
t t t

t t t

,( ) C

( ) R

E w

E

w 



=

=
            

mهای  به ترتیب ماتریس  tφ  و   tHهای اخیر  هستند. در فرمول  n    و n n   0وx   0  دارای توزیع 0
ˆ( )  ,KxN  در  .  هستند

)  توابع کنترلمورد   )tu  داریم:   (12)با توجه به   . نیست ی فرض  به در نظر گرفتن هیچنیاز   .

                 
( )

( ) ( )
2

11
t 1 t t t 1 t t t t 1 t t t2

t

1
x | x ,u ) exp x φ x u φ u

π
(

2
n tP C x x

C

−

+ + +

 = − − − − −
  

            

 داریم:   (12) معادله دوم در  و از تعریف مشاهدات  
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                               ( )
( )

( ) ( )
2

11
t t t t t t t t t2

t

1
z |x exp z H x R z H x .

2π
m

t
R

q
− = − − −

  
            

ر  این توابع در  از  برای  وابط  با استفاده  نتیجه گرفت کهبه راحتی می  ،(9) در    tGبازگشتی  t  توان  t t t 1g (x | Z , )U یک چگالی    −
 با میانگین اوسی گ

( )t t t t 1 t
ˆ x g x |Z , U dxtx −= x 

 و کوواریانس  

                                   ( ) ( )t t t t t t 1 t
ˆ ˆK ( ) g |Z , U dt tx x x x x x−

= − −x            

 : (1960کالمن، ) روابط زیر برقرار هستند  ،(9)  طبق  است.

(14)                                   
( )

( )

1

1 t t t 1 t 1 t 1 t 1 t 1 t t 1 t

1
1 1

1 1 t 1 t 1 t t t t .

ˆ φ u K H R H u H φ ,

H K

ˆ ˆ

R H C φ φ

t tt

t t

xx z

K

x −

+ + + + + + +

−
− −

+ + + +

= + + − −

 = + +
            

ˆ  همسانآماره    ،در این حالت
tx  ماتریس  است .tK   از داده  tZ    کنترلو  t 1U ان آن را به عنوان یک  تومی   ، بنابراینمستقل است  −

 شود. محاسبه می  (14برای میانگین شرطی )  تفاضلیمعادله   توسط  2-2قضیه  در( 11رابطه ) در این حالت  . در نظر گرفت ثابت 

داشته باشد  بستگی  کنترل  به    tw کی مهمی که در آن خطای مکانی حالت ، اما شامل  غیرخطی است  کنترل   هایحالت شامل    فرمولاین 
 نیست. 

 

گاهی هایآماره 3  بخشآ

گاهی در این قسمت تحت دو کلاس از توابع   شود.بخش محاسبه می زیان، آماره آ

)یک آماره   )t t t-1Y Z , U،  0, ,t T=    توسط تعریف شده  کنترل  به مسئله    نسبت  L  گاهی توابع    هرگاه   د، شوبخش نامیده میآ
*

1t t t L (Y ,u ; (.), , (.))t Tu u+   و*

t t t-1K (Z , U  : که به طوری وجود داشته باشند  (

(15 )                                    
( )

( ) ( )

t 0 t 1

* *

t t t-1 t t t t 1 t 1

Z ;u (.)| , , u . , (.), , (.)]

=K Z , U L Y u

[

,Z , U , ; (.), , (.) 0, ,

t T

t T

u u

u u t T

E L +

− +

 

+  =
  

           

آن در  t  که  1U از    tu  و  − )مقادیری  ) ( )0 tu . , , u .   در  tZ  معادله  هستند برای  (  15).    هر باید 
0 tu (.), , u (.)    و

1(.), , (.)t Tu u+   که تابعی از  sY یعنی:  ،هستند برقرار باشد 
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(16)                                   ( )s s 1 s s s 1Z , U (Y (Z , U s t 1, ,T.)),s su u− −= = +             

گاهی ئله کنترلبرای مس  sY  هرگاه   ،تر استبخش رضایت حقیقت  این    .دلیل این تعریف کمی مبهم است  کنترل    قاعده که    بخش باشدی آ

( )0 0 T
ˆ ˆ(Y ),..., YTu u    ها فقط از طریقداده به    باشد وداشته  وجود  است  بهینه  (  3)   درعریف شده  ت  از دیدگاه که  tY   بستگی داشته

   .باشد

   در ذیل شرح داده خواهد شد: کنترل بهینه  طرز ساختن این

گاهیشده  به معنای تعریف   tYاگر   tتواند به صورت بازگشتی با شروع از  بهینه می  کنترلیک    در این صورت،  باشد  بخش آ T=    و
 : در هر مرحله تعریف شود

(17)                                                       ( ) *

t tY utu =            

 عبارت زیر را مینیمم کند: در   tuمقدار  و 

(18)                                               ( )*
1t t tL Y ,u ; (.),..., (.) .t Tu u+            

بیشتر پیدا توان  بسنده از ابعاد کوچک را می آن آماره    که در   سی گاو   حالت. برای  شودمی انجام    به صورت نظری، این روش  موارد  در 
به طور  توان  ز را نمیاین ساخت و سا  ،تابع زیان  رویمحدودیت    با در نظر نگرفتن  . با این حالاستپذیر  امکان   کاملاً، این روش  کرد

u*  نقطه  وجود   اکنون سوال برای.  دقیق توجیه کرد t،   توابع کنترل    پذیری نتگرالو ا   پذیری اندازه( )tYtu    یشرط  زیان  وابعتو  *

tL  
که در این    حل کرد(  1)  درو سایر توابع تعریف شده  تابع زیان  روی    نظمهای  توان با محدودیت. این نوع مسائل را میشودمطرح می 

 شود.  مقاله به این موارد پرداخته نمی 

)شود که  در این بخش فرض می )t t t 1X Z , U −
tو    tZ  طبه شر  tx  با توزیع شرطی    1U است و از این رو توسط قضیه    همسان  −

 .  ( وجود دارد 11رابطه بازگشتی ) یک   ،2-2

)از    8-3-2قضیه   گاهی،  کند آماره بسنده که ثابت می   (1954بلاکول و گیرشیک  زیرا در  گیردمورد استفاده قرار نمی است    بخشآ  ،
 . است وابسته ، بلکه به متغیرهای تصادفی  ، نه تنها به عمل و پارامترزیاناینجا تابع 

T  زیان توابع برای   :1-3قضیه  1 T(x ,U )L ) آماره  + )t t t 1Y x , U −=  ،t 0, ,T=  گاهی  . است بخشآ

T  برای  :اثبات 1 T(x ,U )L *با در نظر گرفتن  ، +

tK *و محاسبه   =0

tL ،( برقرار است و از این رو حکم اثبات می 15رابطه )شود  .

)  ابع زیان وت)اگر قضیه به  )
T 1

τ τ 0 τ 1

τ 0

L x ,u , , u
+

−

=

 وجود دارد.( برای عبارت این  ،گسترش یابدt T=: 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

( )

T 1 T T 0 T T T T 1 T T 0 T

T T T T 1 T T T T T 1

*

T T 1 T

E[L(x , U ) | Z ;u . , , u . ] φ x ,u , , U ] | Z ;u . , , u . }

φ x ,u Z , , U Z G(dx | X )P d

L X , U ,u .

{ [ w

L w w

E L+ +

+ +

−

 = 

 =  

=

 x x
 

T  و  TZو این حقیقت است که   1-2گام دوم به قضیه   1w (  15که )فرض کنید  استقرا  . به عنوان فرض  بستگی دارد   مستقل هستند  +

1tبرای   )  و،  برقرار است  + ) ( )1 , .,.t Tu u+   گاهی تعریف یک آماره    با توجه به )به  (  16)  بخشآ )s 1Y x , Us s بستگی    =−
 از این رو  .شته باشنددا

(19)                          t 0 t 1

t t 1 0 t 1 t 0

Z ;u (.), , u (.), (.), , (.))

E{E(L | Z ,z ;u (.), , u (.), (.), , (.)) | Z u (.), , (.)}.

[ |

;

t T

t T T

E u u

u u

L

u

+

+ +

 

=   
           

  شود: به صورت زیر ساده می  داخلیشرطی   امید ، استقرافرض توجه با 

(20)                                   ( )( )*
1 2t 1 t 1 t t 1 tL X , U , X , U ; (.), , (.) .t t Tu u u+ ++ + +             

t،  2-2قضیه    در   ( 11از رابطه بازگشتی )با استفاده   1X tX  ،t  ز ا  یتابع   + 1z چهارمین  معادله مشاهدات    است. با استفاده از  tu  و   +

t  ،(1)  معادله 1z t  از  تابعی  + 1x t  و  + به  +1 t  ،)دومین معادله(  (1)  سامانهمعادله    است که نظر  1X   از  یک تابععنوان  تواند به  می   +

tX، tu  ،tx ،t 1w tو   +  شود:  در نظر گرفته +1

(21)                                   ( ) ( )( )( )t 1 t t t t 1 t 1 t t t t 1 t t t t 1 t 1X X ,u , x , , Ф X ,u ,z φ x ,u , , .w w+ + + + + +=            

t  هذشتگ  مشابه با 1+  ،t 1w  همچنین استفاده از   و  (19)  درداخلی  شرطی    امید  به عنوان( 20)  اریذگجایبا    .هستندمستقل    tZ  و  +

t( برای  21) 1X  داریم:  +

(22)     
( ) ( )

( ) ( )

1t 0 t

*
1 2t 1 t 1 t t t t 1 t 1 t t+1 t t t t 1 t 1 t

t 1 t 1 t t t

*
11

Z ;u , , u , , , )

L X X , u , x , , , U , (X X , u , x , w , , U ); (.), , (.))

P d P d G (dx | X

( , ; , , )

( |

(

)

, U

(.) (.) (.) (.)

(.) (.)

t T

t t T

t Tt t t t

E u u

u u u

L X u u u

w

L

w

+

+ ++ + + + + +

+ +

+−

 

= 



= 

  x xx  

 که در آن 

t t 0 t t t tP[dx | Z ;u (.), ,u (.)] G (dx | X ). = 

حکم    استقرا و به کمک    کندمی   صدقی  همسان عریف  تدر  (  10معادله )،  است  همسان یک آماره    tXکه    این و    1-2قضیه  توجه به  با  
 ■ شود. ثابت می 
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*  ( یک روش بازگشتی برای محاسبه22معادله ) 

tL  به عنوان یک تابع از    کنترل بهینهبرای محاسبه    یک روش سازنده   و   کندفراهم می
گاهی آماره   . کندمی معرفی   بخشآ

 ابع زیان   وتبرای   :2-3قضیه 

(23)                                                  ( ) ( )T 1 T

0

τ τ1

τ

L x L u
T

+ +

=

+            

t آماره  tY X=،  0, ,t T=  گاهی  . است بخشآ

)  ،هاtبرای تمام    اثبات: ) ( )
1

*

t t t 1

τ 0

τ τZ , U L u
t

K
−

−

=

=.    بنابراین*

tL    شرطی    امیدباید( ) ( )τT 1 T 1

τ

τL x L u
T

t

+ +

=

+   باشد  .

tبرای   T=  داریم 

(24)               

( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( )

T 1 T 1 T T T 0 t

T T T 1 T T T T T 1 T T T 1

*

T T T

[L x L u | Z ;u (.), , u (.)]

L u L φ x u Z G(dx | X )P d

L X ,u .

, ( ),

E

w w

+ +

+ + +

+ 

= +

=

 x x
    

t( برای  15، فرض کنید که )استقرابه عنوان فرض   ,(.)1  همچنین   و   برقرار است   +1 , (.)t Tu u+   ی از توابع  sY sX=   (16  )
 از این رو  ،باشند

(25)       

( ) ( )

( )

( ) ( )

1T 1 T 1 T 0 t

τ

t t

T

τ

τ

0

τ

11 Tτ τ

1

1 T 0

[L x L u | Z ;u (.), , u (.), (.), , (.)]

L u

L x L u | Z ;u (.), , (.) | Z ;u (.), , (.),

T

t T

t

T

T TT

t

t

E u u

E u uzE

++ +

=

+

= +

+ +

+  

=

  
+ +    

  





  

 به صورت  اخلی شرطی د امید، استقرافرض با توجه به 

( )*
1 2t 1 t 1 t 1L ))X , (X , (. , , (.)t t Tu u u+ ++ + +  

t( برای  21)  گذاریقبل با جایابه مش .شود داده می 1X  داریم:   (25)  گیری ازانتگرال و  +
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(26)               

( ) ( )

( ) ( )( )
( ) ( )

( )

T 1 T 1 T 0

τ

*
1t t t 1 t 1 t t t t 1 t 1 t 1 t t t t 1 t 1

t 1 t 1 t t t

*
1t t

τ

t

τ[L x L u | Z ;u (.), , (.)]

L u L X X ,u , x , , X X ,u , x , ,

P d P d G (dx | X )

=L X ,u ; (.), , (.) .

( ), ( )

T

T

t

t

t T

w

E u

u

u u

w

w

+ +

=

++ + + + + + +

+ +

+

+ 

= +





  x x x 

 ■ شود. حکم با استفاده از استقرا ثابت می 

*محاسبات برای ( یک روش بازگشتی  26) قبل  همسان

tL   و کنترل بهینه به عنوان تابعtX    و ( 26) ،(24)   (،18(، ) 17)روابط  از  
   .دهدارائه می ( 21)

با استفاده از  در این حالت    .اختصاص داده شده است  ( تعریف شده 13  )و    ( 12)  روابط  توسطکه    گاوسی   حالتبه    در ادامه بخش
ˆآماره  ،  1-3قضیه  

tx   کنترل با  t  های قبلی همراه  1U آماره    + گاهییک  Tاز    مومی ع   زیان بع  ابرای ت  بخش آ 1 T(x ,U )L   است و   +
ˆ

tx    گاهی(  23)   جمعی  تابع زیانبرای بسیاری از مسائبا این وجود  است.  بخشآ .  پذیر استمحدودیت بیشتری امکان ایجاد  ل  ، در 

Tیا    (23) تابع زیان    کنیدفرض   1 T(x ,U )L 1TX  به مقدار نهایی  ،+ T  تنها از طریق   + 1αx ماتریس    ، یکαبستگی دارد که در آن  +

p n کمیت  .  استT 1αx می  خطافاصله    + که  نامیده  شد  خواهد  داده  نشان  و  ˆشود 
tx  جایگز است  فاصله  ممکن  ی  خطاین 

T  و داریم یابی شده شود برون  T 1 t
ˆ αφ φ ˆα φ tt x−= .            

pاگر  n،   گاهی  آماره میکاهش    بخشآ که    کندپیدا  در صورتی  1pو  می   ،= تبدیل  ساده  آماره  یک  به    .شودبه  توجه  معادله  به 

میانگین شرطی   برای  ˆبازگشتی 
tx   (41)  ، گاوسیحالت  برای    ( 12مشاهده )  دومین معادله و  (  12)  سامانه   اولین معادله  ،αt    در

 کند:رابطه زیر صدق می 

(27)                                  ( )* 1

1 t t t t 1 t 1 t 1 t 1 t t t 1 t 1 t 1
ˆ ˆα α ψ u ψ K H R H Hˆφt t tx wx−

+ + + + + + + += + + − + +    

pماتریس   کی  tψ  که در آن n  که در رابطه   استt T T 1 t 1ψ αφ φ φ− +=   کندصدق می . 

شده    گاوسی   حالتدر    :3-3قضیه   برای  13) و    (12)   درداده  زیان(  T+1  توابع  Tx(α ,U )L   آماره  t t 1
ˆY α ,U )( t −=  ،

t 0, ,T= گاهی  است.  بخشآ

*  اهtبرای تمام   اثبات:

tK    ( داریم12) سامانهاز معادله  .=0

1 T T T 1
ˆ ˆαx αφ x αu α α α .T T TT w+ += + + + − 

TZ،  Tبا شرطی کردن روی   T Tα αu α ψ uT T+ = )  ثابت ویک مقدار   + )T T 1
ˆη αφ αT Tx x w += − توزیع نرمال  دارای    +

 میانگین صفر و کوواریانس با 
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(28)                                   * * *

T 1 T T T T 1B αφ K φ α αC α+ += +            

T  است، زیرا  1w )و   + )ˆ
T Tx x− بدین ترتیب برای  هستند مستقل .t T=: 

(29 ) 
( )

( )

T 1 T T 0 T T T T T+1

*

t T 1 T

], ˆ( (αx U ) | Z ;u (.), , u (.) = (α ψ u η, U )f η dη

ˆ  L α , U ,u

T

T

E L L+

−

 + +

=

x                                            

)در آن  هک )T 1f η+
Tچگالی نرمال با میانگین صفر و کوواریانس   ، 1B    ( داده شده است.28است که توسط ) +

t( برای  15)اگر    ، استقرابه عنوان فرضیه   ,(.)1و    بادبرقرار    +1 , (.)t Tu u+     توابعsY  با تکرار    ،باشند  3-3قضیه    داده شده در

1αtبرای نوشتن   با این تفاوت که  3-3در اثبات قضیه  (22)  و (19همان مراحل ) αt  ،u  ی ازبه عنوان تابع + t ( 27از)  همچنین   و

t  جای معادله کاهش برای ب ηاز   1X  ، داریم: استفاده شود (21) +

(30)                      ( )( ) ( )

( )

1t 0 t

*
1 2t 1 t t t t t t t 1

*
1t t 1 t

Z ;u (.), , u (.), (.), , (.)]

ˆ ˆL α ψ u η, U , α ψ u η, U ; (.), , (.) f η dη

ˆL α , U ,u ; (.), , (.) .

[ | t T

t t Tt t

t Tt

u u

u u u

u

E L

u

+

+ ++ +

+−

 

= + + + + 

= 

x        

 : ( داریم27از ) که در آن

                                    ( )* 1

t t 1 t 1 t 1 t+1 t t 1 t 1 t 1
ˆη ψ K H R H φ H .t tx x w−

+ + + + + += − + +               

)به ،tZ  به شرط ηچگالی شرطی   )t 1f η+
 میانگین صفر و کوواریانس  ، با بعدی – pنرمال  و دارای توزیعوابسته  

(31 ) 
t 1

* 1 * * * 1 *

1 t t 1 1 t 1 t t 1 t 1 t 1 t 1 1 1 t 1 t 1B ψ K H R H φ K φ H R H C H R H K ψt t t t t t t+

− −

+ + + + + + + + + + + +
 = + +                                              

 ■  شود. حاصل میاستقرا  با استفاده ازنتیجه .  است

 . ساخته شود( 30)  ( و31)  (،29(، ) 28) (،18) (، 17از )تواند میکنترل بهینه 

 صورت  به  توابع زیانبرای  ( 13)و    (12) توسط  شده   سی داده گاو  حالتدر  :4-3قضیه 

( ) ( )T 1 T 1 τ τ

τ 0

L αx L
T

u+ +

=

+ 

 آماره 

(32)                                   tY α , t 0, ,Tt= =             

گاهی  است.  بخشآ
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 داریم: ( 21)  توسط( 27ینی )زجایگبا ، 2-3همانند قضیه  :اثبات

(33)                                   
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

τ

1
*

t t t 1

τ 0

*

1 1

τ

1

K Z , U L u ,

ˆ ˆL α ,u L u L α ψ u η f η dη

t

T T TT T T T TT T

−

−

=

+ + +

=

= + + +



x

            

)  که در آن )t 1f η+
 بنابراین  ( است. 28داده شده توسط )  ، چگالی نرمال با میانگین صفر و کوواریانس

( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

*
1t t t t

*
1 2t 1 t t t t t 1

ˆL α ,u ; , , L u

ˆ ˆL α ψ u η, α ψ u η ; , , f η dη

. .

. .

t Tt

t t Tt t

u u

u u u

+

+ ++ +

 =

+ + + + +  x
 

)  که در آن )t 1f η+
 ■  است. (31کوواریانس داده شده توسط ) و  میانگین صفر چگالی نرمال با 

 شود. ( محاسبه می31)  ( و33(، ) 28(، )32)  (،18(، )17از )  حالتکنترل بهینه در این 

برای   )  تابع زیان با  گاوسی    حالت یک نتیجه دیگر  ) ( )T 1 T 1 τ τ

τ 0

L αx L
T

u+ +

=

+   محدودیت کنترل  حالتدر این    شود. بررسی می ،

استخطی مناسب  ویژه  صورت  به  یعنی،   ،  ( )t t t tu Z M Z=  ،t 0, ,T=   ( )12از  و  می 41(  دیده  که  (  این شود    تحت 

توزیع واقعی    محاسبات زمانی که  بوده و دارای توزیع نرمال هستند.  tu  و   tx،  tz،ˆtx  شامل   های تصادفیتمام متغیر،  محدودیت

τ  تلاش کلیا   خطابرای فاصله  ττ
( )L u عمومی داریم: کنترل خطی  بودن   نرمالبا توجه به   .شودتر می ، ساده مورد نیاز باشد 

                                    ( )t t t t t
ˆ ˆu Z M Z E(Z | ][ α ) αt t tM= − +             

ماتریس   یک  برای  ѕtN،  ѕزیرا  ѕt
ˆ ˆ(z |α ) N αt tE ماتریس .    = )  ،tMبعد  )1n n t ماتریس   + بعد    هایو 

tM    وѕtN ،

n p  .تابع زیان کنید فرض  است 

( )*
1t t

ˆL α ,u ; (.), , (.)t Tt u u+  

 های خطی دوم برای همه کنترل مولفهر د

(34)                                   ( ) ˆˆ ˆα α , 1, ,Ts s s su M s t= = +             

باشد.  مشتق  )  اگر کنترل خطی پذیر  ) ˆˆ ˆˆ α αt t t tu M=،  t 0, ,T=   بین باشد،   αtخطی در    هایکلاس کنترل   در  بهینه  موضعاً 

)های خطی  در کلاس کنترل گاه آن )t t t tu Z M Z= ،t 0, ,T=  استموضعاً بهینه . 

به عنوان تابعی از مورد انتظارزیان  
t(M , )tM،  t 0, ,T=   برابر است با 
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                                    0 10 1 TE(L) (M , ,M , ,M ,, )TL M M M=              

)برای هر  و  , )i j،tM ،tM  ،t 0, ,T=    :داریم 

(35)                                   
( ) ( )00 T

t ij
M

L M , , ,M , 0TM M


 =            

)  که در آن )t ij
M  عنصردهنده نشان  ( , )i j ماتریس  امtM .همچنین داریم:  است 

                                  
( ) ( )

( ) ( ) ( )

T 1 T 1 t t t

τ

*
1t t t t

ˆL X L u Z ) | α ]}

ˆ ˆ ˆ ˆE{E[L α ,M Z E(Z | α ) α ; , , )] | α }

{ [ ( |

( . .

T

t

t

t t Tt t t t

E E E E L

M u u

+ +

=

+

 
+ = 

 

= − + 


            

)که در آن   ) ( )1 , .,.t Tu u+   بنابراین . کندصدق می  (34) در 

                                  ( )
( )

( ) ( )

*

t t t t

t ij

1 t t ij

ˆ ˆE L E{E[ L α ,M Z E(Z | α ))
M u

ˆ ˆ ˆα ; , .

( (

. ., )(Z E(Z |α ) | α ]})

t t

i

t t Tt t tM u u+

 
= −

 

+  −

            

tMبرای   ، امید شرطی در داخل  =0 ،  برقرار است.  ( 35)در پی آن  صفر است و 

 

 گیری بحث و نتیجه

.  استبرقرار  نیز  ها وابسته است برای یک کلاس بزرگ از توابع زیان تابع کنترل بهینه که تنها از طریق آماره بسنده به داده ویژگی وجود  
های مشاهدات دارای توزیع نرمال بوده و  گاوسی است، خطادر حالتی که مدل    ارائه شد.   همسان آماره  روشی برای محاسبه  در این مقاله  

گاهی  و در این حالت  سامانه خطی است به تابع زیان اشاره    و  شده برای آماره بسنده است  ارائه  معیار  همسانتقریباً  که  بخش  آماره آ
به طور غیرمستقیم برای مشخص    مورد بررسی قرار گرفتند. بررسی بسندگی  دو کلاس از توابع زیانکه در این مقاله  محاسبه شدند    دارد

اگر تابع زیان به آخرین مقدار بردار وضعیت بستگی داشته باشد،   ثابت شد  به کار گرفته شد و بخشی ی و آگاهی همسانکردن دو ویژگی،  
 بخش هستند. آگاهی ها یابی شده از این مولفه در این صورت براوردهای برون 
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Similar and informative statistics and its applications 
 
Shams1, M., Hesamian, Gh.2 
1Department of Statistics, Faculty of Mathematical Sciences, University of Kashan, Kashan, Iran, 
2Department of Statistics, Payame Noor University, Tehran 193953697, Iran. 
 
 
 
 
Abstract: In the case of large amounts of information, the data should be summarized in such a 
way that no valuable information is lost. Sufficient statistics are used for this purpose. In this 
paper, by defining similar statistics, a method for calculating these statistics is presented. 
Informative statistics are then defined under several different loss functions. The concept of 
sufficiency is used to identify two characteristics, similarity and informativeness. Finally, under 
several different loss functions, in the case of Gaussian observation errors and linear systems, 
informative statistics are found. 
 
Keywords: Similar statistics, informative statistics, time series. 
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