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Introduction 
In the case of large amounts of information, the data should be summarized 
in such a way that no valuable information is lost. Sufficient statistics are 
used for this purpose. 

Material and Methods 
In this paper, after mentioning the history of the research done, first the 
necessary prerequisites, such as random variable, multivariate normal 
distribution, independence, conditional expectation, stochastic process, 
Markov process w.r.t. a natural filtration, time series analysis, minimal 
sufficient statistic, complete sufficient statistic, decision rule, loss function, 
risk function, classical and Bayesian methods were introduced. Then, 
similar and informative statistics were introduced in two sections. At the 
end, the results were summarized.  

Results and discussion 
In this paper, by defining similar statistics, a method for calculating these 
statistics is presented. Informative statistics are then defined under several 
different loss functions. The concept of sufficiency is used to identify two 
characteristics, similarity and informativeness. Finally, under several 
different loss functions, in the case of Gaussian observation errors and 
linear systems, informative statistics are found.  

Conclusion 
In this paper, the estimation problem under the specified loss function was 
analyzed using the concepts of similar and informative statistics. In the 
special case, the similar statistic will lead to the classic and usual definition 
of sufficiency. 
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ها باید به نحوي خلاصه شوند که هیچ اطلاعات ارزشمندي از در حالتی که حجم اطلاعات زیاد است، داده
شود. در این مقاله با تعریف آماره همسان، روشی دست نرفته باشد. براي این منظور از آماره بسنده استفاده می

بخش تعریف هاي آگاهیها ارائه شده است. سپس تحت چند تابع زیان مختلف، آمارهبراي محاسبه این آماره
شود. در پایان بخشی از مفهوم بسندگی استفاده میشوند. براي مشخص کردن دو ویژگی، همسانی و آگاهیمی

هاي خطی است، آماره در حالتی که خطاهاي مشاهدات گاوسی و سامانه ،تحت چند تابع زیان مختلف
  شوند.بخش پیدا میآگاهی
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  مقدمه
ها در یک آماره بسنده در درجه اول یک مسئله کاهش داده است که منجر به خلاصه کردن داده جستجو براي یافتن آماره

شود که هیچ اطلاعی راجع به پارامتر مجهول مفقود نشود. یک تابع کنترل بهینه که تنها از طریق آماره بسنده اي میبه گونه
بزرگ از توابع زیان برقرار باشد. در این مقاله  ردهراي یک ها وابسته است وجود دارد و در عمل، این ویژگی باید ببه داده
اي از توابع زیان مورد بررسی قرار خواهد گرفت که از بین این توابع زیان، خواص مشخصی مانند گسترده ردهها تحت تحلیل
  داري و وجود مینیمم مورد نیاز خواهد بود. معنی

 )2021) و واسیلینا (2020)، شی و ژانگ (2019دو ( تصادفی در تحقیقات زیادي از جمله هايمسئله کنترل در سامانه
پیشنهاد شده و  )1961فلورنتین (توسط  هاي تصادفیمورد بررسی قرار گرفته است. کاربرد نظریه تصمیم براي کنترل سامانه

ترین تفاوت با نظریه رفته است. در این حالت واضحمورد بررسی قرار گ) 1972و هو و چو ( )1977زپولی (در تحقیقاتی نظیر 
تصمیم، عدم وجود فضاي پارامتر در مسئله کنترل است. به منظور تبدیل مسئله کنترل به یک مسئله نظریه تصمیم استاندارد، 

شود که از جمله شود و پارامتر به عنوان یک متغیر تصادفی با یک توزیع پیشین در نظر گرفته میاز دیدگاه بیز استفاده می
اشاره کرد. یکی از مسائل مورد علاقه در این بحث مسئله برآورد ) 2016( داسیوس و زاچوفسکیتوان به این تحقیقات می

کالمن مورد بررسی قرار گرفته است. در  )2015ماهاجان و نایار (است. در این راستا بسندگی در راهبردهاي کنترل خطی در 
بینی مورد مطالعه قرار گرفته شده است. یکی از دلایل عدم تمایل محققان در این شاخه و پیشمسئله پالایش خطی  )1960(

در  مارکف این است که ماهیت یک تابع کنترل منجر به سردرگمی خواهد شد. به عنوان مثال، در کار بر روي کنترل فرایند
 اي باشد، چون در غیر اینابع از بردار وضعیت لحظه، لازم است نتیجه بگیریم که بردار کنترل باید یک ت)1961فلورنتین (

صورت فرایند دیگر داراي خاصیت مارکف نیست. براي رفع این مشکل از دیدگاه نظریه تصمیم، استفاده از توابع کنترل 
ر آن دتواند به عنوان یک بازي دو نفره مجموع صفر نیز در نظر گرفته شود که شود. مسئله کنترل میتصادفی پیشنهاد می

ر تواند به طور موثراهبرد تصادفی طبیعت شناخته شده است. با این حال، یک شناخت مقدماتی در مورد این نوع از بازي می
 .)2009لاي و همکاران، -(کین در مسئله کنترل موثر باشد

قرار گرفته است که کاملاً ، مسئله برآورد مورد بحث اولدر بخش نیازها، مقدمه و اهداف و پیشارائه در این مقاله، پس از 
، حالت اولاز تابع زیان مستقل است. بعد از تعریف آماره همسان، روشی براي محاسبه آن ارائه شده است. در پایان بخش 

 رده، دو دومهاي مشاهدات داراي توزیع نرمال بوده و سامانه خطی است. در بخش گاوسی معرفی شده است، که در آن خطا
 تقریباً همسان معیاري استبخش تعریف شده است. این تعریف به تابع زیان اشاره دارد و مچنین آماره آگاهیاز توابع زیان و ه

که براي آماره بسنده ارائه شده است. اصطلاح آماره بسنده به طور غیرمستقیم براي مشخص کردن دو ویژگی، همسانی و 
ود اگر تابع زیان به آخرین مقدار بردار وضعیت بستگی داشته باشد، ش. در نهایت نشان داده میشودبخشی استفاده میآگاهی

  بخش هستند. آگاهیها یابی شده از این مولفهدر این صورت براوردهاي برون

 شود. مفاهیم و اصطلاحات مورد نیاز در مقاله تعریف می اکنون



  
  

  1403دوم، ، شماره دهم دوره ،هاي ریاضیپژوهش
  

 

4 

 پیوستهو  هگسستگویند که براي متغیرهاي تصادفی  متغیر تصادفیپذیر از فضاي نمونه به اعداد حقیقی را هر تابع اندازه
را یک تابع  f، تابع نامنفیXد. لذا براي متغیر تصادفی پیوستهشوتعریف می چگالی تابعو  جرم احتمال تابعبه ترتیب 

aچگالی گویند، هرگاه براي هر دو عدد حقیقی b< در شرط   

( ) ( )
b

a
P a X b f x dx< < = ò  

یاد  مأتوتابع چگالی و  مأتوتابع جرم احتمال هایی که با بیش از یک متغیر تصادفی سروکار داریم، از کند. در حالتصدق 
  زیر است: به صورت (نرمال) چندمتغیره چگالی گاوسی تابعکنیم. می

11
2 ( ) ' ( )

1 22

1( , ) e
(2 )k

f
p

-- - S -=
S

x μ x μx θ  

 ،وستهیپ یتصادف يرهایمتغ يبرانامند.  S کواریانس-و ماتریس واریانس μو توزیع آن را توزیع نرمال چندمتغیره با میانگین 
Xبه شرط Yشرطیاحتمال  یتابع چگال x= شود:یم تعریف ریبه صورت ز 

|
, ( , )

( )( )Y X x
X Y

X

f x y
f xf y= =  

,که در آن  ( , )X Yf x y  و( )Xf x  تقلمسدو متغیر تصادفی را گویند. (کناري)  ايحاشیهو  تابع چگالی توأمرا به ترتیب 
، یا به طور معادل متغیرهاي ها نوشتاي آنضرب توابع حاشیهها را بتوان به صورت حاصلم آنأهرگاه تابع احتمال تو ،گویند

| ،yو xمستقل هستند، هرگاه براي هر Yو Xتصادفی ( ) ( )YY X xf y f y= Xبه شرط Yمید شرطیا . = x= 

)|نیز به صورت | ) ( )Y X xE Y X x yf y dy
+¥

=-¥
= = ò 2018(راس،  شودتعریف می .(  

امند. در ن فرایند تصادفی  اي از متغیرهاي تصادفی که با یک اندیس (گسسته یا پیوسته) مشخص شده باشند رادنباله
به زمان  فقط ،با توجه به گذشته و حالفرایند  ندهیآ ریمقادیک فرایند تصادفی پیوسته باشد و  حالتی که مجموعه اندیس

}گویند. به عبارت دیگر فرایند تصادفی  فرایند مارکف، آن را داشته باشد یحال بستگ }t t
X +Î¡

را فرایند  Eبا فضاي حالت  
} پالایش طبیعیمارکف نسبت به  }tt +Î¡

F  گویند، هرگاه براي اعداد حقیقی و نامنفیt وs  و هرj EÎجا ، تقریباً همه
)تساوي ) ( )| |s t s s t sP X j P X j X+ += = =F ،نموهايبا تصادفی  يهافرایند برقرار باشد. به عنوان مثال 

} همگن فرایند مارکفدر یک  فرایند مارکف هستند.، فرایند پواسون ی وحرکت براون نظیرمستقل  }t t
X +Î¡

احتمال تغییر ، 
iاز حالت  وضعیت (انتقال) EÎ  بهj EÎ  در زمانt را به صورت 

( ) ( ), |t t h hP i j P X j X i+= = = 
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 یکه به طور متوال شودیمرتبط م ییهامعمولاً به داده یزمان يهايسر لیتحل). 2018کنند (گیراردین و لیمنیوس، تعریف می
به طور . است تیاهم يمشاهدات دارا بیترت نینچکاربرد داشته و هم ینیبشیشاخه در پ نیا و از این رو اندبه هم وابسته

  ). 2022(دیستلر و شرر،  مرتب شده باشند اناست که بر حسب زم یمجموعه مشاهدات یزمان يسر کخلاصه، ی

سازد. تابعی از نمونه تصادفی است که اطلاعات مربوط به چند متغیر تصادفی را در یک متغیر تصادفی فشرده می ،آماره
کند که تمام اطلاعات نمونه پیرامون پارامتر حفظ شده و اطلاعی از میها را خلاصه و فشرده اي دادهبه گونه ،بسنده هآمار

,...,1توزیع) اي از متغیرهاي تصادفی مستقل و هم(دنباله نمونه تصادفیکه تابعی از  Tآمارهدست نرود.  nX X  را است
,1توزیع شرطی ،qبسنده گویند، هرگاه به ازاي هر  qبراي  ..., nX X T t= براي همه مقادیرt  به پارامترq  بستگی

مند. نا آماره بسنده مینیمال  راتابع ها زمانی مجاز است که اطلاعات در آنها حفظ شود که آن خلاصه کردن دادهنداشته باشد. 
وسط سازي تبیشترین فشرده .دیگر باشد هبسند هاز هر آمار یهرگاه تابع نامند،مینیمال  هرا بسند Tهبسند هدر حقیقت آمار

هر تابع  يهرگاه برا گویند،است)  ییک خانواده از توابع با مقادیر حقیق G( کامل-Gرا  Sه آمارشود. آماره کامل انجام می
g ÎG اگر به ازاي هر ،QÎq ،( ) 0)( =SgEqگاه به ازاي هر ، آنQÎq ،[ ] 10)( ==SgPq من و کسلا، (لی

1998 .(  

که به یک مشاهده نمونه تصادفی عملی را طورياست، به عملبه فضاي  پذیر از فضاي نمونهتابعی اندازه ،قاعده تصمیم
و یا  فاصله اطمینانو یا  ايبرآورد نقطهله ئله تصمیم مورد مطالعه یک مسئکند که مسمعین می عملفضاي دهد. نسبت می
پذیرش فرض صفر یا رد عمل، دو ، حدس نقاط و در آزمون فرض ،هاعمل ،اياست. براي مثال، در برآورد نقطه آزمون فرض

تابع تصمیم همان تابع آزمون ، و در آزمون فرض تابع تصمیم همان برآوردگر ،ايله برآورد نقطهئآن هستند. همچنین در مس
). تابع نامنفی است , )L aq تابع زیانبه اعداد حقیقی مثبت را عمل ضرب دکارتی فضاي پارامتر در فضاي از فضاي حاصل 
). 1998و کسلا،  منیل( باشد qاست هنگامی که در حالت واقعی  aدهنده زیان ناشی از اخذ تصمیم نامند که نشانمی

ملاکی  است. تابع زیان تابع زیان توان دوم خطاها ترین آنله مورد نظر دارد و یکی از متداولئانتخاب تابع زیان بستگی به مس
 سازي متوسط زیان است که این متوسطبراي اخذ چنین تصمیمی، مینیمم رویکرد کلاسیکبراي ارزیابی یک تصمیم است. 

) تصمیم اطرهتابع مخزیان را  )Xd صورتنامند و بهمی ( ) ( ), ( ) ( , ( )R E Lq d q d=X X منی(ل شودتعریف می 
شود و یک نمونه تصادفی یک مقدار ثابت و نامعلوم در نظر گرفته می θهاي کلاسیک پارامتر در روش ).1998و کسلا، 

شود که خود کمیتی در نظر گرفته می Θ روش بیزيگیري شود. در تصمیم پارامترشود تا بر اساس آن در مورد آوري میجمع
شود. این توزیع پیشین مشخص می توزیع پیشیناست و تغییرات آن توسط یک  θیک متغیر تصادفی، با مقدار مشاهده شده 

و...  ا) و یا ساختار مشاهداتگر یا اطلاعاتی در مورد توزیع پیشین (مانند گشتاورهبر اساس اعتقادات و تجربیات قبلی آزمایش
  شود. تعیین می
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 هاي همسانآماره. 1

آماره همسان تعریف شده و روشی براي محاسبه آن ارائه شده است. در پایان حالت گاوسی معرفی شده که در این بخش، 
  در آن خطاهاي مشاهدات داراي توزیع نرمال بوده و سامانه خطی است. 

یک سري زمانی تصادفی ، txباشد. متغیرهاي  Xبعدي مثل -n، یک فضاي برداري اقلیدسی حالتفرض کنید فضاي 
  کنند:به صورت زیر تعریف می

    )1(                       

( )
( )

0 0 0

t 1 t t t t 1

t t 0 t 0 t-1

t t t t

x w x

x φ x , u , w , 0,...,
u u (z , ., z ; u , , u 0,...,
z z (x , 0,

),
), ...,

t T
t T

t T

+ += =

= ¼ ¼ =

=

=

=ò

                                                             

خطاي ها tòشود، نامیده می خطاهاي مکانیکیهاي معلوم هستند که متغیرهاي تصادفی مستقل با توزیع هاtwکه در آن 
معلوم و توابع یا راهبردهاي  tzو  tφهستند. توابع  بردار کنترلها tuو  مشاهداتها tzمستقل با توزیع معلوم،  مشاهدات
tuکنترل   براي راحتی فرض کنید ( فضاي عمل یا تصمیم) هستند. tU یعنی در فضاي برداري کنترل (.)

( )0 T 1 0 Tω , , ; , ,w w += ¼ ¼ò ò.  

tحرف بزرگ  0 tZ z , ,z= tو  ¼ 0 tU u , ,u=  tبراي نشان دادن به ترتیب مشاهدات و بردارهاي کنترل تا جمله  ¼
} کنترلقاعده یک  .و شامل آن است } 0 Tu ={u (.), , u 1Tشامل  ¼{(.) ) کنترل  ابعت + )t t t 1u Z , U است که براي -

)تمام مقادیر ممکن )t t 1Z , U tنیست، چون  شوند. البته این فرض ضروريتعریف می - 1U tبه وسیله - 1Z و  -

{ }0 t 1u (.), , u tuاگر  تعیین شده است. ¼-(.) یک فرایند  )1(سامانه  دومین معادلهباشد،  tzیا  txفقط تابعی از  (.)
تابع زیان یک فرایند مارکف نیست. ساختار مسئله به وسیله تعریف  txولی در حالت کلی مارکف است، 

( ) ( )1 0 T 1 Tx ,u , , u L x , UT TL + +¼ تواند براي به راحتی می 2.3شود. نتیجه اصلی بیان شده در قضیه کامل می =

)تابع زیان  )T 1
τ τ 0 τ 1τ 0

L x ,u , , u+

-=
¼å  شدهمحدودگسترش یابد که براي مثال مسئله سوخت  

)2(                                   ( )

1τ
2

τ s
s

τ τ 0 τ 1 τ 1

0

s
s 0

u
L x , u , , u

u

x

c

c

- -

=

-

=

ì £ïï¼ = í
ï¥ >
ïî

å

å
             

  یافتهتوان در نظر گرفت. این روش براي تابع زیان مربعی تعمیمرا می

τ τs s τ τ
τ s τ

x Q x u u¢ ¢+åå å  
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nیک ماتریس  τsQصادق نیست که در اینجا  n´  است که برايst ¹ ،τsQ . در این حالت توزیع شرطی بردار 0¹
وان تبسنده نیست. در واقع باید قبل از هر نقطه کنترل، همه بردارهاي قبلی را مجدداً براورد کنیم. به راحتی می وضعیت

توابع زیان در عمل کاربرد ندارند، بسنده است را حدس زد. با این حال، از آنجا که این نوع توابع زیان اي که براي این آماره
  ها ندارند.   اي به بررسی آنمحققان علاقه

بر تابع زیان ، با قرار دادن مقادیر مثبت بینهایت براي )2(تواند مانند توجه داشته باشید که فضاي کنترل محدودشده می
τروي مقادیر کنترل که مجاز نیست، استفاده شود. براي راحتی فرض کنید فضاي کنترل برابر است با  =U U ،

0, ,Tt = ¼.  

}$قاعده کنترل  }u براي L هرگاهبهینه است ،  

)3(                                   { }( ) { } { }( )( )uω; û ) inf ω; u .E L( E L=             

)علامت  )}ω;{L u دهد که تابع زیان نشان می( ) ( )1 0 T 1 Tx ,u , , u L x , UT TL + +¼  ωبه صورت یک تابع از  =
)تبدیل شده و نماد جایگزین آن  ) 0 T{ } ( )ω; u  ω; u (.), , u (.)L L= این نماد به طور گسترده مورد استفاده . است ¼

0uدر واقع یک تابعک وابسته به توابع  Lدهدقرار گرفته و نشان می (.), , u (.)T¼  و به مقادیر محاسبه شده در نقاط است
اي برخوردار است. همچنین در نظریه تصمیم ویژهنویسی پویا از اهمیت مشخص بستگی ندارد و این حقیقت در اصل برنامه

)به کمیت  )( ;{u})E L w تابع مخاطره قاعده کنترل{u} قاعده کنترل3از این رو طبق ( گویند و ،(${ }u ده کنترل عیک قا
  با کمترین مخاطره است. 

  شود:به صورت زیر نشان داده می tZبه شرط  txتوزیع شرطی 

)4(                                             ( )t t 0 t 1P x A | Z ; u (.), , u (.)-Î ¼             

0است. توابع کنترل  Xیک مجموعه بورل در فضاي برداري Aآن که در t 1u (.), , u ، باید مشخص باشند، چون در ¼-(.)
0و   txغیر این صورت توزیع tz , , z¼  به قاعده کنترل 4شود، توزیع شرطی (، ثابت می1.1تعریف نخواهد شد. در قضیه (

{ }0 t 1u (.), , u tتنها از طریق مقدار  ¼-(.) 1U tدر  - 1Z ) تعریف 1( سومین معادله بستگی دارد. اگر چه در این روش -
0شود، ولی قاعده کنترلنمی tu (.), , u به عنوان یک تابع تواند توسط جایگزین کردن به صورت بازگشتی، می همیشه ¼(.)

t tU (Z   نوشته شود. tZاز  (

tهمراه با توزیع به ) 1سامانه ( دومین معادله 1w   کند:، احتمال تغییر وضعیت زیر را تعریف می+

)5(                                   t+1 t t 0 t 1 t t t tP[x A | x Z ; u (.), , u (.) =P | x ., ] (A , (u ))Z-Î ¼             

  شود:) تعریف می1( چهارمین معادلهبا معادله مشاهدات  tòتوزیع 
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)6(                                   t t t-1 0 t t tP .[z B | x , Z ; u (.), , u ( )] ). x( |BÎ ¼ = Q             

1t) در زمان 4معادله توزیع شرطی ( شود. توزیع حاصل می t) در زمان4) و توزیع شرطی (6)، (5با استفاده از مقادیر ( +

t 1x tاز توزیع توأم  txگیري روي به وسیله انتگرال tZبه شرط  + 1x ) محاسبه 5) و (4از فرمول ( tZبه شرط txو  +
  :شودمی

( )t+1 t 0 t 1 t t t t t t 0 t 1P[x A | Z ; u (.), , u (.) P A | x , u Z P[dx | Z ; u (.), , u (.)].]- -Î ¼ = ¼é ùë ûòX  

tتوزیع توأم  1x tو  + 1z tضرب توزیع شرطی از حاصل tZبه شرط + 1z tبه شرط  + 1x اي ) در توزیع حاشیه6در ( tZو +

t 1x   شود:محاسبه می tZبه شرط +

)7(      t 1 t 1 t 0 t t 1 t 1 t 1 t 0 t

t 1 t 1 t t 1 t t t t t 0 t

P[x A, z B | Z ; u (.), , u (.)] (B | x )P[dx | Z ; u (.), , u (.)]

(B | x ) P (dx | x , u ( (dx | Z ; u (.), , u (.)).)
A

A
PZ

+ + + + +

+ + +=

Î Î ¼ = ¼

¼ò ò
ò

X

Q

Q
  

اي شود (برتعیین می نیکودیم تصادفی-مشتق رادون، توسط توزیع توأم به عنوان یک t+1Zبه شرط t+1xتوزیع شرطی 
و، مثال ر.ك.  341، ص 1955لوا:(  

)8(                                 
t 1 t+1 0 t

t 1 t 1 t 0 t

t 1 t 1 t 0 t

[x A | Z ;u (.), , u (.)]
P[x A, dz | Z ;u (.), , u (.)] .
P[x , dz | Z ;u (.), , u (.)]

P +

+ +

+ +

Î ¼

Î ¼
=

Î ¼X
            

 باشد که در برابري اندازه لبگداراي چگالی نسبت به  t+1xبه شرط وضعیت  t+1zدر حالتی که توزیع شرطی مشاهدات 

t 1 t 1 t 1 t 1 t 1 t 1 t 1(z B | x ) q (z |x )dz
B

Q + + + + + + +Î = ò 

}، معادلهصدق کند } 0 Tu ={u (.), , u   شود و داریم:) جایگزین می19در ( ¼{(.)

)9          (( ) ( )
( ) ( )

t

t+1 t

t 1 t+1 0 t

t 1 t 1 t 1 t

t 1 t 1 t 1 t

t 1 t t t t t 0 t

t 1 t t t t t 0 t

[x A | Z ; u , , u ]

q (z | x ) P P

q (z | x ) P P

(.) (.)

dx | x , u (Z dx | Z ; u (.), .., u (.)
.

dx | x , u (z dx | z ; u (.), .., u (.

)

) )
A

P
+

+ + +

+ + +

+

+

Î ¼

=
ò

ò ò
ò X

X X

  

کند و به مشاهدات را فراهم می tZبه شرط  txرسانی با یک گام زمانی توزیع شرطی  روزاین یک رابطه بازگشتی براي به
tجدید  1z )و مقدار کنترل  + )t tu Z  درtZ  و نه کل تابع کنترلtu tنیاز دارد. در ادامه فرض کنید توزیع  (.) 1q  tPو  +

) از نظر مسئله کنترل بسیار مهم است. براي یک سامانه تصادفی که در این مقاله در نظر گرفته 9معلوم هستند. رابطه (
به  txهاي موجود با محاسبه توزیع شرطی از داده وضعیتشود، توابع کنترل ثابت یا معلوم هستند و مسئله براورد بردار می

tو  tZشرط  1u از  وضعیتکند. اگر تاریخچه بردار یک روش براي محاسبه این توزیع فراهم می )9شود. رابطه (حل می -



 
 

  و کاربردهاي آنبخش هاي همسان و آگاهیآماره
 

 

9 

T و TZ به شرط txهاي شرطی ها بازسازي شود، باید توزیعداده 1U -،0,...,t T=  ثابت 1.1بدست آید. در قضیه ،
}) به قاعده کنترل4شود، توزیع شرطی (می }0 t 1u (.), , u tتنها از طریق مقدار  ¼-(.) 1U tدر  - 1Z   بستگی دارد. -

tابع تو. 1.1قضیه  t t 1G (A | Z , )U -،0,...,t T=  وجود دارند به طوري که براي همه توابع کنترل{ }0 t 1u (.), , u (.)-¼ 
  داریم

                                   ( )( )t t 0 t-1 t t t 1 t 1 tx A | Z ; u (.), , u (.) .] G A | Z , U a[ .s. ZP Z- -Î ¼ =           

0tبراي  اثبات:   به قاعده کنترل بستگی ندارد: 0z و 0x، توزیع توأم =

( ) ( )0 0 0 0 0 0(x A, Z B) B | x P dx
A

P Î Î = ò Q  

)و توزیع شرطی  )0 0G A|Z براي حکم قضیهتوان به این صورت تعریف کرد. اگر فرض استقرا این باشد که را میt  برقرار
)باشد، از این رو  )t 1 t 1 tG A| , UZ+ )از  + )t t t 1G A|Z , U - ،t 1z ) 9) و یا (7)، (8با روابط بازگشتی داده شده در ( tuو  +

  ■شود. و در پی آن حکم اثبات می شودساخته می

)به طور کامل مشخص نیستند، توابع  tx و tZاز این که توزیع  )t t t t 1G x A|Z , U -Î  به صورت احتمال شرطی
  قابل محاسبه نیستند. 

tبه شرط آماره  txرود و توزیع شرطی به کار نمی 1.1ها در دسترس نباشند، قضیه اگر در هر مرحله تمام داده tY (Z ) 
 یعنی

t t t 0 t-1(x A | Y (Z ); u (.), , u (.))P Î ¼ 
  بستگی دارد.  tZمقادیرشان در به توابع کنترل و نه تنها به 

tآماره  t t 1Z ,U( )X )با توزیع  همساناست را  tهاي موجود در زمانکه یک تابع از داده - )t t t 1G A|Z , U نامند،  -
  ها بستگی داشته باشد، یعنی به داده tXهرگاه توزیع تنها از طریق 

)10(                                   ( )t t t 1 t t t t 1( )G A | Z , U G A | X (Z , U )- -=             

)و علاوه بر این،  )t t t 1X Z , U )توان از اطلاعات راجع به توزیع را می - )t t t 1G .|Z , U بدست آورد. به عنوان مثال، در  -
)گاوسی، توزیع شرطی حالت  )t t t 1G A|Z , U ها است که کوواریانس به داده tKو کوواریانس  txˆ، نرمال با میانگین-

)بستگی ندارد. بنابراین میانگین )t t 1Z ,ˆ Utx   است که در آن: tGهمسان با توزیع  -

                                 ( )
( )

( ) ( )1
22t

11
t t2x A

t

1G ˆ ˆA exp K dx
2π K

n t tt ttx xx x-

Î

é ù¢= - - -ê úë ûò             
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)توان میانگین را دوباره به صورت و البته می )tGˆ x dxtx = òX بازیابی کرد.  

با این حال در صورت قادر نبودن  آید.که تا حد امکان ساده باشد، یک مزیت به حساب می tXهمسان  یافتن یک آماره
)به یافتن این آماره، توزیع  )tG A تواند مورد استفاده قرار گیرد و از این رو با این دیدگاه یک آماره همسان همیشه می

tX .همیشه وجود دارد  

بلاکول و گیرشیک و آماره بسنده مینیمال از  )1951دینکین (تواند به آماره بسنده کامل از این تعریف از آماره همسان، می
ممکن است  txمشخص کنیم. توزیع  θرا به عنوان پارامتر  txمرتبط باشد. به منظور انجام این کار لازم است که ) 1954(

به عنوان یک توزیع پیشین بیز در نظر گرفته شود که با توجه به بستگی داشتن آن به توابع کنترل (یا راهبردهاي)
 0u (.), , u (.)T¼ داراي چگالی باشند و فضاي پارامتر روي مقادیر  هابخش نیست. با این وجود اگر توزیعرضایتtx  که

(x ) 0tP   کند:تعریف شده باشد، در این صورت چگالی مشاهدات در شرط زیر صدق می ¹

       ( )
( ) ( )t t t

t t 1 t t t 1
t

g x | X
 Z , U | x ) p Z , U

x
(P

p- -= 

) ازتابعی  tXبا این است که معادلکه تعریف معمول از بسندگی است. شرط برقراري لزوم،  )t tg .|Xچگالی توزیع) ،
( )t tG A|X.باشد (  

tاگر  .1.2قضیه  t t 1X (Z , )U tهمسان با توزیع شرطی  - t t 1G (A | Z , )U بازگشتی زیر صدق در رابطه  tXباشد، پس -
  کند:می

)11(                                               ( )t 1 t t t t 1X X , u , z .f+ +=             

tتوزیع  اثبات: 1 t 1 tG (A | Z ), U+ ) که 9) یا (8)، (7شده در (هاي شرطی دادهتوان از روابط بازگشتی براي توزیعرا می +
 در آن

( ) ( )t t t 1 t tG A|Z , U G A|X- = 

tپیدا کرد. بنابراین  1G (A)+  یک تابع ازtX ،tu  وt 1z tاست. با استفاده از فرض همسانی،  + 1X tتوسط  + 1G (.)+ 
  ■محاسبه خواهد شد. 

  خطی هستند: tzو  tφبه عنوان مثال در حالت خاص گاوسی،

)12(                                   t 1 t t t t 1

t t t t

x φ x u 0,...,
z H x 0,...

,
,,

w t T
t T

+ += + + =

= + =ò
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  هاي کوواریانسبردارهاي گاوسی مستقل با میانگین صفر و ماتریس tòو  twکه در آن

)13(                                              t t t

t t t

,( ) C

( ) R

E w

E

w ¢

¢

=

=ò ò
             

mهايبه ترتیب ماتریس tφو  tHهاي اخیر هستند. در فرمول n´ و  n n´  0وx  0داراي توزیع 0ˆ( ) ,KxN  .هستند
)در مورد توابع کنترل  )tu   ) داریم:12نیاز به در نظر گرفتن هیچ فرضی نیست. با توجه به ( .

( )
( ) ( )

2

11
t 1 t t t 1 t t t t 1 t t t2

t

1x | x ,u ) exp x φ x u φ u
π

(
2

n tP C x x
C

-
+ + +

é ù¢= - - - - -ê úë û
  

  ) داریم:12(معادله دوم و از تعریف مشاهدات در 

                              ( )
( )

( ) ( )
2

11
t t t t t t t t t2

t

1z |x exp z H x R z H x .
2π

mt R
q -é ù¢= - - -ê úë û

             

tتوان نتیجه گرفت که )، به راحتی می9در ( tGبا استفاده از این توابع در روابط بازگشتی براي  t t t 1g (x | Z , )U یک  -
 چگالی گاوسی با میانگین

( )t t t t 1 tˆ x g x |Z , U dxtx -= òX 

  و کوواریانس 

                                  ( ) ( )t t t t t t 1 tˆ ˆK ( ) g |Z , U dt tx x x x x x-
¢= - -òX             

  :)1960کالمن، ()، روابط زیر برقرار هستند 9است. طبق (

)14(                                   
( )

( )

1
1 t t t 1 t 1 t 1 t 1 t 1 t t 1 t

11 1
1 1 t 1 t 1 t t t t .

ˆ φ u K H R H u H φ ,

H K

ˆ ˆ

R H C φ φ

t tt

t t

xx z

K

x -
+ + + + + + +

-- -
+ + + +

¢= + + - -

¢ ¢= + +
             

tو کنترل  tZاز داده  tKاست. ماتریس  txˆدر این حالت، آماره همسان  1U آن را به  توانمستقل است، بنابراین می -
) 14توسط معادله تفاضلی براي میانگین شرطی ( 1.2) در قضیه 11عنوان یک ثابت در نظر گرفت. در این حالت رابطه (

  شود.محاسبه می

به کنترل بستگی  twهاي کنترل غیرخطی است، اما شامل حالت مهمی که در آن خطاي مکانیکی ین فرمول شامل حالت
  داشته باشد نیست.
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 بخشآگاهیهاي آماره. 2
  شود.بخش محاسبه میاز توابع زیان، آماره آگاهی ردهدر این قسمت تحت دو 

)یک آماره  )t t t-1Y Z , U ،0, ,t T=  د،شونامیده می بخشآگاهی Lت به مسئله کنترل تعریف شده توسطنسب ¼
*هرگاه توابع 

1t t t L (Y ,u ; (.), , (.))t Tu u+ *و ¼
t t t-1K (Z , U   وجود داشته باشند به طوري که: (

)15(                                   
( )

( ) ( )
t 0 t 1

* *
t t t-1 t t t t 1 t 1

Z ;u (.)| , , u . , (.), , (.)]

=K Z , U L Y u

[

,Z , U , ; (.), , (.) 0, ,
t T

t T

u u

u u t T

E L +

- +

¼ ¼

+ û =ùë ¼é ¼
          

tکه در آن  1U )مقادیري از  tuو  - ) ( )0 tu . , , u 0) باید براي هر15هستند. معادله ( tZدر  ¼. tu (.), , u و  ¼(.)

1(.), , (.)t Tu u+   هستند برقرار باشد، یعنی:  sYکه تابعی از  ¼

)16(                                   ( )s s 1 s s s 1Z , U (Y (Z , U s t 1, ,T.)),s su u- -= = + ¼             

بخش باشد که براي مسئله کنترلی آگاهی sYهرگاه  ،تر استبخشدلیل این تعریف کمی مبهم است. این حقیقت رضایت
)قاعده کنترل  )0 0 Tˆ ˆ(Y ),..., YTu u ) ها فقط از ) بهینه است وجود داشته باشد و به داده3که از دیدگاه تعریف شده در

  بستگی داشته باشد.  tYطریق 

  طرز ساختن این کنترل بهینه در ذیل شرح داده خواهد شد: 

 تواند به صورت بازگشتی با شروع ازباشد، در این صورت یک کنترل بهینه می بخشآگاهیشده به معناي تعریف tYاگر 
t T= :و در هر مرحله تعریف شود  

)17(                                                      $ ( ) *
t tY utu =             

  عبارت زیر را مینیمم کند: Uدر  tuو مقدار 

)18(                                             $ $( )*
1t t tL Y , u ; (.),..., (.) .t Tu u+             

شود. براي حالت گاوسی که در آن آماره بسنده از ابعاد کوچک را میدر بیشتر موارد، این روش به صورت نظري انجام 
از ، این ساخت و ستابع زیانپذیر است. با این حال با در نظر نگرفتن محدودیت روي توان پیدا کرد، این روش کاملاً امکانمی

$پذیري توابع کنترل پذیري و انتگرال، اندازهut*توان به طور دقیق توجیه کرد. اکنون سوال براي وجود نقطه را نمی ( )tYtu 
*شرطی توابع زیان و 

tL و سایر توابع تعریف تابع زیان هاي نظم روي توان با محدودیتشود. این نوع مسائل را میمطرح می
  شود. ) حل کرد که در این مقاله به این موارد پرداخته نمی1( شده در



 
 

  و کاربردهاي آنبخش هاي همسان و آگاهیآماره
 

 

13 

)شود که در این بخش فرض می )t t t 1X Z , U tو  tZبه شرط  txبا توزیع شرطی  - 1U همسان است و از این رو  -
  ) وجود دارد. 11، یک رابطه بازگشتی (1.2توسط قضیه 

گیرد، بخش است مورد استفاده قرار نمیآگاهیآماره بسنده، کند که ثابت می) 1954بلاکول و گیرشیک (از  8-3-2قضیه 
  زیرا در اینجا تابع زیان، نه تنها به عمل و پارامتر، بلکه به متغیرهاي تصادفی وابسته است.

Tتوابع زیان براي  .2.1قضیه  1 T(x , U )L ) آماره + )t t t 1Y x , U -= ،t 0, ,T=   بخش است.آگاهی ¼

Tبراي  اثبات: 1 T(x , U )L *، با در نظر گرفتن +
tK *و محاسبه  =0

tL) برقرار است و از این رو حکم اثبات 15، رابطه (

)توابع زیان شود. (اگر قضیه به می )
T 1

τ τ 0 τ 1
τ 0

L x ,u , ,u
+

-
=

¼å گسترش یابد، این عبارت وجود دارد.) برايt T=:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )
( )

T 1 T T 0 T T T T 1 T T 0 T

T T T T 1 T T T T T 1

*
T T 1 T

E[L(x , U ) | Z ; u . , , u . ] φ x , u , , U ] | Z ; u . , , u . }

φ x , u Z , , U Z G(dx | X )P d

L X , U , u .

{ [ w

L w w

E L+ +

+ +

-

¼ = ¼

é ù= ë û
=

ò òX X
  

Tو  TZو این حقیقت است که  1.1گام دوم به قضیه  1w مستقل هستند بستگی دارد. به عنوان فرض استقرا فرض  +
1t) براي 15کنید که ( )برقرار است، و + ) ( )1 , .,.t Tu u+ ) به 16بخش (آگاهیبا توجه به تعریف یک آماره  ¼

( )s 1Y x , Us s   بستگی داشته باشند. از این رو =-

)19(                         t 0 t 1

t t 1 0 t 1 t 0

Z ; u (.), , u (.), (.), , (.))

E{E(L | Z , z ; u (.), , u (.), (.), , (.)) | Z u (.), , (.)}.

[ |

;
t T

t T T

E u u

u u

L

u
+

+ +

¼ ¼

= ¼ ¼ ¼
           

  شود: ، امید شرطی داخلی به صورت زیر ساده میبا توجه فرض استقرا

)20(                                   ( )( )*
1 2t 1 t 1 t t 1 tL X ,U , X ,U ; (.), , (.) .t t Tu u u+ ++ + + ¼             

t، 1.2) در قضیه 11با استفاده از رابطه بازگشتی ( 1X tX ،tتابعی از  + 1z است. با استفاده از معادله مشاهدات  tuو  +
t)، 1( چهارمین معادله 1z tتابعی از  + 1x tو  + 1+ò ) (دومین معادله) )1است که نظر به معادله سامانه ،t 1X تواند به عنوان می +

tX ،tu ،tx ،tاز  یک تابع 1w tو  + 1+ò :در نظر گرفته شود  

)21(                                   ( ) ( )( )( )t 1 t t t t 1 t 1 t t t t 1 t t t t 1 t 1X X ,u ,x , , Ф X ,u ,z φ x ,u , , .w w+ + + + + +=ò ò             

tقبل مشابه با 1+ò ،t 1w ) و همچنین 19) به عنوان امید شرطی داخلی در (20گذاري (مستقل هستند. با جاي tZو  +
t) براي 21استفاده از ( 1X   داریم: +
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)22    (

( ) ( )
( ) ( )

1t 0 t

*
1 2t 1 t 1 t t t t 1 t 1 t t+1 t t t t 1 t 1 t

t 1 t 1 t t t

*
11

Z ;u , , u , , , )

L X X ,u , x , , , U , (X X ,u , x , w , , U ); (.), , (.))

P d P d G (dx | X

( , ; , , )

( |

(

)

, U

(.) (.) (.) (.)

(.) (.)

t T

t t T

t Tt t t t

E u u

u u u

L X u u u

w

L

w

+

+ ++ + + + + +

+ +

+-

¼ ¼

= ¼

´

= ¼

ò ò òX XX ò ò

ò
   

 که در آن

t t 0 t t t tP[dx | Z ;u (.), , u (.)] G (dx | X ).¼ = 

کند و به کمک استقرا ) در تعریف همسانی صدق می10یک آماره همسان است، معادله ( tXو این که  1.1با توجه به قضیه 
  ■شود. حکم ثابت می

*) یک روش بازگشتی براي محاسبه 22معادله (
tL یک روش سازنده براي محاسبه کنترل بهینه به عنوان و  کندفراهم می

  .کندبخش معرفی میآگاهییک تابع از آماره 

  توابع زیان  براي  .2.2قضیه 

)23(                                                ( ) ( )T 1 T
0

τ τ1
τ

L x L u
T

+ +
=

+ å             

tآماره  tY X= ،0, ,t T=  بخش است.آگاهی ¼

)، هاtبراي تمام  اثبات: ) ( )
1

*
t t t 1

τ 0
τ τZ , U L u

t

K
-

-
=

= å . بنابراین*
tL باید امید شرطی  

( ) ( )τT 1 T 1
τ

τL x L u
T

t
+ +

=

+ å  

tباشد. براي  T= داریم  

)24(              
( ) ( )

( ) ( )( ) ( )
( )

T 1 T 1 T T T 0 t

T T T 1 T T T T T 1 T T T 1

*
T T T

[L x L u | Z ;u (.), , u (.)]

L u L φ x u Z G(dx | X )P d

L X ,u .

, ( ),

E

w w
+ +

+ + +

+ ¼

= +

=

ò òX X
    

t) براي 15به عنوان فرض استقرا، فرض کنید که ( ,(.)1برقرار است و همچنین  +1 , (.)t Tu u+ sYتوابعی از  ¼ sX= 
  ) باشند، از این رو16(
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)25(     
( ) ( ) ( )

( ) ( )

1T 1 T 1 T 0 t t t
τ

T T

τ

0

τ

1 T 0
τ 1

1 τ τ 1

[L x L u | Z ;u (.), , u (.), (.), , (.)] L u

L x L u | Z ;u (.), , (.) | Z ;u (.), , (.) .,T

T

t T
t

T

T T
t

t

E

uz

u u

E E u

+

+

+ +
=

= +
++

+ ¼ ¼ =

ì üé ù
+ + ¼ ¼í ýê úë ûî þ

å

å
   

 با توجه به فرض استقرا، امید شرطی داخلی به صورت

( )*
1 2t 1 t 1 t 1L ))X , (X , (. , , (.)t t Tu u u+ ++ + + ¼ 

t) براي 21گذاري (قبل با جايمشابه  .شودداده می 1X   ) داریم:25گیري از (و انتگرال +

)26            (

( ) ( )

( ) ( )( )
( ) ( )

( )

T 1 T 1 T 0
τ

*
1t t t 1 t 1 t t t t 1 t 1 t 1 t t t t 1 t 1

t 1 t 1 t t t

*
1t t

τ

t

τ[L x L u | Z ; u (.), , (.)]

L u L X X , u , x , , X X , u , x , ,

P d P d G (dx | X )

=L X , u ; (.), , (.) .

( ), ( )

T

T

t

t

t T

w

E u

u

u u

w

w

+ +
=

++ + + + + + +

+ +

+

+ ¼

= +

¼

å

ò ò òX X X
ò ò

ò
  

 ■شود. حکم با استفاده از استقرا ثابت می

*) یک روش بازگشتی براي محاسبات 26همسان قبل (
tL  و کنترل بهینه به عنوان تابعtX ) 24)، (18)، (17از روابط ،(

  دهد. ) ارائه می21) و (26(

. در این حالت با ) تعریف شده اختصاص داده شده است13( و  )12که توسط روابط ( در ادامه بخش به حالت گاوسی
tهاي قبلی همراه با کنترل txˆ، آماره2.1استفاده از قضیه  1U بخش براي تابع زیان عمومی از آگاهییک آماره  +

T 1 T(x , U )L بخش است. با این وجود، در بسیاري از مسائل ایجاد محدودیت آگاهی) 23(تابع زیان جمعی براي  txˆاست و  +
T) یا 23(تابع زیان پذیر است. فرض کنید بیشتري امکان 1 T(x , U )L 1TX، به مقدار نهایی + T تنها از طریق + 1αx بستگی  +

p، یک ماتریس αدارد که در آن  n´  است. کمیتT 1αx  txˆشود و نشان داده خواهد شد که فاصله خطا نامیده می +
T یابی شده شود و داریمبرونممکن است جایگزین فاصله خطاي  T 1 tˆ αφ φ ˆα φ tt x-= ¼        .    

pاگر n< 1کند و در صورتی که بخش کاهش پیدا میآگاهی، آمارهp شود. به توجه ، به یک آماره ساده تبدیل می=
براي حالت  )12مشاهده ( دومین معادله) و 12سامانه ( اولین معادله)، tx )41ˆبه معادله بازگشتی براي میانگین شرطی 

  کند:در رابطه زیر صدق می αt$گاوسی، 

)27                                 (( )* 1
1 t t t t 1 t 1 t 1 t 1 t t t 1 t 1 t 1ˆ ˆα α ψ u ψ K H R H Hˆφt t tx wx-

+ + + + + + + += + + - + +é ùë ûò   
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pیک ماتریس  tψکه در آن  n´  است که در رابطهt T T 1 t 1ψ αφ φ φ- +=   . کندصدق می ¼

T+1) براي توابع زیان 13(و  )12در حالت گاوسی داده شده در ( .2.3قضیه  Tx(α , U )L آماره t t 1ˆY α ,U )( t -= ،
t 0, , T=   است. بخشآگاهی¼

*ها tبراي تمام  اثبات:
tK   ) داریم12. از معادله سامانه (=0

1 T T T 1 ˆ ˆαx αφ x αu α α α .T T TT w+ += + + + - 

  ،TZبا شرطی کردن روي 

$ $
T T Tα αu α ψ uT T+ = +  

   یک مقدار ثابت و

( )T T 1ˆη αφ αT Tx x w += - +  

  داراي توزیع نرمال با میانگین صفر و کوواریانس

)28(                                   * * *
T 1 T T T T 1B αφ K φ α αC α+ += +             

Tاست، زیرا  1w )و  + )ˆT Tx x- مستقل هستند. بدین ترتیب برايt T=:  

)29(                ( )
( )

T 1 T T 0 T T T T T+1

*
t T 1 T

], ˆ( (αx U ) | Z ; u (.), , u (.) = (α ψ u η, U )f η dη

ˆ L α , U , u

T

T

E L L+

-

¼ + +

=

òx     

)که در آن )T 1f η+ چگالی نرمال با میانگین صفر و کوواریانس ،T 1B   ) داده شده است. 28است که توسط ( +

t) براي 15به عنوان فرضیه استقرا، اگر ( ,(.)1برقرار باد و  +1 , (.)t Tu u+ باشند،  2.3داده شده در قضیه  sYتوابع  ¼

$با این تفاوت که براي نوشتن  2.3) در اثبات قضیه 22) و (19با تکرار همان مراحل (
1αt از  αt  ،ut$به عنوان تابعی از  +

tبجاي معادله کاهش براي  η) و همچنین از 27( 1X   ) استفاده شود، داریم:21( +

)30(                     

( )( ) ( )

( )

1t 0 t

*
1 2t 1 t t t t t t t 1

*
1t t 1 t

Z ;u (.), ,u (.), (.), , (.)]

ˆ ˆL α ψ u η,U , α ψ u η,U ; (.), , (.) f η dη

ˆL α ,U ,u ; (.), , (.) .

[ | t T

t t Tt t

t Tt

u u

u u u

u

E L

u

+

+ ++ +

+-

¼ ¼

= + + + + ¼

= ¼

òX       



 
 

  و کاربردهاي آنبخش هاي همسان و آگاهیآماره
 

 

17 

  ) داریم:27که در آن از (

                                   ( )* 1
t t 1 t 1 t 1 t+1 t t 1 t 1 t 1ˆη ψ K H R H φ H .t tx x w-

+ + + + + += - + +é ùë ûò             

)، بهtZبه شرط  ηچگالی شرطی  )t 1f η+  وابسته و داراي توزیع نرمالp -  بعدي، با میانگین صفر و کوواریانس  

)31(                
t 1

* 1 * * * 1 *
1 t t 1 1 t 1 t t 1 t 1 t 1 t 1 1 1 t 1 t 1B ψ K H R H φ K φ H R H C H R H K ψt t t t t t t+

- -
+ + + + + + + + + + + +é ù= + + ´ë û   

  ■شود. است. نتیجه با استفاده از استقرا حاصل می

  ) ساخته شود.30) و (31)، (29)، (28)، (18)، (17تواند از (کنترل بهینه می

 به صورت توابع زیان) براي 13(و  )12در حالت گاوسی داده شده توسط ( .2.4قضیه 

( ) ( )T 1 T 1 τ τ
τ 0

L αx L
T

u+ +
=

+ å 

  آماره 

)32(                                   $
tY α , t 0, ,Tt= = ¼             

  بخش است.آگاهی

  ) داریم:21) توسط (27، با جایگزینی (2.3  همانند قضیه اثبات:

)33(                                   
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

τ

1
*

t t t 1
τ 0

*
1 1

τ

1

K Z , U L u ,

ˆ ˆL α , u L u L α ψ u η f η dη

t

T T TT T T T TT T

-

-
=

+ + +

=

= + + +

å

òX
             

)که در آن  )t 1f η+) است. بنابراین28، چگالی نرمال با میانگین صفر و کوواریانس داده شده توسط (  

( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

*
1t t t t

*
1 2t 1 t t t t t 1

ˆL α , u ; , , L u

ˆ ˆL α ψ u η, α ψ u η ; , , f η dη

. .

. .

t Tt

t t Tt t

u u

u u u

+

+ ++ +

¼ =

+ + + + + ¼ ´òX
  

)که در آن  )t 1f η+ ) است. 31چگالی نرمال با میانگین صفر و کوواریانس داده شده توسط (■  

  شود.) محاسبه می31) و (33)، (28)، (32)، (18)، (17کنترل بهینه در این حالت از (

  تابع زیانیک نتیجه دیگر براي حالت گاوسی با 
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( ) ( )T 1 T 1 τ τ
τ 0

L αx L
T

u+ +
=

+ å  

) ، یعنیشود. در این حالت، محدودیت کنترل خطی، به صورت ویژه مناسب استبررسی می )t t t tu Z M Z= ،
t 0, ,T=  tuو  tx ،tz،ˆtxشود که تحت این محدودیت، تمام متغیرهاي تصادفی شامل ) دیده می41) و (12از ( ¼

τبوده و داراي توزیع نرمال هستند. محاسبات زمانی که توزیع واقعی براي فاصله خطا یا تلاش کل  ττ
( )L uå  مورد نیاز

  شود. با توجه به نرمال بودن کنترل خطی عمومی داریم:تر میباشد، ساده

                                   ( )t t t t t ˆ ˆu Z M Z E(Z | ][ α ) αt t tM= - +             

ѕtN ،ѕزیرا براي یک ماتریس  ѕtˆ ˆ(z |α ) N αt tE ) ،tMبعد ماتریس. = )1n n t´ ،ѕtNو  tMهاي و بعد ماتریس +
n p´  تابع زیاناست. فرض کنید 

( )*
1t tˆL α , u ; (.), , (.)t Tt u u+ ¼ 

  هاي خطی در مولفه دوم براي همه کنترل

)34(                                   ( ) ˆˆ ˆα α , 1, , Ts s s su M s t= = + ¼             

) پذیر باشد. اگر کنترل خطیمشتق ) ˆˆ ˆˆ α αt t t tu M=، t 0, ,T= موضعاً بهینه  αt$هاي خطی درکنترل ردهدر بین  ¼
)هاي خطی کنترل ردهگاه در باشد، آن )t t t tu Z M Z= ،t 0, ,T=   .موضعاً بهینه است ¼

t(Mزیان مورد انتظار به عنوان تابعی از , )tM ،t 0, ,T=   برابر است با ¼

                                   0 10 1 TE(L) (M , , M , , M ,, )TL M M M= ¼             

)و براي هر  , )i j،tM ،tM ،t 0, ,T=   داریم:  ¼

)35(                                   ( ) ( )00 T
t ijM L M , , ,M , 0TM M¶

¶
¼ =             

)که در آن  )t ijM دهنده عنصر نشان( , )i j ام ماتریسtM :است. همچنین داریم  

            
( ) ( )

( ) ( ) ( )

T 1 T 1 t t t
τ

*
1t t t t

ˆL X L u Z ) |α ]}

ˆ ˆ ˆ ˆE{E[L α ,M Z E(Z | α ) α ; , , )] | α }

{ [ ( |

( . .

T

t
t

t t Tt t t t

E E E E L

M u u

+ +
=

+

é ù
+ =ê úë û

= - + ¼
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)که در آن  ) ( )1 , .,.t Tu u+   کند. بنابراین) صدق می34در ( ¼

                                 ( ) ( )

( ) ( )

*
t t t t

t ij

1 t t ij

ˆ ˆE L E{E[ L α ,M Z E(Z | α ))
M u

ˆ ˆ ˆα ; , .

( (

. ., )(Z E(Z |α ) | α ]})

t t
i

t t Tt t tM u u+

¶ ¶
= -

¶ ¶

+ ¼ -

             

tMبراي  }، امید شرطی در داخل =0  ) برقرار است.35، صفر است و در پی آن ({

 
 گیريبحث و نتیجه. 3

نیز  بزرگ از توابع زیان ردهها وابسته است براي یک تابع کنترل بهینه که تنها از طریق آماره بسنده به دادهویژگی وجود 
هاي مشاهدات گاوسی است، خطادر حالتی که مدل  روشی براي محاسبه آماره همسان ارائه شد.در این مقاله . استبرقرار 

ارائه شده براي آماره  تقریباً همسان معیارکه بخش آماره آگاهی و در این حالت وده و سامانه خطی استداراي توزیع نرمال ب
مورد بررسی قرار گرفتند. بررسی  از توابع زیان ردهدو محاسبه شدند که در این مقاله  به تابع زیان اشاره دارد و بسنده است

گر تابع ا به کار گرفته شد و ثابت شدبخشی گی، همسانی و آگاهیبه طور غیرمستقیم براي مشخص کردن دو ویژ بسندگی
بخش آگاهیها یابی شده از این مولفهزیان به آخرین مقدار بردار وضعیت بستگی داشته باشد، در این صورت براوردهاي برون

 هستند. 
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