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Introduction 
In practice, inferences on a quantile or several quantiles of a normal population 
may be more informative than inferences on the mean or variance of the 
population. Some researchers discussed the problem of making inferences on 
several quantiles when the underlying population has a normal distribution. 
They described that constructing a set of simultaneous confidence intervals 
(SCI) for several normal quantiles may be of interest in medicine or 
engineering studies (e.g. in the body weight or blood pressure or drug-drug 
interaction studies or in measuring the reliability of systems). We consider the 
problem of constructing SCI for all quantiles of a normal population. We 
propose an exact set of SCI for all normal quantiles. We also propose two 
algorithms for calculating the required critical values. Then, we illustrate and 
discuss the performance of the methods with two real examples and a 
simulation study. 

Material and Methods 
Suppose that ܺଵ,… , ܺ௡ is a random sample of size ݊ ൒ 2 from a normal 
population with mean ߤ and variance ߪଶ. Let ܼ௣ denote the ݌-th quantile of 
the standard normal distribution and let ݍ௣ ൌ ߤ ൅ ܼ௣ߪ  denote the ݌-th 
quantile of a normal population. If ܺ ത and ܵ ଶ are the sample mean and variance, 
ො௣ݍ ൌ തܺ ൅ ܼܽܵ௣ is the uniformly minimum variance unbiased estimator 

(UMVUE) of ݍ௣ where ܽ ൌ ඥሺ݊ െ 1ሻ/2	߁ሺሺ݊ െ 1ሻ/2ሻ/߁ሺ݊/2ሻ. The 
UMVUE of ௣ܸ ൌ ො௣൯ݍ൫ݎܽݒ ൌ ܾ௣ߪଶ is ෠ܸ௣ ൌ ܾ௣ܵଶ where ܾ௣ ൌ 1/݊ ൅ ܼ௣ଶሺܽଶ െ

1ሻ. We propose ܶ ൌ ݔܽ݉
௣∈ሺ଴,ଵሻ

| ௣ܶ| where ௣ܶ ൌ ሺݍො௣ െ /௣ሻݍ ෠ܸ௣
ଵ/ଶ as a pivotal 

quantity for constructing SCI for ݍ௣ for all ݌ ∈ ሺ0,1ሻ. We derived the 
maximum value of ܶ  in a closed form and consequently, we could provide two 
numerical algorithms to calculate the required critical values of ܶ.  

Results and discussion 
Rosenkrantz [3] proposed a conservative set of SCI for ݍ௣ for all ݌ ∈ ሺ0,1ሻ. 
Rosenkrantz proposed to draw the graph of the empirical quantile along with 
the corresponding simultaneous upper and lower bounds for these quantiles. 
He mentioned that “the more the parent distribution of the data departs from 
the normal, the more likely the empirical quantile plot will have points that lie 
outside these bounds.” Although the proposed bands by Rosenkrantz are easily 
computable, they are not optimal (they are conservative).  Our proposed SCI 
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are exact and thus these bands are narrower than those of Rosenkrantz. 
Therefore, our proposed set of SCI performs better than the one proposed by 
Rosenkrantz in terms of the volume of the SCI. Liu et al. [4] also proposed 
SCI for several normal quantiles. Although the proposed SCI by Liu et al. is 
exact, they are not for all normal quantiles. Our proposed SCI is also 
applicable for several normal quantiles and in this case, our SCI will be 
conservative. However, the performance of our SCI is comparable with that 
of Liu et al. when the number of considered quantiles and sample sizes are 
increased. Our findings are valid when the underlying population is normally 
distributed; however, these results can be extended to the log-normal 
populations. When the population distribution is not known, constructing a set 
of non-parametric SCI for all quantiles is a complicated task. One can refer to 
[4] for more discussion.  

Conclusion 
We proposed an exact set of SCI for all normal quantiles. We could derive a 
closed form of the pivotal quantity and its distribution function. Therefore, we 
could calculate the required critical values. Our proposed SCI performs better 
than or comparable with the existing methods in terms of the volume of SCI.  
Therefore, our proposed SCI can be recommended in practice for making 
simultaneous inferences on several normal quantiles. 
 

How to cite: Kharrati-Kopaei, M., & Malekzadeh, A. (2024). An exact simultaneous confidence intervals for normal 
quantiles and its applications. Mathematical Researches, 10 (1), 18 – 32. 
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   هاي كليدي:واژه
 هاي ترتيبي، آماره

 آزمون نيكويي برازش،

 توزيع نرمال، 

   .اطمينان همزمان يهابازه

شده است. همچنين دو هاي توزيع نرمال ارايه چندكهمه اطمينان همزمان دقيق براي  هايدر اين مقاله بازه
هاي اطمينان همزمان بيان گرديده است. با استفاده از دو مجموعه حراني بازهالگوريتم جهت محاسبه نقاط ب

هاي اطمينان دقيق در عمل تشريح گرديده و عملكرد ، كاربردهاي مجموعه بازهسازيو شبيه داده واقعي
ج تاينند. شوموجود مقايسه مي روشدو حجم با احتمال پوشش و متوسط ارايه شده از لحاظ اطمينان  يهابازه

هاي موجود كمتر روشيكي اطمينان همزمان دقيق ارايه شده از  يهاحجم بازهمتوسط دهد كه نشان مي
 عنوانتوان روش پيشنهادي جديد را بهدر نهايت مي. هست و با روش ارايه شده ديگري رقابت نزديكي دارد

  هاي نرمال توصيه نمود.هاي همزمان راجع به چندكروشي براي استنباط
  
  
  
  
  
  
  
  
  

هاي پژوهش. هاي توزيع نرمال و كاربردهاي آناطمينان همزمان دقيق براي چندك يهابازه). 1403( احد، ملك زادهو  ؛محمود، خراتي كوپايي: استناد
  .32 – 18)، 1( 10، رياضي

                    
  نويسندگان. ©                                                    خوارزميدانشگاه ناشر: 
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 مقدمه

,ଵܺض كنيد فر … , ܺ௡  به اندازه يك نمونه تصادفي ݊ ൒ و واريانس  ߤاز يك جامعه با توزيع نرمال با ميانگين  2
௣ݍ همچنين فرض كنيد كه. است ଶߪ ൌ ߤ ൅ ܼ௣ܼاست كه در آن  ام توزيع نرمال-݌ 1نشان دهنده چندك ߪ௣  چندك
 گينمياننرمال، يا همان جامعه  به استنباط درباره ميانهراجع در متون آماري به اندازه كافي  م توزيع نرمال استاندارد است.ا-݌

଴.ହݍሺجامعه نرمال  ൌ همزمان درباره  هايها و يا استنباطكپرداخته شده است. ولي در عمل استنباط درباره ساير چند ،ሻߤ
براي يك  به مساله ساختن بازه اطمينان ]1[ چاكرابورتي و لي عنوان مثاله. بمتعددي مي باشندداراي كاربردهاي  ،هاچندك

ام از نمرات استاندارد شده يك -70اند. در اين پژوهش ذكر شده است كه معمولا چندك چندك از توزيع نرمال پرداخته
ام در مهندسي در سنجش قابليت -95هاي بالاتر مثلا ها استفاده مي شود و يا چندكآزمون جهت بررسي عملكرد آزمودني

هاي اول و سوم در بررسي رشد كودكان سيستم مورد استفاده قرار مي گيرند. همچنين در پزشكي معمولا چارك اعتماد يك
شش  ]1[ گردد. بنابراين تشكيل يك بازه اطمينان براي چندك توزيع نرمال امري ضروري است. چاكرابورتي و لياستفاده مي

ارايه  ௣ݍهاي اطمينان براي به بهبود بازه ]2[اند. ژانگ و ناداراجا ارايه كرده ௣ݍروش براي ساختن يك بازه اطمينان براي 
براي تمام  ௣ݍبراي  2هاي اطمينان همزمانبه مساله تشكيل بازه ]3[پرداختند. روسنكرانتز  ]1[ شده توسط چاكرابورتي و لي

 3كارانههاي اطمينان همزمان محافظهپيشنهاد نمود كه بازه ]3[پرداخته است. روسنكرانتز  ሺ0,1ሻمتعلق به بازه  ݌نقاط مقادير 
ሺ݇ايجاد شده را در نمودار مقادير  െ 0.5ሻ/݊  ݇براي ൌ 1,… , ام مشاهدات رسم كنيد. -݇، در مقابل آماره ترتيبي ݊

ود. كنند، استفاده نمها از توزيع نرمال پيروي ميروسنكرانتز از اين نمودار جهت آزمون نيكويي برازش براي آزمون اينكه داده
كنند كه اند. آنها اشاره ميهاي اطمينان همزمان براي چند چندك خاص پرداختهبه مساله ساختن بازه ]4[ليو و همكاران 

 تواندمي 5بيماران روماتيسم مفصلي يبر رو 4دارو-مطالعه تداخل داروهاي اطمينان همزمان براي چند چندك خاص در بازه
هاي اطمينان همزمان براي تابع توزيع نرمال انجام شده است كه كاربرد داشته باشد. مطالعات ديگري در زمينه تشكيل بازه

و  ]6[توان به هاي چند جامعه مستقل ميمراجعه كنند. همچنين براي مقايسه دو به دو چندك ]5[توانند به مندان ميعلاقه
 مراجعه نمود. ]7[

݌براي تمام  ௣ݍهاي اطمينان همزمان براي در اين مقاله، ما به مساله ساختن بازه ∈ ሺ0,1ሻ  مي پردازيم. از
 ]3[هاي اطمينان همزمان ايجاد شده بر خلاف روش پيشنهادي روسنكرانتز خصوصيات روش پيشنهادي ما اين است كه بازه

نمايد. ارايه مي ]3[هاي باريكتري در مقايسه با روش روسنكرانتز دقيق است و بنابراين داراي حجم كمتري است و كران
݌براي تمام  ௣ݍهاي اطمينان همزمان دقيق براي همچنين به دليل اينكه روش ما بازه ∈ ሺ0,1ሻ هاي كند، بازهارايه مي

توانند براي استنباط همزمان براي چند چندك خاص نيز استفاده شوند. البته واضح است كه در اين صورت ايجاد شده مي
بندي اين مقاله به شرح زير است. در بخش دوم، كارانه خواهد بود. بخشند چندك خاص محافظهاستنباط همزمان براي چ

                                                            
1 Quantile 
2 Simultaneous confidence intervals 
3 Conservative  
4 Drug-drug interaction 
5 Rheumatoid arthritis 
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݌براي تمام  ௣ݍهاي اطمينان همزمان دقيق براي روش پيشنهادي جهت تشكيل بازه ∈ ሺ0,1ሻ شود. در بخش سوم ارايه مي
اي هشود و نتايج روش جديد پيشنهادي با روشداده ميكاربردهاي روش پيشنهادي و موجود با استفاده از دو مثال واقعي شرح 

  گيري ارايه شده است.گردند. در بخش چهارم نتيجهسازي مقايسه ميموجود با استفاده از شبيه
 

 هاهاي اطمينان همزمان دقيق براي تمام چندكبازه. 1

തܺفرض كنيد   ൌ ∑ ௜ܺ
௡
௜ୀଵ ଶܵو  ݊/ ൌ ∑ ሺ ௜ܺ െ തܺሻଶ௡

௜ୀଵ /ሺ݊ െ 1ሻ اي بر نشان دهنده ميانگين و واريانس نمونه
݊اساس نمونه تصادفي به اندازه  ൒ توان به راحتي مي .است ଶߪو واريانس  ߤبا توزيع نرمال با ميانگين از يك جامعه نرمال  2

ො௣ݍتحقيق كرد كه  ൌ തܺ ൅ ܼܽܵ௣  ݍيك برآوردگر نااريب با كمترين واريانس براي௣  نشان دهنده انحراف  ܵاست جايي كه
ܽاي و معيار نمونه ൌ ඥሺ݊ െ 1ሻ/2	߁ሺሺ݊ െ 1ሻ/2ሻ/߁ሺ݊/2ሻ  ߁كه درآنሺ. ሻ توان نشان دهنده تابع گاما است. مي

௣ܸبصورت  ො௣ݍنشان داد كه واريانس  ൌ ො௣൯ݍ൫ݎܸܽ ൌ ܾ شود كه در آنمحاسبه مي ଶܾ௣ߪ ௣ ൌ 1/݊ ൅ ܼ௣ଶሺܽଶ െ 1ሻ 
ሺܵሻݎܸܽدقت شود كه چون است.  ൒ ܽبنابراين هميشه  0 ൒  ௣ܸاست. يك برآوردگر نااريب با كمترين واريانس براي  1

෠ܸ௣بصورت  ൌ ܵଶܾ௣ است. كميت تصادفي௣ܶ ൌ ሺݍො௣ െ /௣ሻݍ ෠ܸ௣
ଵ/ଶ  كميت محوري است زيرا ݌براي يك مقدار ثابت از 

  توان بصورت زير بازنويسي كرداين كميت تصادفي را مي  توان تحقيق كرد كهبه راحتي مي

)1(  
௣ܶ ൌ ൮

ܼ

√݊
൅ ܼ௣ ቌܽඨ

ܷ
݊ െ 1

െ 1ቍ൲/ඨ
ܷ

݊ െ 1
ܾ௣, 

݊با متغير تصادفي داراي توزيع كاي اسكور  ܷنشان دهنده متغير تصادفي با توزيع نرمال استاندارد و  ܼكه در آن  െ 1 
براي تمام               ௣ݍهاي اطمينان همزمان براي است. كميت محوري زير را براي تشكيل بازه ܼدرجه آزادي و مستقل از 

݌ ∈ ሺ0,1ሻ دهيمارايه مي  

ܶ ൌ ݔܽ݉
௣∈ሺ଴,ଵሻ

| ௣ܶ|.                                                      (2) 

  پردازد.مي ܶخواص كميت محوري  لم زير به بررسي

  ) متناهي است و 2مقدار بيشينه در كميت محوري ( .1لم 

ܶ ൌ ݔܽ݉
௣∈ሺ଴,ଵሻ

| ௣ܶ| ൌ ට ݔܽ݉
௣∈ሺ଴,ଵሻ ௣ܶ

ଶ ൌ ቌ
ܼଶ

௡ܻ
൅
൫ܽඥ ௡ܻ െ 1൯

ଶ

௡ܻሺܽଶ െ 1ሻ
ቍ

ଵ/ଶ

, 

௡ܻكه در آن  ൌ ܷ/ሺ݊ െ 1ሻ.  

௣ܶكه . دقت كنيد اثبات
ଶ  ي پذير بر بازهتابعي پيوسته و مشتق ݌بر حسبሺ0, 1ሻ  است. بنابراين براي يافتن مقدار بيشينه
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௣ܶمطلق 
ଶ بايست نخست نقاط بحراني آن را مورد بررسي قرار داد. براي اين منظور، با توجه به اجزاي مي௣ܶ  معرفي شده در

௡ܻ)، قرار دهيد 1( ൌ ܷ/ሺ݊ െ 1ሻ  ،ܣ௡ ൌ ௡ܤ، ݊√/ܼ ൌ ܽඥ ௡ܻ െ ௡ܥ، 1 ൌ ௡ܻ/݊  ܦو௡ ൌ ௡ܻሺܽଶ െ 1ሻ با .
  بصورت زير  ݃تعريف تابع 

݃ሺ݌ሻ ൌ
൫ܣ௡ ൅ ܼ௣ܤ௡൯

ଶ

௡ܥ ൅ ܼ௣ଶܦ௡
, 

  ، داريمݔ√و با توجه به صعودي بودن تابع 

ݔܽ݉
௣∈ሺ଴,ଵሻ

| ௣ܶ| ൌ ݔܽ݉
௣∈ሺ଴,ଵሻ

ට ௣ܶ
ଶ 

																				ൌ ට ݔܽ݉
௣∈ሺ଴,ଵሻ ௣ܶ

ଶ ൌ ට ݔܽ݉
௣∈ሺ଴,ଵሻ

݃ሺ݌ሻ. 

  شود.معرفي شده، خواص زير به راحتي تحقيق مي ሻ݌ሺ݃براي تابع 

ሻ݌ሺ݃الف)  ൒ ௡ܦزيرا  0 ൒ ܽبه دليل اينكه  0 ൒ 1.  

∗௣ܼب) اگر  ൌ െܣ௡/ܤ௡  ݌و يا بطور معادل∗ ൌ .ሺߔكه  ௡ሻܤ/௡ܣሺെߔ ሻ  نشان دهنده تابع توزيع نرمال استاندارد
ሻ∗݌ሺ݃است، داريم  ൌ 0.  

݈݉݅پ) 
௣→ଵ

݃ሺ݌ሻ ൌ ݈݅݉
௣→଴

݃ሺ݌ሻ ൌ   .௡ܦ/௡ଶܤ

  برابر است با  ݌نسبت به  ݃ت) مشتق تابع 

߲݃ሺ݌ሻ/߲݌ ൌ 2൫߲ܼ௣/߲݌൯൫ܣ௡ ൅ ܼ௣ܤ௡൯൫ܤ௡ܥ௡ െ ௡ܥ௡ܼ௣൯/൫ܦ௡ܣ ൅ ܼ௣ଶܦ௡൯
ଶ
,   

݌߲/௣ܼ߲كه در آن  ൌ 1/߶൫ܼ௣൯ ൐ .ሺ߶جاييكه  0 ሻ  نشان دهنده تابع چگالي نرمال استاندارد است. بنابراين
߲݃ሺ݌ሻ/߲݌و  ∗݌در دو نقطه  ݌∗∗ ൌ   داراي ريشه است.  ௡ሻሻܦ௡ܣ௡/ሺܥ௡ܤሺߔ

∗݌شود كه با توجه به خواص (الف)، (ب) و (ت) نتيجه مي ൌ است. همچنين  ݃نقطه كمينه مطلق تابع  ௡ሻܤ/௡ܣሺെߔ

ሻ∗∗݌ሺ݃داريم  ൌ
஺೙మ

஼೙
൅

஻೙మ

஽೙
൒

஻೙మ

஽೙
نقطه بيشينه مطلق تابع  ∗∗݌واص (پ) و (ت) نتيجه مي شود كه ، بنابراين با توجه به خ

  است و نتيجه مي گيريم  ݃

ܶ ൌ ݔܽ݉
௣∈ሺ଴,ଵሻ

| ௣ܶ| ൌ ට ݔܽ݉
௣∈ሺ଴,ଵሻ

݃ሺ݌ሻ ൌ ට஺೙
మ

஼೙
൅

஻೙
మ

஽೙
ൌ ቆ

௓మ

௒೙
൅

൫௔ඥ௒೙ିଵ൯
మ

௒೙ሺ௔మିଵሻ
ቇ
ଵ/ଶ

. )3(  

 

  شود.در اينجا اثبات لم كامل مي
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هاي اطمينان همزمان دقيق را در قضيه توان بازه) مي1و براساس كميت محوري معرفي شده در ( 1با توجه به نتايج لم 
  زير ارايه نمود.

  اي هست كه نقطه ଵିఈݐ. فرض كنيد 1قضيه 

ݎܲ

ە
۔

ۓ
ቌ
ܼଶ

௡ܻ
൅
൫ܽඥ ௡ܻ െ 1൯

ଶ

௡ܻሺܽଶ െ 1ሻ
ቍ

ଵ
ଶ

൑ ଵିఈݐ

ۙ
ۘ

ۗ
ൌ 1 െ  ,ߙ

ሺ1چندك  ଵିఈݐيعني  െ ො௣ݍቆاست. در اين صورت  ܶام توزيع ሻߙ െ ଵିఈටݐ ෠ܸ௣	, ො௣ݍ ൅ ଵିఈටݐ ෠ܸ௣	ቇ    براي تمام

݌، ∈ ሺ0,1ሻ 100هاي اطمينان همزمان دقيق مجموعه بازهሺ1 െ   هستند. ௣ݍبراي  %ሻߙ

  داريم 1هاي اطمينان همزمان و نتايج لم . با توجه به تعريف بازهتاثبا

ݎܲ ቊݍ௣ ∈ ቆݍො௣ െ ଵିఈටݐ ෠ܸ௣	, ො௣ݍ ൅ ଵିఈටݐ ෠ܸ௣	ቇ ݌	براي	تمام	 ∈ ሺ0, 1ሻቋ 

						ൌ ݎܲ ቄห ௣ܶห ൑ ݌	براي	تمام		ଵିఈݐ ∈ ሺ0, 1ሻቅ 

						ൌ ݎܲ ൜ ݔܽ݉
௣∈ሺ଴,ଵሻ

| ௣ܶ| ൑ ଵିఈൠݐ ൌ ݎܲ

ە
۔

ۓ
ቌ
ܼଶ

௡ܻ
൅
൫ܽඥ ௡ܻ െ 1൯

ଶ

௡ܻሺܽଶ െ 1ሻ
ቍ

ଵ
ଶ

൑ ଵିఈݐ

ۙ
ۘ

ۗ
ൌ 1 െ  .ߙ

  شود.بنابراين اثبات كامل مي

ش شود. در ادامه به معرفي دو روچگونه محاسبه مي ଵିఈݐوجود دارد اين است كه مقدار بحراني  1سوال مهمي در قضيه 
سازي مونت كارلو براي تخمين پردازيم. روش اول كه بسيار ساده است، استفاده از شبيهمي ଵିఈݐجهت محاسبه مقدار بحراني 

توان به دفعات زياد از توزيع به پارامتر مجهول وابسته نيست و بنابراين مي ܶ، توزيع 1است. دقت كنيد كه بر اساس لم  ଵିఈݐ
ሺ1ليد كرد و چندك تجربي داده تصادفي تو ܶ െ استفاده  ଵିఈݐعنوان تقريبي از توان بههاي توليد شده را ميام دادهሻߙ

  دهد.سازي مونت كارلو توضيح ميبا استفاده از روش شبيه ଵିఈݐكرد. الگوريتم زير مراحل تخمين 
  
  

  سازي مونت كارلوبه روش شبيه ଵିఈݐتخمين  .1الگوريتم 
݊داده تصادفي از توزيع نرمال استاندارد و توزيع كاي اسكور با  ܯداده شده،  ݊ه ازاي . بگام يك െ درجه آزادي توليد  1

  كنيد.
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  توليد كنيد. ܶتصادفي از توزيع  داده ܯ)، تعداد 3هاي توليد شده در رابطه (. با جايگذاري دادهگام دو
ሺ1. چندك تجربي گام سه െ   است. ଵିఈݐوليد شده در گام دو، تقريبي براي هاي تصادفي تام از دادهሻߙ

است. با استفاده از  1سازي مونت كارلو با استفاده از الگوريتم به روش شبيه ଵିఈݐنشان دهنده تخمين   ଵିఈݐ̂فرض كنيد 
  توزيع مجانبي مربوط به چندك تجربي داريم

ݎܲ ൝|̂ݐଵିఈ െ |ଵିఈݐ ൑ ଵିఊݖ
ඥߙሺ1 െ ሻߙ

்݂ ሺݐଵିఈሻ√ܯ
ൡ ൌ 1 െ  ,ߛ

ሺ1چندك  ଵିఊݖكه  െ ்݂ام توزيع نرمال استاندارد و ሻߛ ሺ. ሻ  هست. بنابراين در روش مونت كارلو حداكثر  ܶتابع چگالي

1با اطمينان  ଵିఈݐخطاي تخمين  െ ଵିఊݖبرابر با  ߛ
ඥఈሺଵିఈሻ

௙೅ሺ௧భషഀሻ√ெ
هاي كارگيري از دادهتوان با بهرا ميܶ گالي است. تابع چ 

، برآورد نمود. 1هاي عددي همانند برآورد تابع چگالي به روش كرنلدر روش 1در گام دوم الگوريتم  ܶتوليد شده از توزيع 
1و  ݊براي مقادير متفاوت  ଵିఈݐهاي نشان دهنده تخمين 1جدول  െ ܯو با  1با استفاده از الگوريتم  ߙ ൌ 10଻  تكرار

با اطمينان                         ଵିఈݐاست. در اين جدول مقادير داخل پرانتز نشان دهنده حداكثر خطاي مونت كارلو در تخمين 
99/0 1 െ ߛ ൌ .است  

  

) براي درصد (مقادير داخل پرانتز 99و حداكثر خطاي مونت كارلو در تخمين با اطمينان  ࢻ૚ି࢚هاي  . تخمين1جدول 
૚و  ࢔مقادير متفاوت  െ ࡹو با  1با استفاده از الگوريتم  ࢻ ൌ ૚૙ૠ .تكرار  

݊ 
100  50  30  20  15  10  5  1 െ  ߙ

170/2   
)0011/0(  

197/2   
)0012/0( 

238/2   
)0013/0( 

298/2   
)0015/0( 

368/2   
)0017/0(  

531/2   
)0021/0(  

198/3   
)0036/0(  90/0  

503/2  
)0015/0(  

564/2  
)0017/0(  

659/2  
)0020/0(  

788/2  
)0023/0(  

925/2  
)0026/0(  

224/3  
)0033/0(  

423/4  
)0061/0(  95/0  

222/3  
)0032/0(  

413/3  
)0038/0(  

671/3  
)0046/0(  

977/3  
)0055/0(  

296/4  
)0063/0(  

017/5  
)0088/0(  

205/8  
)0204/0(  99/0  

  

.ሺ்ܨفرض كنيد  ሻ  ݐبراي محاسبه  است. روش دوم ܶنشان دهنده تابع توزيعଵିఈ  ்ܨاستفاده ازሺ. ሻ  و حل معادله
ሻݐሺ்ܨ ൌ 1 െ هاي توزيع توان چندكمي ߳هاي عددي همانند روش نيوتن است. در اين صورت با دقت دلخواه به روش ߙ

  د.دهبا بهره از روش نيوتن را شرح مي ଵିఈݐدست آورد. الگوريتم عددي زير نحوه محاسبه را به ܶ

  

                                                            
1 Kernel density estimation 
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  ߳به روش عددي نيوتن با دقت  ଵିఈݐ. محاسبه 2الگوريتم عددي 

ఈݔداده شده، نقطه شروع  ߙو  ݊. به ازاي گام يك
ሺ଴ሻ  ܶداريم  1را در نظر بگيريد. با استفاده از نتايج لم ൒ ට

௓మ

௒೙
كه  

ܼଶ/ ௡ܻ  ݊با يك و  ܨداراي توزيع െ ଵିఈݍටبزرگتر از  ଵିఈݐبنابراين همواره درجه آزادي است.  1
ଵ,ሺ௡ିଵሻ  ݍاست كهଵିఈ

ଵ,ሺ௡ିଵሻ 

ሺ1نشان دهنده چندك  െ ݊با يك و  ܨام توزيع ሻߙ െ ఈݔتوان نقطه شروع درجه آزدي است. با اين توضيحات مي 1
ሺ଴ሻ  را

ଵିఈݍටمقدار 
ଵ,ሺ௡ିଵሻ  .در نظر گرفت 

ఈݔرحله، نقطه جديد ام م-݅. براي گام دو
ሺ௜ሻ دست آوريدرا به روش زير به  

ఈݔ
ሺ௜ሻ ൌ ఈݔ

ሺ௜ିଵሻ െ
ఈݔቀ்ܨ

ሺ௜ିଵሻቁ െ 1 ൅ ߙ

்݂ ቀݔఈ
ሺ௜ିଵሻቁ

,							݅ ൌ 1, 2, … 

்݂كه  ሺ. ሻ  است. ܶنشان دهنده تابع چگالي  
ఈݔቚ. تازماني گام دوم را اجرا كنيد كه گام سوم

ሺ௜ሻ െ ఈݔ
ሺ௜ିଵሻቚ ൏ ، ܶنباشد. بايد توجه داشت به دليل اينكه تابع توزيع  ߳

ሻݐሺ்ܨتابعي پيوسته و صعودي است پس معادله  ൌ 1 െ   حتما تنها داراي يك جواب است. ߙ

  اند.است كه در لم زير بحث شده ܶنياز به توابع توزيع و چگالي  2كارگيري الگوريتم براي به

ሻݐଵሺ݃. اگر 2لم  ൌ ቀඥݐଶሺܽଶ െ 1ሻ ൅ ܽቁ
ିଶ

ሻݐଶሺ݃و   ൌ ቀඥݐଶሺܽଶ െ 1ሻ െ ܽቁ
ିଶ

.ఞమሺଵሻሺܨو همچنين   ሻ  
  نشان دهنده تابع توزيع كاي اسكور با يك درجه آزادي باشد، آنگاه

ሻݐሺ்ܨ ൌ

ە
ۖۖ

۔

ۖۖ

ۓ
න ఞమሺଵሻܨ ቌሺݐ

ଶ െ
൫ܽඥݕ െ 1൯

ଶ

ሺܽଶݕ െ 1ሻ
ሻݕቍ ௒݂೙ሺݕሻ݀ݕ;

௚మሺ௧ሻ

௚భሺ௧ሻ
ݐ	 ൏ ඨ

ܽଶ

ܽଶ െ 1
		

න ఞమሺଵሻܨ ቌሺݐ
ଶ െ

൫ܽඥݕ െ 1൯
ଶ

ሺܽଶݕ െ 1ሻ
ሻݕቍ ௒݂೙ሺݕሻ݀ݕ; ݐ			 ൐ ඨ

ܽଶ

ܽଶ െ 1

ାஶ

௚భሺ௧ሻ
,

		 

.௒݂೙ሺجاييكه  ሻ  تابع چگالي متغير تصادفي௡ܻ داراي توزيع گاما با پارامترهاي  است و اين متغير تصادفيሺ݊ െ 1ሻ/2  و
ሺ݊ െ 1ሻ/2  ்ܨگيري از با مشتق ܶاست. تابع چگاليሺݐሻ  آيد.دست ميبه ݐنسبت به  

داراي توزيع كاي اسكور با يك درجه آزادي است، براي  ଶܼو اينكه  ௡ܻو  ܼ. با توجه به استقلال متغيرهاي تصادفي اثبات
ݐ ൐   داريم 0

ሻݐሺ்ܨ ൌ ሼܶݎܲ ൑  ሽݐ
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											ൌ ݎܲ ൝
ܼଶ

௡ܻ
൅
൫ܽඥ ௡ܻ െ 1൯

ଶ

௡ܻሺܽଶ െ 1ሻ
൑ ଶൡݐ ൌ න ݎܲ ൝

ܼଶ

ݕ
൅
൫ܽඥݕ െ 1൯

ଶ

ሺܽଶݕ െ 1ሻ
൑ 	ଶൡݐ ௒݂೙ሺݕሻ݀ݕ

ஶ

଴
 

											ൌ න ݎܲ ቐܼଶ ൑ ቌݐଶ െ
൫ܽඥݕ െ 1൯

ଶ

ሺܽଶݕ െ 1ሻ
ቍݕቑ	 ௒݂೙ሺݕሻ݀ݕ

ஶ

଴
. 

ଶݐاز آنجاييكه  െ
ሺ௔√௬ିଵሻమ

௬ሺ௔మିଵሻ
ݐتوان تحقيق نمود كه اگر بايست مقداري مثبت اختيار كند، به سادگي ميمي  ൏ ට ௔మ

௔మିଵ
 

ሻݐଵ݃ሺآنگاه  ൑ ݕ ൑ ݃ଶሺݐሻ   ݐو اگر ൐ ට ௔మ

௔మିଵ
ݕآنگاه  ൒ ଵ݃ሺݐሻ  كافي است از تابع توزيع  ܶاست. براي تابع چگالي

  كند. مشتق گرفته شود. اين اثبات را تكميل مي 1با استفاده از قاعده لايبنيتس ݐآن نسبت به 

1و  ݊براي مقادير متفاوت  ଵିఈݐمقادير محاسبه شده  2جدول  െ با  2) با استفاده از الگوريتم عددي 1(از جدول  ߙ
߳خطاي  ൌ 10ିସ هستند. 1نزديك به مقادير جدول  2شود مقادير جدول دهد. همان طور كه ديده ميرا نمايش مي  

  

૚و  ࢔براي مقادير متفاوت  ࢻ૚ି࢚. مقادير  2جدول  െ ࣕبا خطاي  2با استفاده از الگوريتم عددي  ࢻ ൌ ૚૙ି૝.  

݊  
100  50  30  20  15  10  5  1 െ  ߙ

170/2   197/2   238/2   298/2  367/2  531/2  198/3  90/0  
503/2  565/2  658/2  787/2  925/2  224/3  423/4  95/0  
223/3  415/3  665/3  977/3  299/4  009/5  189/8  99/0  

 

 هاي اطمينان همزمان ارايه شدهكابردهاي بازه .2

ا با روش جديد ارايه شده مقايسه هاي قبلي ردست آمده را با دو مثال واقعي تشريح  و نتايج روشدر اين قسمت نتايج به
هاي قبلي سازي مختصر به اجمال به بررسي عملكرد روش جديد و دو روشنماييم. همچنين با استفاده از يك شبيهمي
  پردازيم.مي

است كه روش  هاي اطمينان همزمان براي چند چندك توزيع نرمال ارايه كردند. واضحبازه ]4[ليو و همكاران  .1مثال 
1پيشنهادي ما براي چند چندك خاص نيز قابل استفاده است. در اين صورت احتمال پوشش حداقل  െ خواهد بود. ليو  ߙ

ماهه در يك مركز سلامت را مورد بررسي قرار دارند. در اين  24نوزاد دختر  120همكاران وزن بدن (بر حسب كيلوگرم) 
اند دست آمده است. ليو و همكاران اذعان داشتهكيلوگرم به 45/1 و 48/11اي به ترتيب مطالعه ميانگين و انحراف معيار نمونه

                                                            
1 Leibniz 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 m

m
r.

kh
u.

ac
.ir

 o
n 

20
24

-0
6-

29
 ]

 

                            10 / 15

https://mmr.khu.ac.ir/article-1-3332-en.html


  
  

  1403اول، ، شماره دهم دوره ،هاي رياضيپژوهش

  

 

28 

هاي هاي اطمينان همزمان براي چندككنند. در اين مطالعه بازهها از توزيع نرمال تبعيت ميدهد كه دادهكه شواهد نشان مي
ردند كه زماني كه وزن نوزاد دختري كمتر از چندك درصد مورد علاقه هستند. ليو و همكاران بيان ك 5/97و  75، 25، 5/2
هاي عنوان اضافه وزن)، نوزادان ممكن است به مراقبتدرصد است (به 5/97عنوان كم وزن) و يا بيشتر از درصد است (به 5/2

݊خاص پزشكي نياز داشته باشند. بر اساس اطلاعات داده شده براي  ൌ ߙو  120 ൌ ଴.ଽହݐداريم  0.05 ൌ نتايج . 2.493
ارايه شده است. همان طور  3درصدي روش پيشنهادي جديد و روش ليو و همكاران در جدول  95هاي اطمينان همزمان بازه

هاي ارايه شده توسط ليو و همكاران هاي روش پيشنهادي جديد كمي از طول بازهشود، طول بازهديده مي 3كه از جدول 
- هاي اطمينان براي تمام چندكرا كه روش پيشنهادي در اين مقاله مجموعه بازهبزرگتر است. البته اين مورد منطقي است زي

هاي كند ولي روش ليو و همكاران فقط براي چند چندك خاص. بدين ترتيب طول بازههاي جامعه بطور همزمان ارايه مي
يشنهادي جديد اين است كه اطمينان پيشنهادي ما كمي بزرگتر در مقايسه با روش ليو همكاران خواهد بود. مزيت روش پ

1توان به راحتي بطور همزمان راجع به آنها استنباط انجام داد و سطح اطمينان كماكان براي هر تعداد چندك مي െ باقي  ߙ
  بماند. 

  
هاي پيشنهادي درصدي براي چهار چندك وزن نوزادان دختر بر اساس روش 95هاي اطمينان همزمان . نتايج بازه3جدول 

  و و همكاران.جديد و لي
    روش پيشنهادي جديد  روش ليو و همكاران

 پارامترها  بازه اطمينان طول بازه  بازه اطمينان طول بازه
 ଴.଴ଶହݍ  )066/8، 198/9( 132/1 )124/9،038/8( 086/1
 ଴.ଶହݍ )134/10، 866/10( 732/0 )831/10،128/10( 703/0
 ଴.଻ହݍ )094/12، 826/12(  732/0 )112/12، 825/12(  703/0
 ଴.ଽ଻ହݍ )762/13، 894/14( 132/1 )915/14،828/13( 087/1

  
هاي توزيع نرمال ارائه نموده است. اي براي چندككارانههاي اطمينان محافظهمجموعه بازه ]3[روسنكرانتز  .2مثال 

ሺ݇روسنكرانتز پيشنهاد رسم نمودار مقادير  െ 0.5ሻ/݊ براي ،݇ ൌ 1,… , ام مشاهدات و -݇، در مقابل آماره ترتيبي ݊
ሺ݇هاي دست آمده براي چندكهاي اطمينان همزمان بهنمايش كران െ 0.5ሻ/݊- ام جامعه كرده است. او بيان مي كند كه

ها داراي توزيع نرمال هستند يا خير، هست. بدين اين نمودار روشي ساده براي آزمون نيكويي برازش جهت آزمون اينكه داده
ل ها از توزيع نرماهاي اطمينان همزمان رسم شده باشند، دادههاي ترتيبي مشاهدات همگي داخل كرانصورت كه اگر آماره

خواهيم براي يك مجموعه داده واقعي به تشريح و مقايسه روش پيشنهادي با روش ارايه كنند. در اين قسمت ميپيروي مي
ها را ببينيد). داده ]3[است (همچنين  148صفحه  ]8[گرفته شده از  4هاي جدول شده توسط روسنكرانتز بپردازيم. داده

 39/2با انحراف معيار  79/3ها موج بلند در سواحل سانفرانسيسكو است. ميانگين داده 66راجع به زمان سپري شده بعد از 
ሺ݇با رسم مقادير  ]3[است.  െ 0.5ሻ/݊ براي ،݇ ൌ 1,… , ام مشاهدات و همچنين نمايش -݇، در مقابل آماره ترتيبي ݊
ها از توزيع نرمال پيروي نتيجه گرفته است كه داده %10هاي نرمال، در سطح هاي اطمينان همزمان براي چندككران
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هاي ترتيبي استاندارد شده رسم و روسنكرانتز براي آمارههاي اطمينان همزمان پيشنهادي جديد كران 1كنند. در شكل نمي
شود روش مشاهده مي 1طور كه از شكل است. همان 534/2نمونه برابر  66براي  ଴.ଽହݐاند. لازم به ذكر است كه مقدار شده

رب حجم (حاصلض كند بطوريكه روش پيشنهادي دارايهاي باريكتري نسبت به روش روسنكرانتز ارايه ميپيشنهادي كران
1.81دست آمده) هاي اطمينان بهطول بازه ൈ 10ିଽ  2.32است ولي روش روسنكرانتز داراي حجم ൈ 10ିସ  يعني)

݌دهد چند نقطه در نزديكي برابر روش جديد ارائه شده) است. همچنين روش ما نشان مي 195/1حجمي معادل  ൌ از  1
، روش جديد %5دهد. بنابراين در سطح كرانتز اين موضوع را نشان نميهاي ايجاد شده خارج هستند ولي روش روسنكران

 ها داراي توزيع نرمال نيستند.  كند كه دادهبرخلاف روش روسنكرانتز توصيه مي

 
  موج بلند در سواحل سانفرانسيسكو. 66هاي زمان سپري شده بعد از . داده4جدول 

971/1 093/2131/4393/8156/6 968/2 958/1391/3182/1071/1665/9 

379/10703/0020/0916/0 039/2097/2058/4093/2114/4455/4564/5
274/2 860/0100/5392/5716/3 611/1918/3053/6075/2676/3 599/3
699/4 856/5249/5064/3 091/4038/3019/2196/4834/2666/2 723/2
229/4 300/7360/2 908/1453/5921/7689/3 788/2968/3457/5870/2
054/9 301/1155/0397/1858/9476/5081/3511/4480/6046/1 582/1

  
  
  
  
  
  
  
  
  

 هاي اطمينان همزمان ارايه شده توسطهمراه با كران 4هاي ترتيبي مشاهدات استاندارد شده در جدول . آماره1شكل
  روسنكرانتز (خط ممتد).روش پيشنهادي (خط چين) و روش 

  
و  سازي عملكرد روش جديد ارايه شده را از لحاظ احتمال پوششدر اين قسمت قصد داريم با استفاده از شبيه .3مثال 

ت. صورت زير اس سازي بهمتوسط حجم با دو روش ارايه شده توسط روسنكرانتز و ليو و همكاران مقايسه كنيم. مراحل شبيه
1و سطح اطمينان اسمي  ݊براي حجم نمونه  െ و واريانس  ߤاز توزيع نرمال با ميانگين  ݊اي به اندازه داده شده، نمونه ߙ

100ሺ1هاي اطمينان همزمان روش بازه شود. براي هر سهگرفته مي ଶߪ െ  هايچندك ݊درصدي براي  ሻߙ
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0.5/݊, 1.5/݊,… , ሺ݊ െ 0.5ሻ/݊ هاي اطمينان همزمان چندك در بازه ݊شود. نتيجه اينكه آيا تمام اين تشكيل مي
هندسي طول (يعني متوسط  ݊/1هاي ايجاد شده به توان شود. همچنين حاصلضرب طول بازههستند يا خير، ثبت مي

شود و نسبت تعداد بار تكرار مي ݉݅ݏܰعنوان حجم يك روش در نظر گرفته مي شود. مرحله فوق هاي ايجاد شده) بهبازه
عنوان برآوردي براي احتمال پوشش و هاي اطمينان همزمان تشكيل شده هستند، بهچندك خاص در بازه ݊دفعاتي كه 

ߤ	سازي برايشود. نتايج شبيهعنوان متوسط حجم آن روش ارايه ميهاي ثبت شده يك روش، بهميانگين حجم ൌ 0	 ،
ଶߪ ൌ 1, 5 ،݊ ൌ 5, 10, 15, 20, 30, 50 ،1 െ ߙ ൌ ݉݅ݏܰو  0.95 ൌ ارايه شده است.  5در جدول  10000

تند و سهاي محاسبه شده به مقدار ميانگين جامعه وابسته نيلازم به توضيح است كه برآورد احتمال پوشش و متوسط حجم
لذا بدون كم شدن از كليت مساله آن را صفر در نظر گرفتيم. گرچه برآورد احتمال پوشش به مقدار واريانس جامعه وابسته 

ها به مقدار واريانس جامعه وابسته است. بنابراين دو مقدار كوچك و بزرگ براي واريانس جامعه در نيست ولي متوسط حجم
  نظر گرفتيم.  

ه از لحاظ تئوري روش جديد ارايه شده در مقايسه با روش روسنكرانتز داراي احتمال پوشش نزديكتري لازم به ذكر است ك
1به سطح اطمينان اسمي  െ است و بنابراين متوسط حجم كمتري دارد (روش جديد در مقايسه با روش روسنكرانتز،  ߙ

ن براي چند چندك خاص هستيم، روش ارايه شده هاي اطمينان همزمامند به تشكيل بازهروشي دقيق است). زماني كه علاقه
توسط ليو و همكاران داراي احتمال پوشش دقيقا برابر با سطح اطمينان اسمي است (روش جديد ارايه شده داراي احتمال 

1پوشش حداقل  െ خواهد بود) و لذا در اين حالت روش ليو و همكاران داراي متوسط حجم كمتري نسبت به روش جديد  ߙ
  است. 

ࣆهاي ليو و همكاران، روسنكرانتز و روش جديد ارايه شده زمانيسازي براي مقايسه عملكرد روش. نتايج شبيه5دول ج ൌ

૙	 ،࣌૛ ൌ ૚, ૞،࢔ ൌ ૞, ૚૙, ૚૞, ૛૙, ૜૙, ૞૙	 ،૚ െ ࢻ ൌ ૙. ૢ૞  ࢓࢏࢙ࡺو ൌ ૚૙૙૙૙ .است  
     هابرآورد احتمال پوشش روش  هامتوسط حجم روش

 ଶߪ݊ ليو و همكاران روسنكرانتز  جديد ليو و همكاران وسنكرانتزر  جديد
447/4  771/6  408/3  956/0  984/0  950/0  5  

1  

354/2  060/3  034/2  952/0 977/0  950/0 10 
755/1  203/2  577/1  954/0 973/0  949/0  15 
463/1  808/1  351/1  957/0 977/0  953/0  20 
138/1  386/1  080/1  954/0 974/0  952/0  30 
853/0  025/1  820/0  952/0 970/0  946/0  50 
030/10 271/15  685/7  958/0 985/0  953/0  5  

5  

293/5  880/6  572/4  957/0 976/0  952/0  10 
944/3  951/4  545/3  959/0 978/0  952/0  15 
261/3  031/4  012/3  957/0 975/0  952/0  20 
543/2  096/3  413/2  955/0 974/0  950/0  30 
910/1  295/2  836/1  955/0 973/0  950/0  50 
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روسنكرانتز از لحاظ شود، روش جديد عملكرد بهتري نسبت به روش ارايه شده توسط مشاهده مي 5طور كه از جدول همان
رفت روش ارايه شده توسط ليو و همكاران طور كه انتظار ميدارد. همان 95/0متوسط حجم و نزديكي به سطح اطمينان اسمي 

بيشتر باشد اين روش تفاوت زيادي با روش  10لي زماني كه حجم نمونه از سازي داراي بهترين عملكرد است ودر اين شبيه
هاي همزمان عنوان روشي كارا براي استنباطتوان روش جديد را بهجديد ارايه شده از لحاظ متوسط حجم ندارد. بنابراين مي

ها افزايش ابد، متوسط حجم روشيهاي يك جامعه نرمال توصيه نمود. زماني كه واريانس جامعه افزايش ميراجع به چندك
سازي بيهاي شطور كه قبلا ذكر شده احتمالات پوشش تغييرات كمي دارند (تغييرات به دليل تغييرات نمونهيابد ولي همنمي

  است). 
 

 يريگجهينت. 3

محاسبه نقاط بحراني هاي جامعه نرمال ارايه شده است. جهت هاي اطمينان همزمان دقيق براي تمام چندكدر اين مقاله بازه
هاي دو مثال واقعي، كاربردهاي روش جديد و دو روش موجود هايي كارائي معرفي شدند. با استفاده از دادهمورد نياز، الگوريتم

سازي روش جديد با روش موجود از لحاظ ها با يكديگر مقايسه گرديدند. همچنين با استفاده از شبيهتشريح شدند و روش
هاي اين است كه مجموعه بازه ]3[متوسط حجم مقايسه شدند. مزيت روش جديد نسبت به روش پيشنهادي احتمال پوشش و 

، ]3[دقيق و بنابراين داراي حجم كمتري هستند. بنابراين در مقايسه با روش  ]3[اطمينان همزمان پيشنهادي بر خلاف روش 
شود. اگر صرفا بخواهيم استنباط همزمان راجع به چند چندك خاص از قبل تعيين شده، داشته روش پيشنهادي توصيه مي

از لحاظ مقدار متوسط حجم تفاوت زيادي با روش  جديدشود گرچه روش توصيه مي ]4[باشيم، روش پيشنهاد شده توسط 
يابد. مزيت روش ها مورد علاقه جهت استنباط افزايش مياست و تعداد چندك 10ي كه حجم نمونه بيش از ندارد زمان ]4[

تواند استنباط همزمان با ضمانت سطح اطمينان حداقل هاي مورد علاقه همواره مياين است كه فارغ از تعداد چندك جديد
1 െ يز نرمال است ن-توان به زماني كه جامعه داراي توزيع لگا ميدست آمده رداشته باشد. لازم به ذكر است كه نتايج به ߙ

اي هها داراي توزيع نرمال هستند). ولي زماني كه توزيع جامعه مشخص نيست، تشكيل بازهتعميم داد (زيرا لگاريتم داده
ي هاعملكرد بازهها چالشي بزرگ است. براي بحث بيشتر در اين زمينه و بررسي اطمينان همزمان دقيق براي تمام چندك

مراجعه كنيد. در اين منبع بيان مي شود كه اگر توزيع جامعه  ]3[اطمينان همزمان ارايه شده در حالت جامعه غيرنرمال به 
  نزديك به نرمال شود، مانند توزيع تي با درجه آزادي بالا، نتايج تقريبا معتبر هستند.
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