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Introduction 

States on MV -algebras were introduced by Mundici with the intent of 

measuring the average truth-value of propositions in the Lukasiewicz logic, 

which are generalizations of probability measures on Boolean algebras, states 

on MV -algebras have been deeply investigated by Flaminio and Montagna. 

The last decade, some concepts of state ideals in a state MV –algebra are 

introduced such as: state Boolean ideals, state primary ideals and state 

obstinate ideals in a state MV –algebra and give some of their properties. 

In this paper, some types of state ideals are introduced such as: state n-fold 

obstinate and state n-fold Boolean ideals in state MV-algebras. Then we 

investigate the relationship between state n-fold obstinate ideals with the other 

state ideals in state MV-algebras. 

Finally, we study quotient algebras induced by state n-fold obstinate ideals in 

state MV-algebras.  

Conclusion 

The following conclusions are obtained from this research. 

 We introduced state n-fold obstinate ideals and state n-fold Boolean 

ideals in state MV-algebras.   

 We studied the relationship between state n-fold obstinate ideals with 

the other state ideals in state MV-algebras. 

 We investigate quotient algebras induced by state n-fold obstinate 

ideals in state MV-algebras. 
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 مقدمه

در واقع آنها یک ساختار جبری از منطق  .]4[ند معرفی شد 1958در سال  1جبرها، بوسیله چانگ-𝑀𝑉اولین بار 

نشان داد یک هم  3. همچنین ماندیسی]4[توسعه داده شد 1986هستند و نظریه آنها بعد از سال  2بینهایت ارزشی لوکاسویچ

از  گروههای آبلی با یکه قوی وجود دارد، این رسته از جبرها توسط بسیاری-𝑙جبرها و رسته -𝑀𝑉ای بین رسته  ارزی رسته

 .[21] تمحققان مورد مطالعه قرار گرف

 جبرها مفید است. پس-𝑀𝑉کند و برای مشخص کردن میجبرها بازی -𝑀𝑉آلها یک نقش اصلی در  نظریه ایده

آلهای هو دیگران نیز اید 6فروزش. ]91[ جبرها را معرفی کردند-𝐵𝐿لایه در -𝑛فیلترهای سرسخت  5و برومند4از آن، معتمد 

 . [12]آلها را بررسی کردند جبرها را معرفی کردند و رابطه میان آنها با سایر ایده-𝑀𝑉سرسخت در 

جبرها بوسیله ماندیسی مطرح شدند و در جهت اندازه -𝑀𝑉جبرها، حالتها روی -𝑀𝑉سال بعد از بوجود آمدن  40

ها در منطق لوکاسویچ، که تعمیم اندازه احتمال روی جبرهای بولی هستند مورد استفاده قرار میانگین ارزش درستی گزاره

 .[20]گرفتند

و  7مانند: کهر جبرها و ساختارهای نسبی آنها توسط بسیاری از محققان-𝑀𝑉در دهه آخر، نظریه حالتها روی 

، و دیگران مورد مطالعه قرار گرفتند. حالتها ]15[ 11، جور جسکیو ]9[ 10و راچانک 9دوارنسکی ،]17[ 8، کروپا ]18[ماندیسی

. همچنین، آن ها یک عمل ]14 [و ]13[عمیقاً مورد بررسی قرار گرفتند 13و مونتاگنا 12جبرها، توسط فلامینو-𝑀𝑉روی 

 کند.میجبرها تعریف کردند که خواص عادی حالتها را حفظ -𝑀𝑉روی  𝜎یکتایی 

به همین  ]6[جبر حالت معرفی کرد-𝑀𝑉جبر حالت را به عنوان تعمیمی از مفهوم یک -𝐵𝐿مفهوم  14سینگیو

-𝐵𝐿دوارنسکی، به طور غیر مستقم توصیف کاملی از همریختی [9] ترتیب، مفهوم تعمیم یافته آن توسط دوارنسکی ارائه شد

و دی نولا آن  ]7[ و دوارنسکی تعمیم داده شد15جبرهای ریختار حالت ارائه داد که سرانجام به یک نتیجه مشابه از دی نولا 

جبرهای حالت ساده نشدنی ثابت مطرح -𝐵𝐿و دوارنسکی توصیفی کاملاً غیر مستقیم از  16. پس از آن باتر ]8 [را ادامه داد

 . [3] ریختار حالت ارائه دادندکرده و نظریهای جامع از جبرهای 

لایه -𝑛آلهای حالت سرسخت  لایه و ایده-𝑛های حالت بولی  آل آلهای حالت مانند: ایده در این مقاله، مفاهیم ایده

,𝐴)جبر حالت -𝑀𝑉را در یک  𝜎) آلهای حالت  ایم. همچنین، توصیفی از ایده تعریف کرده و قضایای مربوطه را ارائه داده

آلها  لایه با سایر ایده-𝑛آلهای حالت سرسخت  لایه ارائه داده و روابط میان ایده-𝑛آلهای حالت بولی  لایه و ایده-𝑛سرسخت 
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,𝐴)جبر حالت -𝑀𝑉در یک  𝜎) دهیم اگر میایم. در ادامه، نشان  را بررسی کرده𝐼 آل حالت سرسخت  یک ایده𝑛- لایه از

(𝐴, 𝜎)  باشد، آنگاه(𝐴/𝐼, 𝜎)  یک𝑀𝑉- .جبر حالت موضعاً متناهی است 

 

 پیشنیازها .1

 پردازیم.  میدر این بخش، به مطالعه برخی از تعاریف و قضایای مورد نیاز در این مقاله  

𝐿اگر   [5] 1.1تعریف  = (𝐿,∧,∨ 𝑎یک مشبکه کراندار باشد، یک عضو  (0,1, ∈ 𝐿  را متممدار گوییم، اگر

𝑏یک  ∈ 𝐿  موجود باشد بطوریکه دو شرط𝑎 ∨ 𝑏 = 𝑎و  1 ∧ 𝑏 = 0. 

 دهند.مینشان  𝐵(𝐿)را با  𝐿مجموعه همه عضوهای متممدار 

∗,∨,∧,𝐿)جبر   [2]  2.1تعریف  یک مشبکه  (∨,∧,𝐿)یک جبر بولی است، اگر  (2,2,1,0,0)از نوع  (0,1,

,𝑥باشد. به قسمی که برای هر  𝑦, 𝑧 ∈ 𝐿 :دارای خواص زیر باشد 

(1) ; 𝑥 ∨ 1 = 1  , 𝑥 ∧ 0 = 0 

(2) ; 𝑥 ∧ 𝑥∗ = 0  , 𝑥 ∨ 𝑥∗ = 1 

(3) . 𝑥 ∨ (𝑦 ∧ 𝑧) = (𝑥 ∨ 𝑦) ∧ (𝑥 ∨ 𝑧)  , 𝑥 ∧ (𝑦 ∨ 𝑧) = (𝑥 ∧ 𝑦) ∨ (𝑥 ∧ 𝑧) 

∗,⊕,𝐴)جبر  [4]  3.1تعریف   جبر است، اگر در شرایط زیر صدق کند:-𝑀𝑉یک  (2,1,0)از نوع  (0,

(𝑀𝑉1) (𝐴,⊕  .یک تکواره آبلی است (0,

(𝑀𝑉2) (𝑎∗)∗ = 𝑎. 

(𝑀𝑉3) ; 0∗⊕𝑎 = 0∗ 

(𝑀𝑉4) (𝑎∗⊕𝑏)∗⊕𝑏 = (𝑏∗⊕𝑎)∗⊕𝑎 . 

 کنیم:میرا به صورت زیر تعریف  ∨و  ∧، ⊙، ⊖و عملهای کمکی  1ثابت 

(1) 𝑎 ⊙ 𝑏 = (𝑎∗⊕𝑏∗)∗؛ 

(2) 𝑎 ⊖ 𝑏 = 𝑎 ⊙ 𝑏∗؛ 

(3) 1 =  ؛∗0

(4) 𝑎 ∨ 𝑏 = 𝑎 ⊕ (𝑏 ⊙ 𝑎∗)     و   𝑎 ∧ 𝑏 = 𝑎 ⊙ (𝑏 ⊕ 𝑎∗). 
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باشند  می 𝐿(𝐴)عناصر متمم دار  𝐵(𝐿(𝐴))شود که  می 1و  0یک مشبکه توزیع پذیر با  (∨,∧,𝐴)که از اینرو 

 دهند.  مینیز نمایش  𝐵(𝐴)که با 

 جبر است.-𝑀𝑉، یک 𝐴در ادامه، در سرتاسر مقاله، منظور از  

𝑥یک عضو  [5]  4.1تعریف  ∈ 𝐴  دارای مرتبه𝑛  است، اگر𝑛 کوچکترین عدد طبیعی 

𝑛𝑥( باشد به قسمی که )در صورت وجود = 𝑛𝑥)جاییکه  1 = 𝑥 ⊕ 𝑥 ⊕⋯⊕𝑥 و آن را به صورت )

𝑜𝑟𝑑(𝑥) = 𝑛  دهیم. در این حالت گوییم مینشان𝑥  نویسیم میدارای مرتبه متناهی است و. 𝑜𝑟𝑑(𝑥) < ∞  

 را موضعاً متناهی گوییم، هرگاه هر عضو ناصفرش دارای مرتبه متناهی باشد.  𝐴جبر -𝑀𝑉یک 

,𝑥برای هر  [5]  5.1لم  𝑦 ∈ 𝐴   معادلند:شرایط زیر 

(1) ; 𝑥∗⊕𝑦 = 1 

(2) ; 𝑥 ⊙ 𝑦∗ = 0 

𝑧یک عضو  (3) ∈ 𝐴  وجود دارد بطوریکه𝑥 ⊕ 𝑧 = 𝑦; 

(4) . 𝑦 = 𝑥 ⊕ (𝑦 ⊖ 𝑥)  

,𝑥برای هر  [5]  6.1تعریف  𝑦 ∈ 𝐴  ،𝑥 ≤ 𝑦  اگر و تنها اگر𝑥 و  𝑦  (1)در یکی از شرایط معادل − در  (4)

 لم بالا صدق کنند. 

,𝑥برای هر  [5] 7.1تعریف  𝑦 ∈ 𝐴   تابع فاصله چانگ، در یک𝑀𝑉- :جبر به صورت زیر است 

 𝑑: 𝐴 × 𝐴 ⟶ 𝐴      ,      𝑑(𝑥, 𝑦) = (𝑥 ⊙ 𝑦∗) ⊕ (𝑦⊙ 𝑥∗). 

,𝑥برای   [5] 8.1لم  𝑦, 𝑧 ∈ 𝐴  :خواص زیر برقرار است 

(1) 𝑥 ≤ 𝑦  اگر و تنها اگر𝑦∗ ≤ 𝑥∗; 

𝑥اگر  (2) ≤ 𝑦 آنگاه ،𝑥 ⊕ 𝑧 ≤ 𝑦⊕ 𝑧  و𝑥 ⊙ 𝑧 ≤ 𝑦⊙ 𝑧; 

(3) 𝑥, 𝑦 ≤ 𝑥 ⊕ 𝑦  و𝑥 ⊙ 𝑦 ≤ 𝑥, 𝑦  و𝑥 ≤ 𝑛𝑥  و𝑥𝑛 = 𝑥 ⊙ 𝑥⊙. . . . . .⊙ 𝑥 ≤ 𝑥;  

(4) 𝑥 ⊕ 𝑥∗ = 𝑥و  1 ⊙ 𝑥∗ = 0;  

𝑥اگر  (5) ∈ 𝐵(𝐴) آنگاه برای هر ،𝑦 ∈ 𝐴 ،𝑥 ∨ 𝑦 = 𝑥 ⊕ 𝑦, 𝑥 ∧ 𝑦 = 𝑥 ⊙ 𝑦;  

(6) 𝑥 ⊙ 𝑦 ≤ 𝑧  اگر و تنها اگر𝑥 ≤ 𝑦∗⊕ 𝑧;  
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𝑥اگر  (7) ≤ 𝑦  و𝑧 ≤ 𝑡 آنگاه ،𝑥 ⊕ 𝑧 ≤ 𝑦⊕ 𝑡. 

 گوییم هرگاه  𝐴یک ایده ال از  𝐼یک زیرمجموعه ناتهی  [5]  9.1تعریف 

𝑥اگر  (1) ∈ 𝐼  و𝑦 ∈ 𝐴  و𝑦 ≤ 𝑥 آنگاه ،𝑦 ∈ 𝐼. 

,𝑥اگر  (2) 𝑦 ∈ 𝐼 آنگاه ،𝑥 ⊕ 𝑦 ∈ 𝐼 . 

:𝑓جبر باشند. تابع -𝑀𝑉دو  𝐵و  𝐴فرض کنید  [5] 10.1تعریف  𝐴 → 𝐵  را𝑀𝑉- همریختی گوییم اگر 

(1) 𝑓(0) = 0. 

(2) 𝑓(𝑥 ⊕ 𝑦) = 𝑓(𝑥)⊕ 𝑓(𝑦) . 

(3) 𝑓(𝑥∗) = 𝑓(𝑥)∗ . 

به صورت زیر تعریف  𝐴را روی  𝐼∽است. رابطه همنهشتی  𝐴آل از  یک ایده 𝐼فرض کنید   [5] 11.1تعریف 

 کنیم : می

 𝑥 ∼𝐼 𝑦 ⟺ 𝑑(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐼. 

 دهیم که برابر است با مینمایش  𝐴/𝐼را با  𝐴های همنهشتی  مجموعه رده

 𝐴/𝐼 = {𝑥/𝐼: 𝑥 ∈ 𝐴}, 

𝑥/𝐼بطوریکه  = {𝑦 ∈ 𝐴: 𝑥 ∼𝐼 𝑦}  .است 

 توان نتیجه گرفت: میدر تعریف قبل، به آسانی  [5] 12.1ملاحظه  

 𝑥 ∈ 𝐼 ⟺ 𝑥/𝐼 = 0/𝐼 

∗,⊕,𝐴/𝐼)و   با عملهای  (0,

 𝑥/𝐼 ⊕ 𝑦/𝐼 = (𝑥 ⊕ 𝑦)/𝐼     و   (𝑥/𝐼)∗ = 𝑥∗/𝐼 

 جبر است.-𝑀𝑉یک 

 در این حالت روابط زیر برقرار است: 

 𝑑(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐼   اگر  تنها  و  اگر   𝑥/𝐼 = 𝑦/𝐼 

,𝑥همچنین برای هر  𝑦 ∈ 𝐴  :داریم 
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 . 𝑥 ⊙ 𝑦∗ ∈ 𝐼   اگر  تنها  و  اگر   𝑥/𝐼 ≤ 𝑦/𝐼 

شامل  𝐴آلهای ماکسیمال  باشد، در این صورت اشتراک همه ایده 𝐴آل سره از  یک ایده 𝐼اگر  [11] 13.1تعریف            

𝐼  را رادیکال𝐼  کنند و آن را با میتعریف𝑅𝑎𝑑(𝐼)  دهند. مینمایش 

 شود: میباشد، نتیجه  𝐴آل سره از  یک ایده 𝐼اگر   [11] 14.1قضیه  

 𝑅𝑎𝑑(𝐼) = {𝑎 ∈ 𝐴: 𝑛𝑎 ⊙ 𝑎 ∈ 𝐼, ∀𝑛 ∈ ℕ}. 

𝑅𝑎𝑑(𝐴)را نیمه ساده گویند، اگر و تنها اگر غیر بدیهی باشد و  𝐴جبر -𝑀𝑉 [1] 15.1تعریف  = {0} . 

 آل سره آن باشد.  تنها ایده {0}غیر بدیهی باشد و  𝐴گویند، اگر میرا ساده  𝐴جبر -𝑀𝑉یک  [5] 16.1تعریف 

,𝑥را سرسخت گویند، هرگاه برای هر  𝐴از   𝐼ایدهآل سره   [12] 17.1تعریف  𝑦 ∈ 𝐴 − 𝐼 ، 

 𝑦 ⊙ 𝑥∗ ∈ 𝐼       و         𝑥 ⊙ 𝑦∗ ∈ 𝐼 

,𝐴)جبر حالت یک جفت -𝑀𝑉یک  [13] 18.1تعریف  𝜎)   است بطوریکه𝐴 یک𝑀𝑉- جبر است و𝜎: 𝐴 ⟶

𝐴  یک عمل یکتایی به روی𝐴 به طوری که برای هر  است𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴  کند: میدر شرایط زیر صدق 

; 𝜎(1) = 1(1)  

; 𝜎(𝑥∗) = 𝜎(𝑥)∗(2)  

; 𝜎(𝑥 ⊕ 𝑦) = 𝜎(𝑥) ⊕ 𝜎(𝑦 ⊖ (𝑥 ⊙ 𝑦))(3)  

. 𝜎(𝜎(𝑥) ⊕ 𝜎(𝑦)) = 𝜎(𝑥) ⊕ 𝜎(𝑦)(4)  

,𝐴)جبر حالت -𝑀𝑉در یک  [13]  19.1لم  𝜎) برای هر ،𝑦 ∈ 𝐴  و𝑥 :ویژگیهای زیر برقرار است ، 

; 𝜎(0) = 0  (𝑎)  

(𝑏)  اگر𝑥 ≤ 𝑦 آنگاه ،𝜎(𝑥) ≤ 𝜎(𝑦);  

𝜎(𝑥 ⊕ 𝑦) ≤ 𝜎(𝑥) ⊕ 𝜎(𝑦)  (𝑐)  و اگر𝑦 ≤ 𝑥 آنگاه ،𝜎(𝑥 ⊕ 𝑦) = 𝜎(𝑥)⊕ 𝜎(𝑦); 

𝜎(𝑥 ⊖ 𝑦) ≥ 𝜎(𝑥) ⊖ 𝜎(𝑦)  (𝑑)  و اگر𝑦 ≤ 𝑥 آنگاه ،𝜎(𝑥 ⊖ 𝑦) = 𝜎(𝑥)⊖ 𝜎(𝑦); 

(𝑒) دانیم می𝑑(𝑥, 𝑦) = (𝑥 ⊖ 𝑦)⊕ (𝑦 ⊖ 𝑥) در نتیجه داریم 

 𝑑(𝜎(𝑥), 𝜎(𝑦)) ≤ 𝜎(𝑑(𝑥, 𝑦)); 

𝜎(𝑥)⊙ 𝜎(𝑦) ≤ 𝜎(𝑥 ⊙ 𝑦)  (𝑓) بنابراین اگر .𝑥 ⊙ 𝑦 = ⊙𝜎(𝑥)، آنگاه 0 𝜎(𝑦) = 0; 
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  ; 𝜎(𝜎(𝑥)) = 𝜎(𝑥)  (𝑔) 

; 𝜎(𝜎(𝑥)⊙ 𝜎(𝑦)) = 𝜎(𝑥)⊙ 𝜎(𝑦) (h)               

(𝑖)  تصویر𝜎(𝐴)  از𝐴  تحت𝜎 یک زیر ،𝑀𝑉- جبر از𝐴   .است 

,𝐴)جبر حالت -𝑀𝑉آل حالت ( از یک  آل ) ایده ایده-𝜎یک  [13] 20.1تعریف  𝜎) یک ،𝑀𝑉-آل بسته  ایده

𝜎(𝐼)است. به عبارت دیگر  𝜎تحت  ⊆ 𝐼  .است 

,𝐴)آلهای  ایده-𝜎مجموعهی  𝜎)  را با𝐼𝜎(𝐴)  دهند. مینشان 

,𝐴)آل حالت سره از  یک ایده [13] 21.1تعریف  𝜎) ه میشود اگر به طور سره یدمآل حالت ماکسیمال نا یک ایده

,𝐴)ای از آل حالت سره شامل هیچ ایده 𝜎)  .نباشد 

𝑎آل حالت ماکسیمال است اگر و تنها اگر برای هر  یک ایده 𝐼آل حالت  یک ایده [13] 22.1لم  ∉ 𝐼صحیح  ، عدد

𝑛 >  وجود داشته باشد. بطوریکه:  0

 (𝑛𝜎(𝑎))∗ = 𝜎(𝑎∗)𝑛 ∈ 𝐼.  

,𝐴)فرض کنید  [13] 23.1لم  𝜎)  یک𝑀𝑉- جبر حالت باشد و𝐼 آل حالت از  یک ایده𝐴  باشد و𝑎 ∉ 𝐼 آنگاه .

 مجموعه 

 (𝐼, 𝑎]𝜎 = {𝑥 ∈ 𝐴: 𝑥 ≤ 𝑖 ⊕ 𝑛(𝑎 ⊕ 𝜎(𝑎)), 𝑖 ∈ 𝐼, 𝑛 ≥ 1}. 

 گوییم. در حالت خاص،  می 𝑎و  𝐼یک ایده ال حالت است که به آن ایده ال حالت تولید شده توسط 

 (𝑎]𝜎 = {𝑥 ∈ 𝐴: 𝑥 ≤ 𝑛(𝑎 ⊕ 𝜎(𝑎)), 𝑛 ≥ 1}. 

,𝐴)آل حالت از  یک ایده 𝐼اگر   [13] 24.1گزاره  𝜎)  باشد، آنگاه𝜎(𝐼) آل روی  یک ایده𝜎(𝐴)  است و

𝜎(𝐼) = 𝐼 ∩ 𝜎(𝐴) . 

  است. 𝐴یک ایدهآل حالت از  𝜎−1(𝐼)باشد، آنگاه  𝜎(𝐴)یک ایده آل از  𝐼اگر    [13] 25.1گزاره  

,𝐴)از  𝐼آل حالت  یک ایده [10]  26.1تعریف  𝜎) آل حالت بولی از  یک ایده(𝐴, 𝜎)  شود، اگر مینامیده 

 (𝑥 ⊕ 𝜎(𝑥)) ∧ (𝑥∗⊕𝜎(𝑥∗)) ∈ 𝐼. 

,𝐴)جبر حالت -𝑀𝑉یک  [10]  27.1تعریف  𝜎)  شود اگر برای هر مییک جبر حالت بولی نامیده𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 ، 

 𝜎(𝑥) ∧ 𝜎(𝑥∗) = 𝜎(𝑥)         یا         0 ∨ 𝜎(𝑥∗) = 1 
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,𝐴)یک ایده ال حالت سره از  𝑃فرض کنید   [10]  28.1تعریف  𝜎)  .باشد𝑃  را یک ایده ال حالت اول گوییم

,𝑎اگر برای هر دو عضو  𝑏 ∈ 𝐴 ،(𝑎 ⊕ 𝜎(𝑎)) ∧ (𝑏 ⊕ 𝜎(𝑏)) ∈ 𝑃  نتیجه شود𝑎 ∈ 𝑃  یا𝑏 ∈ 𝑃 . 

,𝐴)جبر حالت -𝑀𝑉یک  [10] 29.1تعریف  𝜎) شود، اگر برای هر عضو غیر می، حالت موضعاً متناهی نامیده

𝑎صفر  ∈ 𝐴 ،𝜎(𝑎)  .دارای مرتبه متناهی باشد  

,𝐴)آل حالت ماکسیمال از  یک ایده 𝑀  [10] 30.1قضیه  𝜎)  است اگر و تنها اگر(𝐴/𝑀, 𝜎)  ًحالت موضعا

 متناهی باشد. 

,𝐴)از   𝐼ایده آل سره -𝜎یک  [20]  31.1تعریف  𝜎) شود، اگر برای هر میآل حالت اولیه نامیده  یک ایده

𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴  که𝑎 ⊙ 𝑏 ∈ 𝐼 یک ،𝑛 ≥  وجود داشته باشد بطوریکه:  1

 𝜎(𝑎)𝑛 ∈ 𝐼       یا       𝜎(𝑏)𝑛 ∈ 𝐼 

 

 

 جبرهای حالت-𝑴𝑽لایه در -𝒏آلهای حالت سرسخت  ایده. 2

,𝐴)آل سره حالت از  یک ایده 𝐼فرض کنید  2.1تعریف  𝜎)  .باشد𝐼 آل حالت سرسخت  را یک ایده𝑛- لایه از

(𝐴, 𝜎)  :نامند، اگر در شرایط زیر صدق کند 

 ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴: 𝑥, 𝑦 ∉ 𝐼 ⟹ 𝜎(𝑛𝑥)∗⊙𝜎(𝑦) ∈ 𝐼       و       𝜎(𝑥) ⊙ 𝜎(𝑛𝑦)∗ ∈ 𝐼. 

 لایه، ایده آلهای حالت سرسخت هستند. -1آلهای حالت سرسخت  در حالت خاص، ایده 

𝐴فرض کنید   2.2مثال  = {0, 𝑎, 𝑏, 0با  {1 < 𝑎, 𝑏 < را به صورت  ∗و  ⊕، ⊙باشد. همچنین عملهای  1

 کنیم:میزیر تعریف 
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1 𝑏 a 0 ⊕ 

1 𝑏 𝑎 0 0 

1 1 𝑎 𝑎 𝑎 

1 𝑏 1 𝑏 𝑏 

1 1 1 1 1 

 

 

 

 

   

∗,⊙,⊕,𝐴)در این صورت   . [16] جبر است-𝑀𝑉یک  (0,1,

(𝑖)  کنیم: میتعریف 

 𝜎(𝑥) =

{
 
 

 
xاگر  1  = 1

𝑏  اگرx = a

𝑎  اگرx = b

xاگر  0 = 0

 

,𝐴)توان ثابت کرد که میبه آسانی   𝜎)  یک𝑀𝑉-[10]  جبر حالت است . 

(𝑖𝑖)  کنیم: میتعریف 

 𝜎(𝑥) = {
xاگر  1 = 1, a

xاگر  0 = 0, b
 

,𝐴)توان نشان داد که میبه آسانی   𝜎)  یک𝑀𝑉- جبر حالت است. در قسمت(𝑖𝑖) بوضوح ،𝐼 = {0, 𝑏} آل  یک ایده

,𝐴)لایه از -𝑛حالت سرسخت  𝜎)  است. ولی در قسمت(𝑖) ،𝐼 = ,𝐴)لایه از -1آل حالت سرسخت  یک ایده {0} 𝜎) 

,𝑎نیست. زیرا به ازای  𝑏 ∈ 𝐴 − 𝐼  :داریم 

 𝜎(𝑎)⊙ 𝜎(𝑏)∗ = 𝑏⊙ 𝑏 = 𝑏 ∉ 𝐼       و       𝜎(𝑎)∗⊙𝜎(𝑏) = 𝑎 ⊙ 𝑎 = 𝑎 ∉ 𝐼 

1 𝑏 a 0 ⊙ 

0 0 0 0 0 

𝑎 0 𝑎 0 𝑎 

𝑏 𝑏 0 0 𝑏 

1 𝑏 𝑎 0 1 

1 𝑏 a 0 ∗ 

0 𝑎 𝑏 1  
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,𝐴)آل حالت از سره  یک ایده 𝐼فرض کنید   3.2قضیه  𝜎)  باشد. در این صورت𝐼 آل حالت سرسخت  یک ایده

𝑛- لایه است اگر و تنها اگر برای هر𝑥 ∈ 𝐴 ، 

 𝑥 ∈ 𝐼       یا       (∃  𝑚 ∈ ℕ)    𝑚𝜎(𝑛𝑥)∗ ∈ 𝐼. 

𝑥لایه باشد و -𝑛یک ایده آل حالت سرسخت  𝐼فرض کنید که  .برهان  ∉ 𝐼 از اینکه .𝐼 ،1  سره است ∉ 𝐼 در .

 نتیجه داریم: 

 𝜎(𝑛𝑥)∗ = 𝜎(𝑛𝑥)∗⊙1 ∈ 𝐼       0       و = 𝜎(𝑥)⊙ 𝜎(𝑛1)∗ ∈ 𝐼 

𝑚بنابراین برای  =  ، داریم: 1

 𝑚𝜎(𝑛𝑥)∗ ∈ 𝐼. 

.برعکس، فرض کنید  𝑥, 𝑦 ∉ 𝐼  دهیم که: مینشان 

 𝜎(𝑛𝑦)∗⊙𝜎(𝑥) ∈ 𝐼       و       𝜎(𝑛𝑥)∗⊙𝜎(𝑦) ∈ 𝐼 

,𝑥بنا به فرض، چون  𝑦 ∉ 𝐼طبیعی  ، پس اعداد𝑘,𝑚  :وجود دارند بطوریکه 

 𝑘𝜎(𝑛𝑦)∗ ∈ 𝐼       و       𝑚𝜎(𝑛𝑥)∗ ∈ 𝐼 

 لذا داریم:

 𝜎(𝑦) ⊙ 𝜎(𝑛𝑥)∗ ≤ 𝜎(𝑛𝑥)∗ ≤ 𝑚𝜎(𝑛𝑥)∗ 

 و 

 𝜎(𝑥)⊙ 𝜎(𝑛𝑦)∗ ≤ 𝜎(𝑛𝑦)∗ ≤ 𝑘(𝜎(𝑛𝑦)∗) 

 در نتیجه داریم: 

 𝜎(𝑦) ⊙ 𝜎(𝑛𝑥)∗ ∈ 𝐼       و       𝜎(𝑥)⊙ 𝜎(𝑛𝑦)∗ ∈ 𝐼 

,𝐴)لایه از -𝑛آل حالت سرسخت  یک ایده 𝐼بنابراین  𝜎)  .است 

,𝐴)آل حالت سره از  یک ایده 𝐼فرض کنید   4.2نتیجه   𝜎)  باشد. در این صورت𝐼 آل حالت سرسخت  یک ایده

𝑛- لایه است اگر و تنها اگر برای هر𝑥 ∈ 𝐴 ، 

 𝑥 ∈ 𝐼       یا       𝜎(𝑛𝑥)∗ ∈ 𝐼 

 آید. میبدست  3.2اثبات به کمک تعریف ایده ال و قضیه  .برهان
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𝑛)آل حالت سرسخت  لایه یک ایده-𝑛آل حالت سرسخت  هر ایده 5.2گزاره  +  لایه است. -(1

,𝐴)لایه از -𝑛آل حالت سرسخت  یک ایده 𝐼فرض کنید  .برهان  𝜎)  باشد و. 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 − 𝐼  پس طبق فرض

 داریم: 

 𝜎(𝑛𝑥)∗⊙𝜎(𝑦) ∈ 𝐼       و       𝜎(𝑥)⊙ 𝜎(𝑛𝑦)∗ ∈ 𝐼 

 حال باید نشان داد که: 

 𝜎((𝑛 + 1)𝑥)∗⊙𝜎(𝑦) ∈ 𝐼       و       𝜎(𝑥) ⊙ 𝜎((𝑛 + 1)𝑦)∗ ∈ 𝐼 

 داریم: (𝑏) 19.1بنا به لم 

 𝜎(𝑛𝑦) ⩽ 𝜎((𝑛 + 1)𝑦) 

 گیریم که: مینتیجه  (1)،(2)، 8.1 همچنین، بنا به لم

 𝜎((𝑛 + 1)𝑦)∗⊙𝜎(𝑥) ≤ 𝜎(𝑛𝑦)∗⊙𝜎(𝑥) ∈ 𝐼. 

 بطور مشابه داریم: 

 𝜎((𝑛 + 1)𝑥)∗⊙𝜎(𝑦) ≤ 𝜎(𝑛𝑥)∗⊙𝜎(𝑦) ∈ 𝐼. 

 داریم:  𝐼بنا بر ایده ال بودن 

 𝜎((𝑛 + 1)𝑥)∗⊙𝜎(𝑦) ∈ 𝐼       و       𝜎((𝑛 + 1)𝑦)∗⊙𝜎(𝑥) ∈ 𝐼 

  

,𝐴)لایه از -𝑛آل حالت سرسخت  یک ایده 𝐼اگر   6.2قضیه  𝜎)  باشد. آنگاه𝐼 آل حالت ماکسیمال از  یک ایده

(𝐴, 𝜎)  .است  

,𝐴)لایه از -𝑛آل حالت سرسخت  یک ایده 𝐼فرض کنید  .برهان 𝜎) آل حالت  باشد بطوریکه ماکسیمال نباشد. پس یک ایده

𝐼وجود دارد بطوریکه  𝐽سره  ⊂ 𝐽 حال فرض کنید .𝑎 ∈ 𝐽 − 𝐼. 

𝑚، 3.2پس طبق قضیه  ∈ ℕ  :ای وجود دارد بطوریکه 

 𝑚𝜎(𝑛𝑎)∗ ∈ 𝐼. 

 دانیم که: میاز طرفی 

 𝜎(𝑛𝑎)∗ ≤ 𝑚𝜎(𝑛𝑎)∗ 
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∗𝜎(𝑛𝑎)آل  تعریف ایدهدر نتیجه طبق  ∈ 𝐼  و به همین ترتیب𝜎(𝑛𝑎)∗ ∈ 𝐽 چون .𝑎 ∈ 𝐽آل بودن ، پس بنا به ایده𝐽 

𝑛𝑎 ∈ 𝐽 پس ،. 𝜎(𝑛𝑎) ∈ 𝐽  :بنابراین داریم 

 1 = 𝜎(𝑛𝑎) ⊕ 𝜎(𝑛𝑎)∗ ∈ 𝐽. 

 که یک تناقض است. 

 برقرار نیست. 6.2دهد عکس قضیه  میمثال زیر نشان  

𝐼توان بررسی کرد که می، به آسانی (𝑖) 2.2در مثال  7.2مثال  =  آل حالت ماکسیمال است.  یک ایده {0}

آل حالت  ن است یک ایدهآل حالت ممک آلهای حالت بولی وجود دارند و یک ایده دهد که ایدهمیمثال زیر نشان 

 .بولی نباشد

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

∗,⊙,⊕,𝐴)در این صورت   . [16] جبر است-𝑀𝑉یک  (0,1,

 کنیم: میتعریف 

𝐴فرض کنید  8.2مثال  = {0, 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 0با  {1 < 𝑎, 𝑏 < 𝑐 <  و 1

0 < 𝑏 < 𝑑 <  م:کنیمیرا به صورت زیر تعریف  ∗و  ⊙، ⊕باشد. عملهای  1

1 𝑑 𝑐 𝑏 a 0 ⊙ 

0 0 0 0 0 0 0 

𝑎 0 𝑎 0 𝑎 0 𝑎 

𝑏 𝑏 0 0 0 0 𝑏 

𝑐 𝑏 𝑎 0 𝑎 0 𝑐 

𝑑 𝑑 𝑏 𝑏 0 0 𝑑 

1 𝑑 𝑐 𝑏 𝑎 0 1 

 

1 𝑑 𝑐 𝑏 a 0 ⊕ 

1 𝑑 𝑐 𝑏 𝑎 0 0 

1 1 𝑐 𝑐 𝑎 𝑎 𝑎 

1 𝑑 1 𝑑 𝑐 𝑏 𝑏 

1 1 1 1 𝑐 𝑐 𝑐 

1 𝑑 1 𝑑 1 𝑑 𝑑 

1 1 1 1 1 1 1 

1 𝑑 𝑐 𝑏 a 0 ∗ 

0 𝑎 𝑏 𝑐 𝑑 1  
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 𝜎(𝑥) = {
xاگر  0 = 0, b, d

xاگر  1 = 1, c, a
 

,𝐴)توانیم نشان دهیم که میبه آسانی   𝜎)  یک𝑀𝑉- جبر حالت است و𝐼1 =  و {0}

𝐼2 = {0, 𝑏, 𝑑}  و𝐴 آلهای حالتی از  ایده(𝐴, 𝜎) توان نشان میهمچنین، با یک محاسبه ساده  . [10] هستند

,𝐴)آل حالت بولی از  یک ایده 𝐼2داد که  𝜎)  است اما𝐼1 = ,𝐴)آل حالت بولی از  یک ایده {0} 𝜎)  :نیست. زیرا 

 (𝑐 ⊕ 𝜎(𝑐)) ∧ (𝑏 ⊕ 𝜎(𝑐)∗) = 1 ∧ 𝑏 = 𝑏 ∉ {0}. 

,𝐴)از  𝐼آل حالت  یک ایده 9.2تعریف   𝜎) آل حالت بولی  یک ایده𝑛- لایه از(𝐴, 𝜎)  شود اگر برای مینامیده

𝑥هر  ∈ 𝐴 ، 

 (𝑥 ⊕ 𝜎(𝑥)) ∧ ((𝑛𝑥)∗⊕𝜎(𝑛𝑥)∗) ∈ 𝐼. 

آل یک ایدهآل حالت ممکن است  لایه وجود دارند و یک ایده-𝑛آلهای حالت بولی  دهد که ایدهمیمثال زیر نشان  

 لایه نباشد. -𝑛حالت بولی 

𝐼2توان نشان داد که میی ساده  ، با یک محاسبه8.2در مثال 10.2مثال  = {0, 𝑏, 𝑑} آل حالت بولی  یک ایده

,𝐴)لایه از -2 𝜎)  است. اما𝐼1 = ,𝐴)لایه از -1به عنوان یک ایده ال حالت، یک ایده آل حالت بولی  {0} 𝜎)  :نیست، زیرا 

 (𝑐 ⊕ 𝜎(𝑐)) ∧ (𝑐∗⊕𝜎(𝑐)∗) = 1 ∧ 𝑏 = 𝑏 ∉ {0}. 

آل حالت سره  دو ایده 𝐽و  𝐼لایه ( فرض کنید که -𝑛آلهای حالت بولی  )خاصیت توسیع برای ایده  11.2قضیه 

𝐼باشند بطوریکه  ⊆ 𝐽 اگر .𝐼 آل حالت بولی  یک ایده𝑛- لایه باشد، آنگاه𝐽 آل حالت بولی  نیز یک ایده𝑛- لایه از(𝐴, 𝜎) 

 است. 

𝐼لایه باشد و -𝑛آل حالت بولی  یک ایده 𝐼فرض کنید  .برهان ⊆ 𝐽 در این صورت برای هر ،𝑥 ∈ 𝐴 ، 

 (𝑥 ⊕ 𝜎(𝑥)) ∧ ((𝑛𝑥)∗⊕𝜎(𝑛𝑥)∗) ∈ 𝐼 ⊆ 𝐽. 

𝑥از این رو برای هر  ∈ 𝐴 ،. (𝑥 ⊕ 𝜎(𝑥)) ∧ ((𝑛𝑥)∗⊕𝜎(𝑛𝑥)∗) ∈ 𝐽  در نتیجه𝐽 حالت بولی  آل یک ایده𝑛- لایه

,𝐴)از  𝜎)  .است 

,𝐴)لایه و اول از -𝑛آل حالت بولی  یک ایده 𝐼فرض کنید   12.2قضیه  𝜎)  باشد. در این صورت𝐼 آل  یک ایده

,𝐴)لایه از -𝑛حالت سرسخت  𝜎)  .است 

,𝐴)لایه و اول از -𝑛آل حالت بولی  یک ایده 𝐼فرض کنید  .برهان 𝜎)  باشد. در این صورت برای هر𝑥 ∈ 𝐴  :داریم 
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 (𝑥 ⊕ 𝜎(𝑥)) ∧ ((𝑛𝑥)∗⊕𝜎(𝑛𝑥)∗) ∈ 𝐼. 

 گیریم که: میآل حالت اول است. نتیجه  ایده 𝐼حال چون 

 𝑥 ∈ 𝐼       یا       (𝑛𝑥)∗ ∈ 𝐼. 

 آل حالت است داریم:  ایده 𝐼به همین ترتیب چون 

 𝑥 ∈ 𝐼       یا       𝜎(𝑛𝑥)∗ ∈ 𝐼. 

,𝐴)لایه از -𝑛آل حالت سرسخت  یک ایده 𝐼، 4.2در نتیجه طبق لم  𝜎)  .است 

,𝐴)لایه از -𝑛آل حالت بولی  یک ایده 𝐼اگر   13.2قضیه  𝜎)  باشد. آنگاه𝐼 آل حالت بولی  ایده(𝑛 + لایه از -(1

(𝐴, 𝜎)  .است 

𝑥لایه باشد. باید نشان دهیم برای هر -𝑛آل حالت بولی  یک ایده 𝐼فرض کنید  برهان.  ∈ 𝐴 ، 

 (𝑥 ⊕ 𝜎(𝑥)) ∧ (((𝑛 + 1)𝑥)∗⊕𝜎((𝑛 + 1)𝑥)∗) ∈ 𝐼. 

𝑛𝑥چون  ≤ (𝑛 + 1)𝑥  19.1و بنا به لم (𝑏) ،𝜎(𝑛𝑥) ≤ 𝜎((𝑛 + 1)𝑥) (،1) 8.1. همچنین بنا به لم 

((𝑛 + 1)𝑥)∗ ≤ (𝑛𝑥)∗ 

.و در نتیجه  𝜎((𝑛 + 1)𝑥)∗ ≤ 𝜎(𝑛𝑥)∗  :از این رو داریم 

 (𝑥 ⊕ 𝜎(𝑥)) ∧ (((𝑛 + 1)𝑥)∗⊕𝜎((𝑛 + 1)𝑥)∗) ≤ (𝑥 ⊕ 𝜎(𝑥)) ∧ ((𝑛𝑥)∗⊕

𝜎(𝑛𝑥)∗) ∈ 𝐼. 

 در نتیجه: 

 (𝑥 ⊕ 𝜎(𝑥)) ∧ (((𝑛 + 1)𝑥)∗⊕𝜎((𝑛 + 1)𝑥)∗) ∈ 𝐼. 

𝑛)آل حالت بولی  یک ایده 𝐼بنابراین  + ,𝐴)لایه از -(1 𝜎)  .است 

,𝐴)فرض کنید   14.2تعریف  𝜏)  و(𝐵, 𝜎)  دو𝑀𝑉- جبر حالت باشند آنگاه𝑓: 𝐴 ⟶ 𝐵  را یک𝑀𝑉- همریختی

𝑥جبری باشد و برای هر -𝑀𝑉همریختی  𝑓حالت گوییم اگر  ∈ 𝐴 ، 

 𝑓(𝜏(𝑥)) = 𝜎(𝑓(𝑥)). 

 

:𝑓فرض کنید  15.2قضیه   𝐴 ⟶ 𝐵  یک𝑀𝑉- همریختی حالت باشد و𝐼 آل حالت بولی  یک ایده𝑛- لایه از

(𝐵, 𝜎)  باشد، تصویر معکوس𝐼 آل حالت بولی  یک ایده𝑛- لایه از(𝐴, 𝜏)  .است 
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,𝐵)لایه از -𝑛آل حالت بولی  یک ایده 𝐼فرض کنید  .برهان  𝜎)  و𝑥 ∈ 𝐴  :باشد، باید نشان دهیم 

 (𝑥 ⊕ 𝜏(𝑥)) ∧ ((𝑛𝑥)∗⊕𝜏(𝑛𝑥)∗) ∈ 𝑓−1(𝐼). 

𝑥برای  ∈ 𝐴 خواهیم داشت ،𝑓(𝑥) ∈ 𝐵 چون .𝐼 آل حالت بولی  یک ایده𝑛- :لایه است، لذا داریم 

        (𝑓(𝑥) ⊕ 𝜎(𝑓(𝑥))) ∧ ((𝑛𝑓(𝑥))∗⊕𝜎(𝑛𝑓(𝑥))∗) ∈ 𝐼 

 ⇒ (𝑓(𝑥)⊕ 𝑓(𝜏(𝑥))) ∧ (𝑓(𝑛𝑥)∗⊕𝜎(𝑓(𝑛𝑥))∗) ∈ 𝐼, 

 ⇒ 𝑓(𝑥 ⊕ 𝜏(𝑥)) ∧ (𝑓(𝑛𝑥)∗⊕𝑓(𝜏(𝑛𝑥))∗) ∈ 𝐼, 

 ⇒ 𝑓(𝑥 ⊕ 𝜏(𝑥)) ∧ 𝑓((𝑛𝑥)∗⊕ 𝜏(𝑛𝑥)∗) ∈ 𝐼, 

 ⇒ 𝑓[(𝑥 ⊕ 𝜏(𝑥)) ∧ ((𝑛𝑥)∗⊕ 𝜏(𝑛𝑥)∗)] ∈ 𝐼, 

 ⇒ [(𝑥 ⊕ 𝜏(𝑥)) ∧ ((𝑛𝑥)∗⊕ 𝜏(𝑛𝑥)∗)] ∈ 𝑓−1(𝐼). 

,𝐴)لایه از -𝑛آل حالت بولی  یک ایده 𝑓−1(𝐼)بنابراین  𝜏)  .است 

 باشند. در این صورت داریم:  𝐴آلهای حالتی از  ایده 𝐽و  𝐼: فرض کنید  نکته  

 𝐼 ∨ 𝐽 = (𝐼, 𝐽] = {𝑎 ∈ 𝐴: 𝑎 ≤ 𝑏 ⊕ 𝑐, ∃𝑏 ∈ 𝐼, 𝑐 ∈ 𝐽}. 

,𝐴)آل حالت از  که یک ایده 𝜎)  است. اگر𝐼  یا𝐽 آل حالت سرسخت  یک ایده𝑛- لایه و𝐼 ∨ 𝐽 ≠ 𝐴  باشد. آنگاه طبق قضیه

6.2 ،𝐼 آل حالت ماکسیمال است و چون  یک ایده𝐼 ⊆ 𝐼 ∨ 𝐽 در نتیجه ،𝐼 = 𝐼 ∨ 𝐽  که𝐼 ∨ 𝐽 آل حالت سرسخت  یک ایده

𝑛- لایه از(𝐴, 𝜎) .است 

𝐼، 11.2لایه باشند. آنگاه بنا به قضیه -𝑛آلهای حالت بولی  ایده 𝐽و  𝐼: فرض کنید  نکته  ∨ 𝐽 آل  نیز یک ایده

 لایه است. -𝑛حالت بولی 

-𝑛آل حالت بولی  نیز یک ایده 𝐼آل  لایه است اگر و تنها اگر هرایده-𝑛آل حالت بولی  هدیک ای {0}  16.2لم 

 لایه باشد. 

 ، واضح است. 11.2بنا به قضیه  برهان. 

,𝐴)اگر   17.2گزاره   𝜎)  یک𝑀𝑉- جبر حالت باشد. آنگاه(𝐴/𝐼, 𝜎)  یک𝑀𝑉- جبر حالت است. که در آن 

 𝜎(𝑥/𝐼) = 𝜎(𝑥)/𝐼. 
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,𝐴)آل حالت از  یک ایده 𝐼فرض کنید  .برهان 𝜎)  باشد و𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 دهیم که می. ابتدا نشان𝜎  خوش تعریف

𝑥/𝐼است. فرض کنید که  = 𝑦/𝐼 پس .𝑑(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐼 چون .𝐼 آل حالت است، پس  یک ایده𝜎(𝑑(𝑥, 𝑦)) ∈ 𝐼 بنا به .

 ، داریم: (𝑒) 19.1لم 

 𝑑(𝜎(𝑥), 𝜎(𝑦)) ≤ 𝜎(𝑑(𝑥, 𝑦)) ∈ 𝐼 

,𝑑(𝜎(𝑥)پس  𝜎(𝑦)) ∈ 𝐼 در نتیجه .𝜎(𝑥)/𝐼 = 𝜎(𝑦)/𝐼 بنابراین .𝜎(𝑥/𝐼) = 𝜎(𝑦/𝐼). 

,𝐴/𝐼)دهیم که  میاکنون نشان  𝜎)  یک𝑀𝑉- جبر حالت است. چون𝐴/𝐼  یک𝑀𝑉- جبر حالت است، پس

 داریم: 

  (𝑀𝑉1) 𝜎(1/𝐼) = 𝜎(1)/𝐼 = 1/𝐼 

(𝑀𝑉2) 𝜎((𝑥/𝐼)∗) = 𝜎(𝑥∗/𝐼) = 𝜎(𝑥∗)/𝐼 = (𝜎(𝑥))∗/𝐼 = (𝜎(𝑥)/𝐼)∗ =  (𝜎(𝑥/𝐼))∗  

(𝑀𝑉3)              

𝜎 (
𝑥 ⊕ 𝑦

𝐼
) =

𝜎(𝑥 ⊕ 𝑦)

𝐼
=
𝜎(𝑥) ⊕ 𝜎(𝑦 ⊖ (𝑥 ⊙ 𝑦))

𝐼
=   𝜎(𝑥)/𝐼 ⊕ 𝜎(𝑦 ⊖ (𝑥 ⊙ 𝑦))/𝐼

= 𝜎(𝑥/𝐼) ⊕ 𝜎(𝑦 ⊖ (𝑥 ⊙ 𝑦)/𝐼); 

(𝑀𝑉4)             

𝜎(𝜎(𝑥/𝐼) ⊕ 𝜎(𝑦/𝐼)) = 𝜎(𝜎(𝑥)/𝐼 ⊕ 𝜎(𝑦)/𝐼) = 𝜎((𝜎(𝑥) ⊕ 𝜎(𝑦))/𝐼) =

(𝜎(𝜎(𝑥)⊕ 𝜎(𝑦)))/𝐼 = (𝜎(𝑥) ⊕ 𝜎(𝑦))/𝐼 = 𝜎(𝑥)/𝐼 ⊕ 𝜎(𝑦)/𝐼 = 𝜎(𝑥/𝐼) ⊕ 𝜎(𝑦/𝐼) . 

,𝐴)لایه از -𝑛آل حالت بولی  یک ایده 𝐼 18.2قضیه  𝜎) آل  است اگر و تنها اگر هر ایده𝐴/𝐼 آل حالت بولی  یک ایده𝑛-

,𝐴/𝐼)لایه از  𝜎)  .باشد 

,𝐴)لایه از -𝑛آل حالت بولی  یک ایده 𝐼فرض کنید  برهان. 𝜎)  :باشد. لذا داریم 

          (𝑥 ⊕ 𝜎(𝑥)) ∧ ((𝑛𝑥)∗⊕𝜎(𝑛𝑥)∗) ∈ 𝐼 

 ⟺
(𝑥⊕𝜎(𝑥))

𝐼
∧
((𝑛𝑥)∗⊕𝜎(𝑛𝑥)∗)

𝐼
=

0

𝐼
 

 ⟺ (
𝑥

𝐼
⊕

𝜎(𝑥)

𝐼
) ∧ (

(𝑛𝑥)∗

𝐼
⊕

𝜎(𝑛𝑥)∗

𝐼
) =

0

𝐼
 

 ⟺ (
𝑥

𝐼
⊕𝜎(

𝑥

𝐼
)) ∧ (

(𝑛𝑥)∗

𝐼
⊕𝜎(

(𝑛𝑥)∗

𝐼
)) =

0

𝐼
∈ {[0]}. 

,𝐴/𝐼)لایه از -𝑛آل حالت بولی  یک ایده {[0]}لذا   𝜎)  آل  گیریم که هر ایدهمی، نتیجه 16.2است. لذا بنا به لم(𝐴/𝐼, 𝜎) 

 لایه است. -𝑛آل حالت بولی  یک ایده
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,𝐴)لایه از -𝑛آل حالت سرسخت  یک ایده {0}اگر   19.2لم  𝜎) آل حالت سرسخت  باشد. آنگاه تنها ایده𝑛- لایه

,𝐴)از  𝜎)است.  {0}آل حالت  ، ایده 

,𝐴)آل حالت دلخواه از  یک ایده 𝐼فرض کنید  .برهان 𝜎)  {0}باشد. چون ⊆ 𝐼  آل حالت سرسخت  یک ایده {0}و

𝑛- لایه از(𝐴, 𝜎)  آل حالت ماکسیمال است. بنابراین  یک ایده {0}، 6.2است. پس طبق قضیه𝐼 = آل حالت  یک ایده {0}

,𝐴)لایه از -𝑛سرسخت  𝜎)  .است 

,𝐴)لایه از -𝑛آل حالت سرسخت  یک ایده 𝐼اگر  20.2قضیه   𝜎)  باشد. آنگاه(𝐴/𝐼, 𝜎)  یک حالت موضعاً متناهی

 است. 

,𝐴)لایه از -𝑛آل حالت سرسخت  یک ایده 𝐼فرض کنیم که  .برهان  𝜎)  6.2باشد. آنگاه طبق قضیه ،𝐼 آل هیک اید

,𝐴)حالت ماکسیمال از  𝜎)  گیریم که می، نتیجه 30.1است. همچنین طبق قضیه(𝐴/𝐼, 𝜎)  یک حالت موضعاً متناهی

 است.  

,𝐴)لایه از -𝑛آل حالت سرسخت  یک ایده {0}اگر   21.2لم  𝜎)  باشد. آنگاه(𝐴, 𝜎)  یک𝑀𝑉- ًجبر حالت موضعا

  متناهی است. 

,𝐴)لایه از -𝑛یک ایدهآل حالت سرسخت  {0}فرض کنید که  .برهان 𝜎)  {0}گیریم که می، نتیجه 6.2باشد.لذا بنا به قضیه 

,𝐴)آل حالت ماکسیمال از  یک ایده 𝜎) باشد. بنابراینمی 

𝐴/{0} ≃ 𝐴  .یک حالت موضعاً متناهی است 

 دهیم که عکس لم بالا درست نیست. میدر مثال زیر، نشان  

𝐴فرض کنید   22.2مثال  = 0با  {0,1,2} < 1 <  کنیم:میرا بصورت زیر تعریف  ∗و  ⊙، ⊕باشد. عملهای  2

    

 

 

 

 

∗,⊙,⊕,𝐴)بوضوح   . [16] جبر موضعاً متناهی است-𝑀𝑉یک  (0,2,

𝜎  را یک همانی روی𝐴  گیریم. در این صورت میدر نظر(𝐴, 𝜎)  یک𝑀𝑉- جبر حالت موضعاً متناهی است. اما

𝐼 = ,𝐴)لایه از -1یک ایدهآل حالت سرسخت  {0} 𝜎)  :نیست. زیرا 

2 1 0 ⊕ 

2 1 0 0 

2 2 1 1 

2 2 2 2 

2 1 0 ⊙ 

0 0 0 0 

1 0 0 1 

2 1 0 2 

2 1 0 ∗ 

0 1 2 0 
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 ∀1,2 ∈ 𝐴 − 𝐼    ;     𝜎(1)∗⊙𝜎(2) = 1∗⊙2 = 1⊙ 2 = 1 ∉ 𝐼. 

,𝐴)جبر حالت -𝑀𝑉کنیم که یک  مییادآوری  𝜎)  نیمه ساده است اگر و تنها اگر غیر بدیهی باشد و𝑅𝑎𝑑𝜎(𝐴) = {0} 

[5].  

,𝐴)لایه از -𝑛آل حالت سرسخت  یک ایده {0}اگر   23.2نتیجه  𝜎)  باشد، آنگاه(𝐴, 𝜎)  یک𝑀𝑉- جبر حالت

 نیمه ساده است. 

,𝐴)لایه از -𝑛یک ایده آل حالت سرسخت  {0}فرض کنیم  برهان. 𝜎)  یک  {0}، 6.2باشد. در نتیجه طبق قضیه

,𝐴)ایدهآل حالت ماکسیمال از  𝜎)  :است. پس داریم𝑅𝑎𝑑𝜎(𝐴) = ,𝐴). بنابراین {0} 𝜎)  یک𝑀𝑉- جبر حالت نیمه

 ساده است. 

 دهد که در حالت کلی عکس نتیجه بالا درست نیست.  میمثال زیر نشان  

𝐼، داریم که (𝑖) 3.2در مثال  24.2مثال  = ,𝐴)آل حالت از  یک ایده {0} 𝜎) است بطوریکه  

 𝑅𝑎𝑑𝜎(𝐴) = ,𝐴). پس {0} 𝜎)  یک𝑀𝑉- جبر حالت نیمه ساده است. اما𝐼 = آل حالت  یک ایده {0}

,𝐴)لایه از -1سرسخت  𝜎)  نیست. زیرا به ازای هر𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴 − 𝐼 ، 

 𝑎 = 𝑎 ⊙ 𝑎 = 𝜎(𝑏) ⊙ 𝜎(𝑎)∗ ∉ 𝐼       و       𝑏 = 𝑏 ⊙ 𝑏 = 𝜎(𝑎) ⊙ 𝜎(𝑏)∗ ∉ 𝐼 

 

,𝐴)آل حالت از  یک ایده 𝐼فرض کنید  25.2قضیه  𝜎)  باشد. در این صورت𝐼 آل حالت سرسخت  یک ایده𝑛-

 باشد.  𝐴/𝐼لایه از -𝑛آل حالت سرسخت  یک ایده [0]لایه است اگر و تنها اگر 

,𝐴)لایه از -𝑛آل حالت سرسخت  یک ایده 𝐼فرض کنید که  .برهان  𝜎) باشد. همچنین فرض کنید 

 𝑥/𝐼 ∉ ∗(𝜎(𝑛𝑥)/𝐼)، کافیست نشان دهیم که 16.2، طبق لم {[0]} ∈ 𝑥/𝐼. چون {[0]} ∉ ، پس {[0]}

𝑥/𝐼 ≠ 0/𝐼  در نتیجه𝑑(𝑥, 0) ∉ 𝐼 پس ،𝑥 ∉ 𝐼 گیریم که می. طبق فرض نتیجه𝜎(𝑛𝑥)∗ ∈ 𝐼 :پس داریم ، 

 𝜎(𝑛𝑥)∗ = 𝑑(𝜎(𝑛𝑥)∗, 0) ∈ 𝐼. 

 از طرفی دیگر 

 𝜎((𝑛𝑥/𝐼)∗) = 𝜎(𝑛𝑥)∗/𝐼 ∈ 𝜎(𝑛𝑥)∗/𝐼       یا         {[0]} = 0/𝐼 

,𝐴)لایه از -𝑛آل حالت سرسخت  یک ایده {[0]}پس در نتیجه  𝜎)  گیریم که هر ایدهمی، نتیجه 2.19است. لذا بنا برلم 

 لایه است.-𝑛آل حالت سرسخت  یک ایده 𝐴/𝐼آل از 
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,𝐴/𝐼)آل حالت از جبر خارج قسمتی  برعکس، فرض کنید که هر ایده 𝜎) آل حالت سرسخت  یک ایده𝑛- لایه

𝑥باشد و  ∈ 𝐴  بطوریکه𝑥 ∉ 𝐼 حال باید نشان دهیم که .𝜎(𝑛𝑥)∗ ∈ 𝐼 گیریم که می. طبق فرض نتیجه𝑥/𝐼 ≠ 0/𝐼 

𝑥/𝐼پس در نتیجه داریم:  ∉ ,𝐴/𝐼)آل حالت از  یک ایده {[0]}. حال چون {[0]} 𝜎)  ،یک  {[0]}هست. لذا بنا به فرض

 لایه است.-𝑛ایده آل حالت سرسخت 

∗𝜎(𝑛𝑥/𝐼)بنابراین  = 𝜎(𝑛𝑥)∗/𝐼 ∈ 𝜎(𝑛𝑥)∗/𝐼، در نتیجه {[0]} = 0/𝐼 پس .𝜎(𝑛𝑥)∗ ∈ 𝐼 بنابراین .

𝐼 آل حالت سرسخت  یک ایده𝑛- لایه از(𝐴, 𝜎)  .است 

 کنیم. میهمریختی را بررسی -𝑀𝑉لایه تحت یک -𝑛در قضیه زیر، تصویر معکوس یک ایدهآل حالت سرسخت  

:𝑓فرض کنید   26.2قضیه  𝐴 ⟶ 𝐵  یک𝑀𝑉- همریختی حالت باشد و𝐼 آل حالت سرسخت از  یک ایده

(𝐵, 𝜎)  باشد. تصویر معکوس𝐼 آل حالت سرسخت  یک ایده𝑛- لایه از(𝐴, 𝜏)  .است 

,𝐵)لایه از -𝑛آل حالت سرسخت  یک ایده 𝐼فرض کنید  .برهان  𝜎)  و𝑥 ∈ 𝐴 باشد. بطوریکه 

𝑥 ∉ 𝑓−1(𝐼) در این صورت ،𝑓(𝑥) ∉ 𝐼 چون .𝐼 آل حالت سرسخت  یک ایده𝑛- لایه از(𝐵, 𝜎)  است. طبق لم

 گیریم که: میهمریخت حالت است، نتیجه -𝑓 ،𝑀𝑉، و چون 4.2

 𝑓(𝜏(𝑛𝑥)∗) = 𝑓(𝜏(𝑛𝑥))∗ = 𝜎(𝑓(𝑛𝑥))∗ = 𝜎(𝑛𝑓(𝑥))∗ ∈ 𝐼. 

∗𝜏(𝑛𝑥)پس در نتیجه  ∈ 𝑓−1(𝐼) بنابراین .𝑓−1(𝐼) آل حالت سرسخت  یک ایده𝑛- لایه از(𝐴, 𝜏)  .است 

,𝐴)لایه از -𝑛آل حالت سرسخت  یک ایده 𝑃اگر  27.2قضیه  𝜎)  باشد، آنگاه𝑃 آل حالت اولیه از  یک ایده

(𝐴, 𝜎)  .است 

𝑎فرض کنید  .برهان ⊙ 𝑏 ∈ 𝑃  بطوریکه برای هر𝑛 ≥ 1 ،𝜎(𝑎)𝑛 ∉ 𝑃 چون .𝑃 آل حالت سرسخت  یک ایده

𝑛- لایه است و از طرفی داریم𝑎 ∉ 𝑃  1و ∉ 𝑃 :پس در نتیجه ، 

 𝜎(𝑛1)∗⊙𝜎(𝑎) ∈ 𝑃       و       𝜎(1)⊙ 𝜎(𝑛𝑎)∗ ∈ 𝑃 

∗1𝜎(𝑛𝑎)گیریم که میلذا نتیجه  ∈ 𝑃 19.1. همچنین طبق لم (𝑓) :داریم ، 

 𝜎(𝑎)⊙ 𝜎(𝑏) ≤ 𝜎(𝑎 ⊙ 𝑏) ∈ 𝑃 

⊙𝜎(𝑎)پس  𝜎(𝑏) ∈ 𝑃  و به همین ترتیب𝜎(𝑛𝑎)∗⊕ (𝜎(𝑎) ⊙ 𝜎(𝑏)) ∈ 𝑃از طرفی دیگر داریم . 

 𝜎(𝑏) ≤ 𝜎(𝑛𝑎)∗ ∨ 𝜎(𝑏) ∈ 𝑃 در نتیجه برای ،𝑛 = 1 ،𝜎(𝑏)1 ∈ 𝑃 بنابراین .𝑃 آل حالت اولیه از  یک ایده(𝐴, 𝜎) 

 است. 
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 لایه نباشد. -𝑛آل حالت سرسخت  آل حالت اولیه ممکن است یک ایده دهد که یک ایدهمیمثال زیر نشان  

𝐴فرض کنید  28.2مثال  = {0, 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 0با  {1 < 𝑎, 𝑏 < 𝑐 <  و 1

0 < 𝑏 < 𝑑 <  کنیم:میرا به صورت زیر تعریف  ∗و  ⊙، ⊕باشد. عملهای  1

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   

 

∗,⊙,⊕,𝐴)در این صورت   [.16جبر است ]-𝑀𝑉یک  (0,1,

,𝐴)همانی باشد، به این ترتیب  𝜎فرض کنید  𝜎)  یک𝑀𝑉- جبر حالت است. واضح است که𝐼 = {0, 𝑐}  یک

,𝑎آل حالت اولیه است. از طرفی چون به ازای  ایده 𝑏 ∈ 𝐴 − 𝐼  :داریم 

 𝜎(𝑎)⊙ 𝜎(𝑏)∗ = 𝑎⊙ 𝑐 = 𝑎 ∉ 𝐼       و       𝜎(𝑏) ⊙ 𝜎(𝑎)∗ = 𝑏 ⊙ 𝑑 = 𝑏 ∉ 𝐼 

 نیست.  𝐴لایه از -1آل حالت سرسخت  یک ایده 𝐼پس 

  

,𝐴)فرض کنید   29.2گزاره  𝜎)  یک𝑀𝑉-.جبر حالت باشد 

(𝑖)  اگر𝐼 آل سرسخت  یک ایده𝑛- لایه از𝜎(𝐴)  باشد، آنگاه𝜎−1(𝐼) آل حالت سرسخت  یک ایده𝑛- لایه از

(𝐴, 𝜎) .است 

1 𝑑 𝑐 𝑏 a 0 ⊙ 

0 0 0 0 0 0 0 

𝑎 0 𝑎 0 𝑎 0 𝑎 

𝑏 𝑏 0 0 0 0 𝑏 

𝑐 𝑏 𝑎 0 𝑎 0 𝑐 

𝑑 𝑑 𝑏 𝑏 0 0 𝑑 

1 𝑑 𝑐 𝑏 𝑎 0 1 

1 𝑑 𝑐 𝑏 a 0 ⊕ 

1 𝑑 𝑐 𝑏 𝑎 0 0 

1 1 𝑐 𝑐 𝑎 𝑎 𝑎 

1 𝑑 1 𝑑 𝑐 𝑏 𝑏 

1 1 1 1 𝑐 𝑐 𝑐 

1 𝑑 1 𝑑 1 𝑑 𝑑 

1 1 1 1 1 1 1 

1 𝑑 𝑐 𝑏 a 0 ∗ 

0 𝑎 𝑏 𝑐 𝑑 1  
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(𝑖𝑖)  اگر𝐼 آل حالت سرسخت  یک ایده𝑛- لایه از(𝐴, 𝜎)  باشد. آنگاه𝜎(𝐼) آل سرسخت  یک ایده𝑛- لایه از

𝜎(𝐴)  .است 

 (𝑖)  .اگر برهان𝐼 آل از  یک ایده𝜎(𝐴)  شود که می، ثابت 25.1باشد، آنگاه بنا به گزاره𝜎−1(𝐼) آل  یک ایده

,𝐴)حالت از  𝜎)  است. اکنون فرض کنیم که𝐼 آل سرسخت  یک ایده𝑛- لایه از𝜎(𝐴) باشد. همچنین فرض کنیم 

 𝑎 ∉ 𝜎−1(𝐼) پس ،𝜎(𝑎) = 𝜎(𝜎(𝑎)) ∉ 𝐼 19.1. در نتیجه بنا به لم (𝑏) چون ،𝑎 ≤ 𝑛𝑎  درنتیجه

𝜎(𝑎) ≤ 𝜎(𝑛𝑎) پس ،𝜎(𝑛𝑎) ∉ 𝐼 چون .𝐼 آل سرسخت  یک ایده𝑛- لایه از𝜎(𝐴)  است. پس𝜎(𝜎(𝑛𝑎)∗) =

𝜎(𝜎(𝑛𝑎))∗ = 𝜎(𝑛𝑎)∗ ∈ 𝐼 :پس داریم .𝜎(𝑛𝑎)∗ ∈ 𝜎−1(𝐼) بنابراین .𝜎−1(𝐼) آل حالت سرسخت  یک ایده𝑛-

,𝐴)لایه از  𝜎) .است 

(𝑖𝑖)  فرض کنید𝐼 آل حالت سرسخت  یک ایده𝑛- لایه از(𝐴, 𝜎)  داریم:24.1باشد. بنا به حکم ، 

 𝜎(𝐼) = 𝐼 ∩ 𝜎(𝐴) فرض کنید .𝐼 آل حالت سرسخت  یک ایده𝑛- لایه از(𝐴, 𝜎)  باشد و 

𝜎(𝑎) ∉ 𝜎(𝐼) چون .𝜎(𝑎) ∈ 𝜎(𝐴)  و𝜎(𝐼) = 𝐼 ∩ 𝜎(𝐴) پس در نتیجه ،𝜎(𝑎) ∉ 𝐼  و لذا𝑎 ∉ 𝐼 .

,𝐴)لایه از -𝑛آل حالت سرسخت  یک ایده 𝐼همچنین، چون  𝜎)  است، پس𝜎(𝑛𝑎)∗ ∈ 𝐼  و در نتیجه 

 𝜎(𝑛𝑎)∗ = 𝜎((𝑛𝑎)∗) = 𝜎(𝜎(𝑛𝑎∗)) = 𝜎(𝜎(𝑛𝑎)∗) ∈ 𝜎(𝐼). 

 است.  𝜎(𝐴)لایه از -𝑛آل سرسخت  یک ایده 𝜎(𝐼)بنابراین 
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